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及 书 初稿 完成 于 1983 年 。 当 时 中 国 科 学 扩 术 大 学 数学 系 领 
导 汉 克勤 教授 委托 编著 者 编写 一 本 供 数学 系 用 的 线性 代数 讲义 。 
接受 这 项 任务 后 ， 我 们 专程 到 北京 ， 拜 访 了 中 国 科 学 院 系统 科学 
研究 所 万 哲 先 研究 员 、 中 国 科 学 院 数 学 研究 所 许 以 超 研 究 员 、 北 
京 大 学 数学 系 甩 灵 沼 教授 和 中 国 科学 院 研 究 生 院 曾 肯 成 教授 ， 请 
教 他 们 对 数学 系 线性 代数 教学 的 设想 。 他们 都 热情 地 给 了 予 指导 ， 
从 而 为 编写 讲义 提供 了 坚实 的 基础 。1984 年 春天 ， 讲 义 便 开始 
在 数学 系 83 级 使 用 ， 并 作为 数学 系 线性 代数 教材 一 直 使 用 到 现 
在 。1985 年 ， 讲义 曾 获 得 中 国 科 学 技术 大 学 首次 颁发 的 优秀 教 
村 一 才 奖 。 叱 后 ， 在 使 用 过 程 中 对 讲义 又 作 了 进一步 的 修改 。 出 
版 前 编著 者 又 作 了 全 面 的 加 工 和 充实 . 

线性 代数 研究 的 是 线性 空间 以 及 线性 空间 的 线性 变换 。 在 线 
性 空间 取 定 一 组 基 下 ， 线 性 变换 便 和 和 矩阵 建立 了 一 一 对 应 关系 ，。 
这 桩 ， 线 性 变 插 就 和 算 阵 紧密 联系 起 来 。 于 是 ， 研 究 线 性 空间 以 
及 线性 空间 关于 线性 变换 的 分 解 即 构成 了 线性 代数 的 几何 理论 ，、 
亲 研 究 和 矩阵 在 各 种 关系 下 的 分 类 问题 则 是 线性 代数 的 代数 理论 。 
本 书 编写 的 一 个 着 眼 点 是 ， 着 力 于 建立 线性 代数 的 这 两 大 理论 之 
间 的 联系 ， 并 从 这 种 联系 去 图 述 线性 代数 的 理论 。 当 然 ， 线 性 代 
数 岂 容 非常 丰富 ， 本 书 尽 可 能 地 按照 1980 年 教育 部 颁发 的 综合 
性 大 学 理科 数学 专业 高 等 代数 教学 大 纲 进行 选择 ， 并 在 体系 安排 
与 叙述 方式 上 尽量 吸收 中 国 科 学 技术 大 学 数学 系 长 期 从 事 线 性 代 
数 教学 的 老师 与 同事 们 ,特别 是 曾 肯 成 教授 、 许 以 超 研 究 员 的 教学 
经 验 。 在 处理 行列 式 理论 时 ,采用 了 曾 肯 成 教授 1965 年 首先 在 中 
国 科 学 技术 大 学 数学 系 使 用 的 将 1n 阶 行列 式 视 为 数 域 站 上 n 维 向 量 
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空间 的 规范 有 凤 对 称 重 线性 函数 的 讲法 在 处 理 线性 方程 组 理论 
周 ， 利 用 了 和 矩阵 在 相抵 下 的 标准 形 理论 ; 在 处 理 jordan 标准 形 
寺 ， 先 考虑 了 线性 空间 关于 线性 变换 的 分 解 ， 然 后 再 用 纯 和 矩阵 方 
读 处 理 了 Jordan 标准 形 。 闻 时 也 着 重 于 曾 述 已 故 著 名 数学 家 华 
多 庚 教 授 的 独 具 特 色 的 矩阵 方法 ， 

为 了 便于 读者 掌握 解 题 技巧 ， 提 高 分 析 问 题 、 解 决 问题 的 能 
力 ， 本 书 几 乎 每 一 章 都 专门 用 一 节 讲 述 各 种 典型 例题 。 这 部 分 内 
容 是 为 习题 课 安排 的 。 每 一 池 后 面 都 附 有 大 量 习题 ， 教 师 与 读者 
可 以 根据 具体 情况 选择 使 用 。 这 些 习 题 除了 在 众多 的 线性 代数 、 
征 阵 论 教 材 以 及 习题 集中 选取 之 外 ， 有 一 些 是 取 自 我 国 历届 研究 
后 试题 ， 还 有 一 些 是 目 己 编撰 的 。 在 教学 过 程 中 ， 有 些 同学 对 线 
性 代数 的 某 些 课题 产生 了 兴趣 ， 进 行 了 一 些 研究 。 有 些 结果 即 成 
为 本 书 的 习题 。 这 里 应 该 提 到 的 有 中 国 科 学 技术 大 学 数学 系 81 级 
同学 陈 贵 忠 、 吐 斑 、 罕 昌 柱 ，82 级 同学 陈 秀 雄 等 . 

码 郊 勤 教 授 对 本 书 的 编写 自始至终 者 给予 了 热情 的 关心 与 帮 
动 。 在 编写 过 程 中 ， 得 到 万 哲 先 、 许 以 超 、 聂 灵 沼 、 曾 肯 成 诸 教 
授 的 热心 指导 ， 编 者 府 致 训 心 感谢 。 中 国 科 学 技术 大 学 数学 系 陆 
洪 文 教授 、 杜 锡 录 、 李 尚志 副教授 曾经 使 用 本 书 的 前 身 一 一 线性 
代数 讲义 作为 教材 ， 他 们 对 讲义 的 修改 提出 许多 有 益 的 意见。 中 
国 科技 大 学 数学 系 讲师 屈 善 坤 、 徐 俊明 协助 编者 仔细 地 审核 了 原 
稿 ， 安 徽 大 学 数学 系 夏 因 虎 同志 、 中 国 科学 技术 大 学 86 级 硕士 
研究 生 黄 道德 审核 了 习题 ， 在 此 一 并 致谢 ， 

由 于 编著 者 水 平 所 限 ， 错 误 与 缺点 在 所 难免 。 热 忱 欢迎 同行 
们 各) 天 读者 种 评 捐 正 。 


李 炯 生 ” 查 建国 
一 九 八 八 年 元 月 
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第 一 章 多 项 陈 

本 章 将 介绍 数 域 上 的 多 项 式 理论 。 读 者 如 果 有 机会 学 习 抽 冢 
我 数 中 的 环 论 的 话 , 将 会 对 本 章 的 内 容 有 更 深刻 的 理解 。$1.1 从 
代数 的 观点 定义 了 数 环 与 数 域 ， 即 具有 加 法 与 乘法 两 种 运算 且 满 
足 一 定 的 运算 规则 的 数 的 集合 。$1.2 给 出 了 一 元 多 项 式 环 的 定 
义 ， 以 及 多 项 式 的 加 法 与 乘法 的 基本 人 性质。 读者 将 会 看 到 ， 多 项 
式 有 许多 性 质 与 整数 相 类 似 。$1.3 讨 论 了 多 项 式 的 整除 性 以 及 一 
组 多 项 式 的 最 大 公 因 式 , 这 里 的 关键 足 两 个 多 项 式 的 驾 转 相 除 法 ， 
$S1.4 给 出 了 本 章 的 第 一 个 主要 定理 一 一 唯一 析 因 定 理 ， 即 每 一 个 
多 项 式 都 可 以 唯一 地 写成 不 可 约 多 项 式 的 乘积 。 读 者 把 它 同 整数 
中 的 算术 基本 定理 进行 比较 ,就 可 知道 这 一 定理 的 重要 意义 . 殷 气 
唯一 析 因 定理 ,不 可 约 多 项 式 的 地 位 相当 于 整数 中 素数 的 地 位 。 
因此 ， 自 然 需 要 一 些 方法 来 判定 多 项 式 的 不 可 约 性 。$1.5 说 明 
了 复 系数 不 可 约 多 项 式 只 能 是 一 次 多 项 式 ， 而 实 系 数 不 可 约 多 项 
式 只 能 是 一 次 或 二 次 多 项 式 。$1.6 给 出 了 了 最 有 应 用 价值 的 判断 整 
系数 多 项 式 不 可 约 性 的 也 isensteia 准则 。$1.7 把 一 元 多 项 式 推 
广 为 多 元 多 项 式 。$1.8 含 本 章 的 第 二 个 主要 定理 一 一 对 称 多 项 式 
基本 定理 ， 芭 每 一 个 对 称 多 项 式 都 是 基本 对 称 多 项 式 的 多 项 式 。 


S$ 1.1 整数 环 与 数 域 


迄今 为 止 ， 我 们 已 经 接触 到 的 数 系 有 上 自然 数 系 、 整 数 系 、 有 
理 数 系 、 实 数 系 与 复数 系 。 在 这 些 数 系 中 ， 都 可 以 进行 加 法 运算 
与 乘法 运算 。 璧 如， 自然 数 系 中 的 加 法 运算 是 指 一 个 对 应 关系 ， 
即 寻 于 任意 一 对 自然 数 m 与 n， 按 照 加 法 ， 可 以 确定 唯一 一 个 记 


i 


了 一 


然 数 与 它们 对 应 ， 这 个 自然 数 就 是 ?与 1% 的 和 m+%; 而 目 然 数 
系 中 的 乘法 运算 也 是 一 个 对 应 关系 ， 即 对 于 任意 一 对 目 然 数 色 与 
2 ， 按 照 乘法 ， 可 以 确定 唯一 一 个 自然 数 与 它们 对 应 ， 这 个 上 月 然 
数 就 是 劝 与 二 的 积 ma。 抽象 地 说 ， 所 谓 集 合 S 中 的 代数 运算 是 
指 一 个 对 应 关系 ， 即 对 于 集合 2 中 任意 一 对 元 天 60 写 6， 按照 
这 一 对 应 关系 ， 可 以 确定 集合 3 中 的 唯一 一 个 元 系 C 写 它们 对 
应 。 例 如 ， 复 数 的 加 、 减 、 乘 、 除 四 则 运算 都 是 复数 系 中 的 代数 
运算 。 一 个 集合 引进 了 代数 运算 ， 这 些 代 数 运 和 拭 往 往 具 有 菏 些 性 . 
质 。 例 如 ， 整 数 系 的 加 法 运算 与 乘法 运算 具有 以 下 的 性 质 : 
(A1) 加 法 结合 律 ; 
(a+b)+c=at+ (b+c); 
(A2) 加 法 交换 律 ; 
ar+rb=b+a; 
(A3) 有 整数 0， 它 具有 人 性质， 
G+0=0+a=a; 
(A4) 对 每 个 整数 a， 总 有 负数 一 a， 使 得 
a+ (a)=(~a)+a=0; 
CM1) 乘法 结合 律 ; 
(aoc=ef(pc); 
(M2) 乘法 交 欣 律 : 
ab = ba; 
(M3) 有 整数 1， 它 具有 人 性质， 
al=1la=a; 
(D ) 而 采 分 凡人 竺 ; 
a(b+c)=ab+ac, 
其 中 a,b 和 Cc 是 任意 整数 ， 
焦 合 9 的 每 一 种 代数 运算 所 适合 的 一 些 最 基本 的 性质， 以 
及 不 同 代 数 运 复 之 间 最 基本 的 联系 便 构 成 了 务 定 这 些 代数 运算 的 
公理 ， 例 如 ，. 上 面 提 到 的 整数 的 加 法 与 乘法 就 适合 结合 律 、 交 换 。 
2 


律 以 及 加 乘 分 配 律 等 。 把 整数 系 连 同 加 法 与 乘法 运算 的 特性 搜 所 
化 ， 便 引出 以 下 的 定义 。 
定义 ”在 集合 只 中 规定 两 种 代数 运算 ， 一 种 称 为 加 法 运算 ， 


好 对 于 集合 民 中 任意 一 对 元 素 4 与 ， 按 照 加 法 运算 ， 集 合 及 中 
有 唯一 一 个 元 素 + 与 它们 对 应 ， 元 素 e+ 称 为 4 与 b 的 和 . 
另 一 种 称 为 乘法 运算 ， 即 对 于 集合 尽 中 任意 一 对 元 素 4 与 5， 按 
照 乘法 运算 ， 集 合 RR 中 有 唯一 一 个 元 素 ap 与 它们 对 应 ， 元 素 ob 
称 为 4 与 5 的 积 。 并且 ， 加 法 运算 与 乘法 运算 适合 下 列 公理 ， 对 
于 集合 RR 中 任意 元 素 a,6 与 c， 有 : 
(Al) 加 法 结合 律 ， 
(a+b)+c=a+ (b+c);s 
(A2) 加 法 交换 律 ， 
a+b=b+a; 
CA3) 卫 中 存在 一 个 元 素 ， 它 称 为 R 的 零 元 素 ， 记 作 0，. 
使 得 
at+0=0+a=a; 
(A4) 对 于 只 中 每 个 元 素 a ， 存 在 元 素 b ， 使 得 
a+b=b+a=0, 
汇 索 6 称 为 元 素 4 的 负 元 素 ， 记 为 ~a3 
(CMI1) 乘 去 结合 和 律 ; 
a{bc) = (ap)c; 


ab= ba; 
al=1ia=4a; 


《D) 用 采 分 配 利 


a(b+c)=ab+tac, 
出 集 合 呈 称 为 交换 环 .。 

窑 易 验证 ， 整 数 系 是 一 个 交换 环 ， 它 称 为 整数 环 ， 记 为 Z、 
另外 ， 有 理 数 系 、 实 数 系 与 复数 系 也 都 是 交换 环 ， 它 们 都 是 复数 
系 的 子 集合 。 凡 复数 系 的 子 集合 ， 如 果 对 复数 的 加 法 与 乘法 成 为 
交换 环 ， 则 称 为 数 环 。 

应 当 指 出 ， 有 理 数 系 、 实 数 系 和 复数 系 的 乘法 运算 所 具有 的 
性 质 有 些 是 和 整数 环 的 乘法 性 质 不 同 的 。 例如， 在 整数 环 中 ， 对 
于 非 鹤 整 煞 go 夫 十 1， 不 存在 整数 襄 ， 使 得 az = ba=1; 但 在 实数 
环 中 ， 对 于 非 从 ' 实数 a， 一定 存 在 实数 5b ， 使 得 ab= pae=1。 为 
区 别 起 见 ，5[ 进 以 下 的 定义 ， 

定义 ” 设 了 是 至 少 有 两 个 元 素 的 交换 环 。 如 果 对 于 玉 中 每 个 
非 零 元 索 4 ,存在 元 素 bt 了 ,使 得 ab=ba=1， 则 6b 称 为 a 的 闻 元 
素 ， 记 作 ao-” 。 这 时 交换 环 已 称 为 域 。 

例如 ， 有 理 数 系 、 实 数 系 写 复数 系 都 是 域 ， 它 们 依次 称 为 有 
理 数 域 、 实 数 域 与 复数 域 ， 并 依次 记 为 Q@，R 和 C 。 如果 复 数 域 
C 的 于 集合 也 对 复数 的 加 法 与 乘法 成 为 一 个 域 ， 则 互 称 为 数 域 。 
可 也 引证， 复数 域 的 子 集合 

QLV 21={atby 2: a,bEQ}) 


对 复数 的 加 法 与 乘法 成 为 一 个 域 ， 所 以 ，QELv 2 ] 是 一 个 数 域 。 


习 题 
1。 记 QLV 21= {at+bV 2: 4,bEQ), 验 证 QLV 2] 是 数 域 。 
2。 设 Z[V 21={m+ny 2; m,nkZ}。 验证 Z[V 2] 是 数 
环 。 ZL[VY 2 J 是 数 域 吗 ? 
3。 议 三 是 数 域 ，a,b 和 cc 是 已 中 的 任意 三 个 元 素 ， 证 明 下 


列 人 性质 成 立 。 
(1) 如 果 a+p=a+c， 则 总 =c; 
(2) 定义 a-b=at(-~-b), WMNa+ (bp~-a)=b; 
(3) a0=0a= 0; 
(4) (-1)a= 一 G; 
(5) 如 果 ab=0， 则 a=0, 或 6=0. | 
4。 议 忆 是 有 折 有 有 序 实数 对 (a,6) 的 集合 ， 其 中 a,bER. 
(1 ) 如 果 集 合 政 的 加 法 与 乘法 分 别 定义 为 . : 
(a,6) + (c,d)= (at+c,b+dy, 
(ga,b) (c,d) = (ac ,bd). 
狐 末 玖 是 将成 为 域 ? 
(2 ) 如 果 五 的 加 法 与 乘法 分 别 定义 为 
(da ， b) + Ce, d) = (a+c, b+d), 


与 
(a ， b) (ec ,al) = (ac ~bd ,ad + be), 


那 末 斑 是 否 成 为 域 ? 

(3 ) 如 果 不 表示 所 有 有 序 复数 对 的 集合 加 法 与 乘法 仍 如 
(1) 与 (2) 那样 规定 ， 结论 又 怎样 ? i 

5、 证 明 ， 在 交换 苹 的 定义 中 ， 如 果 除 加 法 交换 律 外 ,其 它 公 
理 都 假定 成 立 ， 则 可 以 推出 加 法 交换 律 也 上 成立, 换 和 旬 话 说 ,看 
交换 环 的 定义 中 ,加 法 交换 律 这 一 公理 可 以 去 掩 。 


$1.2 一 元 多 项 式 环 


在 中 学 里 ， 我 们 遇 到 过 一 次 方程 与 二 -次 方程 ， 它 们 可 以 从 丙 
万 面 推广 。 一 方面 从 次 数 推广 , 即 推广 为 寺 次 、 四 次 以 至 n 次 的 方 
程 ， 另 一 方面 从 系数 所 属 的 范围 推广 。 由 上 节 可 以 看 到 ， 系 数 所 
属 的 实数 域 可 以 推广 为 其 它 的 数 域 。 这 就 引出 以 下 的 定义 。 

定义 ” 设 严 是 数 域 ，x 是 未 定 元 ，au ,ai，…y*asEFy as 关 0， 
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# 是 非 才 全 整数 。 出 


0 YX 十 如 二 二 qd,X+u, 


为 1D 的 化 a,%” 称 为 f(x) 的 首 项 (或 最 高 次 项 ) ，a， 称 
为 f(x) 的 首 项 系数 。 如 果 a, = 1， 则 fx) 称 为 首 一 多 项 式 。 旨 
负 整 数 二 称 为 1(x) 的 次数 ， 记 为 degj (*)。 如 果 多 项 式 fx) 的 
系数 全 为 零 ， 则 f(x) 称 为 零 多 项 式 ， 记 为 0。 约定 零 多 项 式 的 次 


数 为 - ce， 
注意 ， 零 次 多 项 式 不 是 零 多 项 式 。 有 时 也 称 零 次 多 项 式 为 纯 


量 多 项 式 。 如 果 上 述 定义 中 ， 把 数 域 严 改 成 数 环 ， 则 jx) 称 为 
数 环 玉 上 一 元 多 项 式 ， 其 它 的 规定 是 相同 的 . 


数 域 下 上 一 元 多 项 式 f(x) 的 全 体 所 成 的 集合 记 为 [x3。 设 
fx) =a,Xx”"+a,_ Xx” ++aX+as, G 关 0， 
g(x) = x"+0 .xX* +.…+O .x+6,, b,*0 
是 数 域 让 上 两 个 多 项 式 。 如 时 f(x) 与 g(x) 适 合 4a;=b,,i=0,1， 
2,…, 则 f(x) 与 g(x) 称 为 相等 ， 记 为 /(x) = g(%)， 多项式 f (%) 与 


9(x) 的 和 定义 为 多 项 式 f (x) + g(xX) 一 (a, + b,) + (ai +b1)x+ “U's 


节 多 项 式 f(x)+ g(x) 的 i 次 项 系数 为 a; +5;，i=0,1,2,…。 其 
市 当 pn 宕 Mm 时， 约定 g(x) 的 系数 5,411,0,+,，… 5b, 都 为 零 ， 而 当 
1 之 Mm 时， 约定 fj(x) 的 系数 ai as， 4。 都 为 零 。 于 是 便 定 
义 了 多 项 式 的 加 法 。 容易 看 出 ， 
deg(f (x) + g(x)) < rax {csef (x) et 。 

窑 艺 验证 ， 多 项 式 的 加 法 满足 以 下 公理 , 设 多 项 式 f(x)， 
g(x) ,h(x EFLxJ, 

(A1) 加 法 结合 律 ， 

0 


(f (x) + g(x)) + h(x) = f(x) + (g(x) + h(x)); 
(A2) 加 法 交换 律 ， 
f(x) + g(x) = g(x) + f(x); 
(A3) 存在 零 元 素 ， 即 存在 零 多 项 式 0EF[x]， 使 得 
f(x) + 0=0+f(x)=f(%) 
(A4) 对 每 个 多 项 式 / 
f(x)=a,x”"+as_iX” ++QX+ao, 
都 存在 多 项 式 
— f(x)= ~a.X” — ,NX 一 GUIX 一 Go 
它 种 为 多 项 式 f (xX) 的 负 多 项 式 ， 使 得 
f(x) + (—f(x)) = (—f(x)) +f(x)=0. 
对 于 FEx] 中 两 个 多 项 式 f(x) 和 g(x)， 其 乘积 1(x)g(x) 定 
f(x)o(x) = C Xt NCIXA+Co, 
其 中 z 
z Csr+m= Cabns 


Cn +m-—1 一 G,pP_i 十 GD 


Ci 一 2 ， ajbis 


7 十 只 一 并 


ci 一 GD，。 
于 是 规定 了 多 项 式 的 乘法 。 因 为 a, 隆 0，6。, 关 0， 故 4,6 六 0，。 
所 以 ， 
deg(f (x)g(x)) =degf (x) +degg(x)。 | / 
容易 验证 ， 多 项 式 的 乘法 适合 以 下 的 公理 。 设 多 项 式 f (%)， 
g(x) ,h(x)EFLXJ, 则 | 
(M1) 乘法 结合 律 ， 


(f (x)g(x)) n(x) = f(x) (g(x) h(x)); 


《M2) 乘法 交换 律 ， 
f (x)g(x) = g(x)f (x); 


(M3) 存在 单位 元 素 ， 即 存在 纯 量 多 项 式 e(*) = 1， 使 得 


f(x)e(x) = e(x)f (x) = f(x); 
《D〉 加 乘 分 配 律 ， 
f(x) (g(x) +PGx))= 了 (xs)9(z) 二 (xz)POxz)， 


于 是 根据 定义 ，F[x] 是 交换 环 ， 它 称 为 数 域 厂 上 一 元 多 项 


习 题 


1。 人 阴 多 项 式 fx) ,g(x)EF[x]。 证明， 当 且 私 当 f(x) = 0， 
或 g(x*)= 0 时 ，f (x)g(x) = 0. 

<。 设 多 项 式 f(x) ,g(x) ,h(x)EF[x]， 目 了 f(x) 二 0， 证 明 
如 果 f (x)g(x) = f(x)h(x)， 则 g(x) = h(x). 

3。 设 非 零 的 实 系数 多 项 式 f(x) ( 即 系数 都 是 实数 的 多 项 式 ) 
滑 足 1(f (x)) = f(x)， 其 中 是 给 定 的 正 整 数 。 求 多 项 式 f (x). 

4。 巩 韭 零 的 实 系数 多 项 式 有 (x) 满足 f(x’) =f?(x)。 求 多 项 
Nf (x). 

95。 信人 开 芝 各 分 项 式 有 (x)=ax?*+bx+c，a 才 0, 证 明 ， 对 任 
总 给 定 的 正 束 各 4% ,不 存 灰 4 次 实 系数 多 项 式 g(x)， 使 得 
f (g(x)) = g(f (x)). 

6。 设 实 系 数 多 项 式 Pir)=4, nxt.… tasx” 清 足 0 过 a。 
0s < 010 4，] = or] 所 广 沪 样 的 多 项 式 P(x) 


ke 


的 集合 记 作 4(m)。 证明， 如果 P(WCA4(0， Or)EA(m), NM 
冬 积 P(x)Q(x)EA (n+m). | 
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81.3 整除 性 与 最 大 公 因 式 


数 域 严 上 一 元 多 项 式 环 巨 E 妇 是 我 们 愧 到 的 第 一 个 不 是 由 数 
构成 的 交换 环 . 它 的 性 质 是 否 与 数 环 、 特 刚 是 与 整数 环 Z 相同 ? 
壁 如 ， 在 整数 环 Z 中 ， 对 于 任意 整数 a,b€Z，6 关 0， 总 存在 唯一 
一 对 整数 9 和 r，0<r 二 16|， 使 得 a= gb+r. 整数 环 Z 的 这 一 
性 质 ， 多 项 式 环 F[x] 是 否 也 具有 ? 对 此 ， 有 

定理 1 设 多 项 式 f(x) ,g(x)EF[x]，g(x) 去 0。 则 存在 唯一 
一 对 多 项 式 g(x)，r (x)EF[x]，degr(x) <degg(x)， 使 得 
: / f(x) = g(x)g(x) + r(x). (1.3.1) 

证 先 证 明 g(x) 和 r(x) 的 存在 性 。 设 

f(x)=a,.x” ”+a,_iX” ++a,X+a,，a, 庆 0， 

g(x) = OX"+ ho 1X" +.…+bx+b,,， b, 0, 
显然 ， 当 mn<m 时 ， 取 q(x) = 0,r(x) = 了 (x), 则 式 (1,3.1) 成 立 . 
当 nm 时， 记 : | 

f(x) ~ aba x” "g(x)= f(x), 

显然 ，degf (x)<<degf (x)。 于 是 对 degf (x) = 站 用 归纳 法 ， 则 存 
在 多 项 式 g(x),，r (x)EFP[xJ], degr (x)<degg(x), 使 得 

f(x) —a.bm xX" "g(x) = f(x) = g(x)g(x) +r(x). 


因此 ， 
f(x) = (a,bm xX" "+q (2)) g(x) +r(x). 


这 交 胃 ， 马 东 记 gq(*) =a,ba1Xx" "+ gi1(x)， 则 式 (1.3.1) 成 立 。 
峙 证 明 g(x) 和 r(x) 的 唯一 性 。 设 多 项 式 qi (x) ,ri (xz)EF[z]， 
degri1(x) 一 degg(x)， 使 得 式 (1.3.1) 成 立 。 则 
(g(x) — qi1(%x)) g(x) =ri (x)—r(x). 
因此 ， 闻 采 g(x) 关 qi (xz)， 则 由 上 式 ， 
degg(x)<deg (g(x) ~ g(x)) +t degg(x) = deg (r(x) —r(x)). 
但 网 degr(x)<degg(x)，degri(x)<degg(z)， 因 此 
deg:(r, (x) 一 六 (YX) <degpg (Xx) 


不 可 能 。 所 以 ，q(x*) = gi(x)， 从 铅 r(x)=ri(x)。 这 束 证 朋 ， 
q(x) 和 r(x) 是 唯一 的 。 z : 

和 整数 环 Z 相仿 ,定理 1 中 多 项 式 g(x) 与 r(x) 分 别称 为 多 项 式 
f(x) 除 以 g(x) 的 商 式 与 余 式 .应 当 指出 ， 定 理 1 关于 商 式 q(*) 与 
余 式 r (x) 的 存在 性 证 明 是 构造 性 的 。 换 句 话 说 ， 给 定 多 项 式 f (x》 
与 g(x)，g9(x) 冯 0， 可 以 按照 定理 1 的 证 明 方 法 求 出 商 式 g(x) 与 
余 式 r(x)， 其 过 程 如 下 ; 当 degf(x) 二 degg(x) 时 ，a(x)= 0， 
r(x)={(x); degf (x) 宇 degg(x) 时 , 记 

f(x) -D510a,x"-"g(x) = f, (x). 
如 林 degf 1 人 (x)<degg(x)， 风 f(x)=ba ax "g(x)+tfi(x)， 直 
q(x) = ba'a,X"-",， r(x) = f(x); 如 果 degf1(x) 之 degg(x), 上 且 
f(x) 的 首 项 系数 为 c, 考 0，t <degf(x)， 则 记 
fi(x)— bn cx' "g(x) = f,(x). 
如 果 degf,(x) < 二 degg(x)， 则 
f(x)= (ba' ax" "+ba' cx ") g(r) + f, (x), 
Naq(x) = bn Gx "+bn €,X' "r(x) = f(x) 如 果 degj (x): 
之 degg(x)， 则 重复 上 述 过 程 ， 于 是 得 到 多 项 式 f(x)，f(*)， 
f(x),…，fi(x),…， 它 们 适合 
degf (x)>degf, (x)>degf, (x) > >degfi (x)> >=degg(x) 
由 于 degf(x) -degg(x) 是 有 限 的 ， 因 此 ， 经 有 限 步 后 ， 必 有 1 ， 
fi-1(x)= bn d,x:""g(x) + f,(%), 
fi1(x)=bn esx* "g(x) + fi+1 (x), 
其 中 d, 与 @; 分 别 是 多 项 式 f1-1(x) 与 f(x) 的 首 项 系数 ， 5 > 用 宇 1m,. 
并 旦 degf +1(*x) 过 degg(x)。 于 是 
f(x)= (bi gsX" 十 DELICX "m+. tba' dx" 
+bs esx* ") g(x) + fir (x). 
因此 ， q(x)=0b5'a.x"-* tos CX "+ t+ bild, Xx'-" 
+ba'esx* "r(x)= ,+ (*). 
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以 上 的 算法 称 为 Euciid 长 陈 凌 ， 

例 1 设 Fx)=X++T3x: 一 X2 一 4X 一 3，g9(z) =3X 二 10 
+ 2x 一 3， 求 1(x) 除 以 g(x) 的 商 式 q(x) 和 余 式 r(x)， 

解 ” 作 Euclid 长 除法 如 下 ， 


一 一- . 


3x? + 10x* +2x— 3) Xe 二 3X 一 xXx’—4x—-3 


一 ) Xi 4 
3 3 
xs ?x 3x-3 
3 3 
一 ) 1 10 2 工 
3 9 3 
5 225._10 
9 9 3 
pr 25 10 
由 此 得 到 ，g(*) = 3x 一 本 ，r(o)= 一 训 ** 一 宫 X 一 二 


设 多 项 式 f(x)=a,x”+ta, 1X lt +tax+o Erix],atF.. 
记 f(a)=a,.a”+G,_1a” ++a.7+a,。 f(a) 称 为 多 项 式 
f(x) 在 x= a 处 的 什 。 如 果 f(0) = 0， 则 a 称 为 多 项 式 f (x) 的 根 。 
定理 1 的 一 个 重要 特例 是 

推论 ] (剩余 定理 ) 没 多 项 式 f(x)EFLxj]，atFP， 则 存在 唯 
一 多 项 式 g(x)&F[x]， 使 得 

f(x) = (x—a)q(x) + f(a). (1.3.2) 

证 ”由 定理 1 ， 和 存在 唯一 一 对 多 项 式 g(x)，r (x)&FIx]， 使 
得 (x)= (Xx 一 a)q(x)+r(x)， 其 中 degr (x) 达 1。 将 x=a 代 入 ， 
得 到 f(a) =r(x)。 这 就 证 明了 推论 1， 

定义 设 非 零 多 项 式 g(x)&F[Lxj, 如 果 存 在 多 项 式 q(%)&FEXxj， 
使 得 多 项 式 f(x) = g(x)q(x)， 则 多 项 式 g(x) 称 为 多 项 式 f(x) 的 一 
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个 因 式 ， 而 多 项 式 f(x) 称 为 多 项 式 g(*) 的 一 个 倍 式 ， 并 说 多 项 式 
g(x) 整 除 多 项 式 了 (*)， 记 为 g(x)|f(x). 否则 就 说 多 项 式 9(*) 不 
能 整除 多 项 式 f(x)，、 记 作 g(*) ++f(%). 

关于 多 项 式 的 整除 性 ， 有 以 下 性 质 .。 

性 质 1 如 果 g(x)|f(x)，h(x)|g(x)， 则 k(x) | f(x). 

性 质 2 如 果 g(x)|f,(x),g(%x)|f;(x)， 则 对 任意 多 项 式 
hi (Cx), h(x)EFLX], g(x)| (fy (Cs)1 Cx) + f, (x)h, (x)). 

性 质 3. 加 9 1 了 (w) ,f(x)19(%), 则 存在 非 零 的 数 人 三 
使 得 1 (x) = Ag(x)， 

土 述 性 质 请 读者 自 证 之 。 

推论 2 〈 因 式 定 理 ) 。 设 多 项 式 f(x)EF[x]，afF， 则 当 且 
仅 当 ca) =0 时 ，(x-a|Fx) 

证 显然 ， 

定义 ” 设 多 项 式 f (x)，f,(x)，h(x)EF[x]。 如果 有 (x) 是 尽 - 
f1(z*) 与 f(x) 的 因 式 ， 则 有 (x) 称 为 f(x%) 写 f(*) 的 一 个 公 因 式 ， 
议 f1(x)，f,(*) 不 全 为 零 。 如 果 首 一 多 项 式 d(x) 是 f(x) Sf, (x). 
果 公 因 式 ,而 且 f 1 (x) 与 f， (*) 的 每 个 公 因 式 都 是 d(x) 的 一 个 因 式 ， 
则 dCs) 称 为 f (<) 与 1。(*) 的 最 大 公园 式 ， 记 为 d(x) = (f(z)， 
f(x)). | 
关于 两 个 不 全 为 零 的 多 项 式 f (x) 与 f, (x) 的 最 大 公 因 式 ， 有 - 

定理 2 全 总 半 个 不 全 为 鹤 的 多 项 式 /,(*) 与 f， (*) 的 最 大 公 - 
因 式 d(x) 存 在 而 且 唯 一. / | 
”证 先 证 明 唯 一 性 ， 设 d , (x) 与 d; (x) 都 是 f; (xz) 与 1,(*) 的 最 . 
大 公 因 式 . 由 最 大 公 因 式 的 定义 ,d; (x) 是 f(x*) 与 f(x) 的 一 个 从， 
因 式 ,而 d(x) 是 f(x) 与 f(x) 的 最 大 公 因 式 , 因 此 ,di (x)|d; (x)， z 
反之 ， 同 样 有 d, (x)1d, (x)。 由 性 质 3 ， 存 在 非 零 的 数 XEF，, 使 
d(x) = Xd,(x)。 由 于 d, (*) 与 d, (x) 都 是 首 一 多 项 式 ， 比 较 上 式 
两 边 的 首 项 系数 ， 得 到 X= 1， 即 d(x) = d, (x)。 这 就 证 明了 最 大 
公 因 式 的 唯一 性 。 | | 
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现在 证 明 存 在 性 。 不 芒 设 太 (xz) 关 0。 由 定理 1， 存 在 多 项 式 

1 (x) 与 ri (x)， 使 得 

六 (x)= q(x)f, (x) 十 ri (x), 
其 中 degr, (x) 二 degf,(x)。 如 果 degr1(x) = 一 co, 即 r (zx) 为 零 多 
项 式 ， 则 停止 。 如 果 r,(x) 是 非 零 多 项 式 ， 则 由 定理 1， 存在 多 
项 式 g:(x) 与 r, (x)， 使 得 

f,(x)= gq; (x)r, (x) +r, (x), 
其 中 degr,(x) 二 degr, (x)。 如 果 r,(x) 是 零 多 项 式 ， 则 你 正 。 并 
果 r,(x) 是 非 零 多 项 式 ， 虽 重复 上 述 过 程 。 于 是 得 一 连 串 的 海 
式 ; 


f1(x)= q(x)f,(x) +r, (x), 《1) 
f ;x)= q(x)r, (x) +r, (x), (2) 
ri(x) = gs (x)r, (x) +r, (x), (3) 
ra-2 (x) = qr (x)rr-, (x) + rr (x), (Ek) 


其 中 degf,(x) 之 degr (x)>>degr, (x) 之 …>degr; (x)…。 册 于 
degf ,(*) 是 一 个 给 定 的 非 负 整数 ， 因 此 ， 存在 蘑 个 正 整数 1 ， 使 
得 ri (xs) 基 0 看 rar(z)=0， 印 取 后 必 有 
rr-i(xz)=gi+i(z)ri(x)。 

这 表明 ， ri(x)|r;-;(x)。 因 此 ， 由 第 [个 等 式 ，r)(%)|r,-,(*) 
再 由 第 1 一 1 个 等 式 ，ri,(%x)|r,-, (x)， 竺 等 。 于 是 ，7, (x) 整除 
11 (4) ,ri-2(X),…,?2(x),r1(x)。 因 此 ， 由 第 二 个 等 式 ,7 , (x) 
|f;(x)。 最 后 ， 由 第 一 个 等 式 ，ry (x)|f1(x)。 所 以 ,ri (x) 是 
了 1 (x) 与 1,(*) 的 一 个 公 因 式 、 

有 反之 , 设 h(x) 是 f1(x) 与 1;(X) 的 一 个 公 因 式 。 由 第 一 个 等 式 ， 
h(x) 是 r,(x) 的 因 式 ,再 由 第 二 个 等 式 , 有 h(x) 是 r;(*) 的 因 式 ;等 等 。 
于 是 h(x) 是 rf -s(x),r1-1(x) 的 因 式 ,由 第 1 个 等 式 , 有 (x) 是 7, (x) 
的 一 个 因 式 。 因此 ， 如 果 r, (x) 的 痛 项 系数 为 0- 则 由 最 大 公 因 式 
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的 定义 ，df(z) = a rr (xz) 全 与 j, (x) 的 最 大 公 ` 因 式 、 定理 
2 证 毕 。 
定理 2 关于 多 项 式 六 (2) 与 1 (X) 为 最 大 公 因 式 的 存在 竹 证 明 
给 出 了 求 最 大 公 因 式 的 一 个 方法 ， 即 所 谓 驾 转 相 除法 。 其 过 程 如 
下 设 J1(x) ,f(x)EF[x]，degf 1(*) 宇 degf (x)。 先 对 f (>) 与 
f(x) 用 上 uclid 长 除法 ， 得 到 商 式 ga (*) 与 余 式 ri(x) ,degr (2 
<degj :(%)， 在 进行 长 除法 时 ， 将 商 式 g: (z) 记 入 表 1 的 右边 ; 
f.(x) | f 1(%) | ax) 
gif 


| 
—) 本 
表 1 
如 末 r1(%*) 是 零 多 项 式 ， 则 停止 。 如 果 r, (x) 是 非 零 多 项 式 ， 则 对 
fj,(x) 和 7r, (x*) 用 长 除法 ， 得 到 商 式 9, (x) 与 余 式 r+, (x),degr , (x}》 
<degrs (*), 在 进行 长 际 法 时 ， 将 商 式 g; (x*) 记 入 表 2 的 左边 ， 


G2 (%) f :Cx) f， (%) G1 (x) 
-) Q(X)r 1 (x) 一 ) qi (x)f (x) 
r(x) | 
洋 2 


如 宁 r: (xz) 是 零 多 项 式 ， 则 停止 。 如 果 r:(x*) 是 非 零 多 项 式 ， 则 对 
ri(x) 和 和 7,(%) 用 长 除法 ， 得 到 商 式 qs (x) 和 余 式 r: (%)， 并 把 商 式 


4s(x) 记 入 表 3 的 右边 : a 
qs (x) | f(x) | CD gu Cs) 
| | 
gq) | 二 Fr) | 二) gf) og, 0% 
rz | rc) | 
一 ) gw)rs x) | 一 ) gs (sr (x) 
0 | 四 | 
下 3 


如 此 继续 ， 上 可 求 得 扬 (x) 与 1 , (%) 的 最 大 公 因 式 ，。 
例 2 求 多 项 式 f (x) =x'+3x* -x’-4x 一 3 与 f, (x) = 3x™ 
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寺 10x? +2x 一 3 的 最 大 公 因 式 。 
解 ” 对 多 项 式 f (x) 和 f(x) 用 办 转 相 除法 如 下 ; 
27 


一 -XX+9 
5 六 
| 3x?+10x2+ 2x-3 x+ 3x— x-dx-3 |1,_ 1 
3 2 | 医 2 
| 3x + 15x7+18x 10 2 wx | 
| 一 Bx-l6x~-3 3 3 9 
x -25x-30 | -3 
rso(xz)…9x+27 | 
| ll 
| 3 9 9 3 
5. 25 10 6 10 
: rx) XX 
| : : 9 9 3 81™ 81 
| 。 DY xy | 5 (x) 
| 2 3 | 
10 10 
一 -之 一 
9 3 
0 
9 3 
7 , (x) 本 0 


IAEE,r, (x) = 9x+27, r(x)=0。 于 是 , (f(x) ,f(x)) =x+3, 
定理 3 设 不 全 为 地 的 多 项 式 (x) ,g(x)EF[xj],d(x) 是 (x) 
与 g(2) 的 最 大 公 因 式 。 则 存在 多 项 式 w(x)，v(x)&F[x]j, 使 得 
fxJUx) + g(x)v Cx) = d(x). (1 .3,3) 
证 记 J(x)=f(x),g(*x)=f,(x)。 由 定理 2 的 证 明 ， 古 让 
多 付 式 gi (x) ,gs (7x), ,qrri(x) Fr x) ,rs (x), ,r(x), 使 得 


f (x) = q(x)f, x) +r, (x), (C1) 
f 2 (x) = gq, (xr (x) +r, (x), (2) 
r(xX) = gs (x)r, (Xx) +r, (x), (3) 
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ri(z)=Ori(xz)Y s(x) tri_1(x), (R—1y 
Ti-2(%) = gi (x)r,-1(%) +r: (x), Ck) 
Ti-1(%) = gir (2)r,(%), (R+1) 
其 中 degf,(x)>>degr1(x)>degr,(x)>…>>degr;(x) 之 0， 有 而 县 . 
ri(%) = Ad (x) ,4 为 r(x) 的 首 项 系数 。 由 式 《k& ) 得 到 ， 
Md(x) =r-2(X) —ri-1(xX)g.(%), 
设 U1 (Xx) 二 1，v1(x) = 一 q(x%) ， 上 去 为 
Ad(x) =r, ou (x) tr (x) V(x), 
把 式 (k 一 1) 代 入 上 式 ， 得 到 
Ad(x) =ri_s, x) Ux) tr s(x) (U(x) — qs- oo C0)) 
iCus (x%) = U(X), Vs (x) = u(x) — qr-1(X)v1(x)，. 上 式 芭 为 
Ad (x) =ry_s (x)u, x) tr (xX) UV,(x). z 
逐个 地 把 式 (R-2)， 式 (- 3)，… 代 入 。 假 设 进行 了 R- 荐 人， 得 : 
到 ， 
Md(x) =f:(x)Uzr-yCx) tr (x) v(x)., 
最 后 把 式 〈1) 代入 上 式 , 得 到 
Md(x) = f(x)U- iC) +f (x) (ur_1(x) — q(x) -1 (x%))., 
了 u(x) = A vx), vr) = 人 u(x) — qx) VL,- 0)), Ey 
得 定理 3， 
容易 看 出 ， 对 两 个 不 全 为 零 的 多 项 式 f(%) 与 9(x) ， 所 有 等 次 : 
多 项 式 都 是 它们 的 公 因 式 。 如 果 / (x) 与 9(%) 际 零 次 多 项 式 外 不 含 
其 它 的 公 因 式 ， 则 f(%) 与 9(*) 称 为 互 素 。 根 据 最 大 公 因 式 的 定义 . 
可 以 看 出 ， 两 个 多 项 式 互 素 的 必要 且 充 分 7 条件 是 它们 的 最 大 公 因 ， 
式 为 1 。 因 此 ， 由 定理 3 直接 得 到 
”推论 3 多 项 式 1(x) 与 9(*) 互 素 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 存 在 
多 项 式 u(%x) 与 v(x)， 合 得 : 
f(x)u(x) + g(x)v(x) = 工 (1 .3.4) 
关于 两 个 多 项 式 的 互 素 ， 有 以 下 性 质 。 
性 质 1 设 帮 zx) ,9(*) ,h(x) 是 多 项 式 ，(f (x) ,g(x)) =1， 


1¢ 


(f(x) h(x) =1, Wf Cx), g(x) h(x)) = 1 
证 ”因为 (f(x)，g(x)) =1， 故 和 存在 多 项 式 4x) 和 v(x)，， 
使 得 
f(x)u(x) +t g(x)v(x) = 1 
上 式 网 端 同 乘 以 h(x) ,得 到 
f (x) (u(x) h(x)) + (g(r) (x)) V(x) = h(x). 
出 此 可 知 ， 如 有 果 多 项 式 w(x) 是 (x) 与 9(x) 有 h(x) 的 公 因 式 ; 则 w(x) 
也 是 1 (x) 与 4(x) 的 公 因 式 。 由 于 (f(x), h(x)) =1， 因 此 w(x) 是 
等 次 多 项 式 。 这 表明 ，J(x) 与 g(x)h(x) 除 零 次 多 项 式 外 不 含 其 它 
公 因 式 ， 即 f(x) 与 9(x) h(x) 互 素 ， 
性 质 2 设 f(x),g(x) 与 h(x) 是 多 项 式 ，(h(x),g(x)) =1， 
h(x) |f (x)g(x) ,MACx) |f Cx), 
证 因为 (4(x) ,g(x*)) =1, 故 存在 多 项 式 4(x) 与 v(x)， 使 得 
R(x)u(x) +o(x)v(x)=1., 
上 式 两 端 同 乘 以 f(x)， 得 到 
h(x) (uCx)f x)) + (g(x)f (x)) u(x) = f(x). 
由 此 可 知 ，h(x) | 了 (x)， 
性 质 3 设 1(x)，g(%x) 与 h(x) 是 多 项 式 ，f (x) | 有 h(x) ,g(x)| 
h(x), Hf Cx), g(x)) =1, Mf (x) gx) [h(x), 


证 略 。 
例 3 求 多 项 式 u(x) 和 v(x)， 使 得 
x"u(x) + (1 —x) "v(x) =1, (1.3.5) 


解 显然 ， 多 项 式 2" 与 (1-Y)* 互 素 。 由 定理 3 ， 适 合式 
(1.3.5) 的 多 项 式 u(x) 与 (x) 是 存在 的 。 如 果 degu(%) 衬 nn， 
‘degv(x) 之 m， 则 由 定理 1 ， 和 存在 多 项 式 gq; (x) ,ui1(x) ,qs (x) 与 
V1(x) ,degui (x) 过 ni,degv1(x) 二 m， 使 得 
u(x) = (1 ~ xXx)”g) (x) + u(x), 

v(x) =x"g, (x) +v, (x), 
代入 式 (1.3.5) 得 到 
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xn (1—x) "(g(x) + q(x)) =1— x"u(x)— (1—X) "vi (x), 
比较 两 端 多 项 式 的 次 数 ， 得 到 
x"™ui(x) + (1 —x) "v(x)=1., 
因此 可 设 degu(x) 二 n，degv(*) 二 m， 
(一 1 
设 W(xX) = 2 (1 — Xx) 090) = Tb, xi。 显然 ，Ga, = 一 一 一 
CD si O02 m1 bi = 0 (0) ,j=0,1,2,. m— 1 


将 w(x) 与 0(x) 代 入 式 (1.3,.3) 。 人 X= 0, 则 得 旦 到 bs =v(0) =1,。 
令 x=1， 则 得 到 26=w(1) =1。 对 式 (1.3.5) 求 阶 微 商 , 得 到 : 


i ne 
yc (mi rr uw (2) 
» 
+ 2 (DC 人 RD (1 —X) Tv (x) = 0. 
i =0 : 


(1,3.6) 
， 其 中 =0,1,2,…,kh。 在 式 


设 1 和 km-1, 则 mm 一 k+i 守 1 
(1.3.6) 中 令 x= 0， 得 到 


1 wy (1) — 
二 -3 Ci-prir (OO =0。 


i=0 
由 此 知 
Di Cs- 0 =0, (4.3.7) 
i=0 
进而 解 得 ， by = Ci j=0,1,2, * . 于 是 ， v(%) 
-Dh 同样 , 设 1 过 hn 一 1, 则 hn 二 + i 之 1, 其 中 i=0 
i = 


1,2,…,R。 在 式 〈《1.3.6) 中 令 x=1， 得 到 
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0 (1) = 0。 


Ci 人 7 


于 Ci 有 


出 此 入 


玉 
>》 (1)iCh di = 0。 


1 三 0 


解 得 ai = Cir;i-1， i = 0,1,2,.…, n—1. 到 此 ， 


u(x) = Cs xX) i, 


注 ” 对 于 给 定 多 项 式 j (x) ,g(x)， 求 多 项 式 u(x) 与 0(%) ,使 得 
f(x)u(x) 二 g(x)v(x) =d(x), 这 里 d(x) 是 f(x) 与 9(x) 的 最 大 公 因 
式 ， 其 方法 很 多 的 。 方 法 之 一 是 ， 用 轧 转 相 除 法 ， 求 出 定理 3 门 
证 了 明 中 的 等 式 《1》，(2),…，(k) ，(R 十 1)， 然 后 ， 台 同 定 理 3 
的 证 有 明 , 把 这 些 涪 式 次 个 地 由 后 往 前 代入 ,好 可 求 出 4(x) 与 v(x)， 
方法 之 二 是 ， 由 于 定理 3 保证 了 w(x) 与 v(x) 的 存在 性 ， 因 此 可 以 
用 等 定 系数 法 。 例 3 采用 的 就 是 得 下 系数 法 ， 

最 大 公 因 式 的 概念 可 以 排 广 到 有 限 多 个 不 全 为 零 的 多 项 式 的 
和 形 。 

定义 ” 设 不 全 为 等 的 多 项 式 万 (x) ,fxz) (xz)EEEY]， 
h(x)EFLXJ]。 问 果 有 (Cx) [f(x) ,i=1,2,…,s, 风 ACx) 称 为 f(x)， 
了 2 (x),…,f,(*) 的 公 因 式 。 如 果 首 一 多 项 式 d(x)tF[x] 是 f(x)， 
了 《x) ,… ,了 ,(x) 的 公 因 式 ， 而 有 (x) ,f(x) ,…,f, (x) 的 每 个 公 因 
式 都 是 d(x) 的 因 式 ， 则 d(%) 称 为 多 项 式 f (x) ,f(x) ,… ,f,(%) 的 
最 大 公 因 式 ， 记 为 d(%x) = (J (x) ,f(x),…,f,(*))， 

定理 4 不 全 为 零 的 多 项 式 f (x) ,f(x),…,f, (x) 的 最 大 公 
角 式 存在 且 唯 一 ， 而 且 

(f 1 Cx) fx) (xz)) 
= (Cf (x) ,f(x),,f,-1(x)) ,f(x)). (1 .3.8) 
证 ”人 先 证 明 最 大 公 因 式 的 存在 性 与 式 〈(1,3.8) 成 六。 对 多 项 
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式 的 个 数 s 用 归纳 法 . 当 s=2 时 ,显然 最 大 公 因 式 和 存在 且 式 (1.3.8) 
成 立 。 假设 当 s=k-1 时 最 大 公 因 式 存 在 且 式 (1.3.8) 成 还 。 
记 & 一 1 个 不 全 为 零 的 多 项 式 f1(%) ,fx ,…,f -1(%) 的 最 大 公 
因 式 为 4(x) ,由 定理 2 ;多 项 式 4(x) 与 f(x) 的 最 大 公 因 式 存 在 ， 
记 为 d(x)。 显 然 ，d(x) 是 4(x) 与 f(x) 的 公 因 式 。 由 于 4(%x) 是 
f(x) ,f(x),… ,fi-1(x) 的 公 因 式 ， 因 此 ,d(x) 是 f (x) ,f(x)， 
“…， 了 ji(*) 的 公 因 式 。 男 一 方面 , 设 h(x) 是 f(x) ,了 (x),…,] (x) 
的 公 因 式 ， 则 h(x) 是 (x) ,f(x),… ,fi-1(x) 的 公 因 式 ， 从 而 
h(x) 是 4(x) 的 因 式 ，。 即 h(x) 是 4(x) 和 f(x) 的 公 因 式 。 因此 ,h(x) 
也 是 d(x) 的 因 式 。 这 表明，d(x) 是 f(x) ,了 (x),…,f;(%*) 的 最 大 
公 因 式 。 即 qd(x) = (4(x) ,f(x))。 这 就 证 明了 f(x) jx) 
1 (xz) 的 最 天公 因 式 存在 而 且 式 〈1.3.8) 成 立 。 

至 于 唯一 性 的 证 明和 s = 2 的 情形 是 类 似 的 。 从 略 。 

由 式 (1.3.8)》 与 定理 3 直接 得 到 ， 

挂 论 4 设 d(x) 是 多 项 式 了 1(%) ,了 (x) ,…,f,(x)&tF[xj 的 最 
大 公 因 式 ， 则 在 在 多 项 式 u1 (x) ,ws (x) yu (x)&F[Lxj], 使 得 


f 1 (x) u(x) +f， (x) us (x) 十 … +f,(x)u, (x) =d(x). (1.3.9) 


间 术 多 项 式 J1(x) ,f(x),…,f,(%) 的 公 因 式 只 能 是 零 次 多 项 
却 ， 则 称 了 (x) ,f(x),…,f,(x) 是 互 素 的 。 容 易 看 出 ， 多 项 式 
J1(x) ,f(x)，,…,f,(x) 互 素 的 必要 且 充 分 条 件 是 它们 的 最 大 公 因 
式 为 1 。 注意， 当 s>2 时 ， 如 果 户 (xz) ,f(x) , (xz) 互 素 ， 这 
至 多 项 式 并 不 一 定 两 两 互 素 


习 题 


1。 议 多 项 式 g(x) =% 一 2ax +2 整 除 多 项 式 f (x) = x + 3x? 
+ax+D， 求 Q 和 口 。 这 里 ac,pER。 

2。 贡 如 :2 和 力 为 正 整 数 。 证 明 ， 多 项 式 g9(x*) =x*+x+1 整 
除 多 项 式 jx) =x"+x ?tl 十 X3p+2。 
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3。 证 明 ， 当 n=6m+5 时， 多 项 式 xX* +xyd+Ty 整除 多 项 式 
(<+y) -Xx” 一 y ”3 当 n=6m+1 时 ， 多 项 式 (x +xy+y") 整 
除 多 项 式 人 +y) "一 x 一 。 这 里 和 是 使 ?>>0 整数， 而 X， 了 7 
是 六 3 

4。 求 多 项 式 f (x) 与 9(x) 的 最 大 公 因 式 ， 

(1) f(x)=x’+x’ 一 3x 一 4xX 一 工 
g(x)=x* +x*:—x—1; 

(2) f(x)=x +2x’~4dx 3x +8x—5, 
g(x)=x’ +x’—xt+l1; 

C3) f(x)=3x:—x’—9x*—14x:—1ix’ ~3x—1, 
g(x) = 3x +8x +9x ”+15x +1i0x-+9, 

5。 求 多 项 式 u(x*) 与 v(x), 便 得 f(x) u(x) +a(x)v(x) = d(x), 

d(x*) 是 多 项 式 1(x) 与 9(x) 的 最 大 公 因 式 ， 
(C1) f(x)=x*+2x:~x’:—4x—2, 
g(x%) =x*+x —xXx —2x%—2; 
(2) f(x)=3x+5x*—16x ~6x ~Dx~6, 
Q(x)=3x’—dx -x —X-—2; 
(3) f(x)= 3x’—2x +X+2, 
g(x)=x —xt+l]; 
(C4) f(x)=x*—x’—4x tdx+], 
g(x)=x —x—1. 
。 用 待定 系数 法 求 多 项 式 u(x) 与 v(x)， 们 得 了 (x) u(x*) 
oo 其 中 多 项 式 f (x) 与 9(x) 如 下 ; 

(1) f(x)=x’, g(x)= (1 一 X) ; 

(2) f(x)=x, g(x)= (1 一 X) 

(3) fx)=% 一 4X 十 1，g9(x)=%X 一 3xX 十 上。 

7。 求 次 数 最 低 的 多 项 去 U(x) 与 v0(x)， 使 得 

(1) (x+ 一 2xs 一 4X +6x+1) u(x) + (x’ 一 5X 一 3)U (Kx 


一 X 


-pi ie reg 


(2) (x*+2x? +X+1)u(x) + (x +X 一 2X +2x—1)v (x) 
一 X 一 2X。 

8。 求 次 数 最 低 的 多 项 式 f(x)， 使 得 f(x) 被 多 项 式 (x 一 11) 
除 时 余 式 为 2x， 被 多 项 式 (x 一 2) 除 时 余 式 为 3x。 

9。 求 次 数 最 低 的 多 项 式 1(x)， 使 得 f(x) 被 多 项 式 x* 一 2x 
~2x +10x 一 7 除 时 余 式 为 x ”+x+1, 被 多 项 式 x' 一 2x? 一 3X 
十 13x 一 10 除 时 余 式 为 2x” ~ 3， 

10。 没 1 (x) 是 2n+ 1 次 多 项 式 ,n 为 正 整 数 ,f(x) +1 被 (x 一 1)” 
整除 ， 而 f(x) -1 被 (x+1) ”整除 。 求 ] (x)， 


S$ 1.4 ”唯一 析 因 宋 理 


大 家 知 过 ， 在 整数 环 Z 中 素数 起 着 重要 的 作用 。 所 谓 素数 是 
指 ， 阶 土 ] 和 目 号 外 不 含 其 它 因子 的 整数 。 整 数 环 2 中 每 个 非 零 
整数 都 可 以 分 解 为 若干 个 素数 的 汇 积 ， 而 且 不 计 素 因子 的 正 负 


与 和 有 顺序 ， 这 种 分 解 是 唯一 的 .对 数 域 忆 上 一 元 多 项 式 环 FT[x]， 
也 有 类 似 的 结论 。 为 了 介绍 多 项 式 环 的 唯一 析 因 定理 ， 先 引述 以 
下 的 定义 。 


定义 ” 设 1 (x) 是 数 域 记 上 nm 次 多 项 式 ,n 宇 1。 如 果 存 在 次 数 小 


于 1 的 多 项 式 g(x)，h(x)EFLxj]， 使 得 f (x) = g(x)h(x)， 虽 多 项 


式 1 (“) 称 为 在 已 上 可 约 。 如 果 多 项 式 f(x) 不 是 在 已 上 可 约 ， 则 


了 (x) 称 为 在 FF 上 不 可 约 . 


应 当 注 意 ， 一 个 多 项 式 在 数 域 F 上 不 可 约 ， 在 包含 数 域 下 的 


数 域 及 上 这 个 多 项 式 有 可 能 是 可 约 的 。 例如, 多项式 x* + 1 在 实数 
域 R 上 不 可 约 , 但 是 ,由 于 x* 了 +1= (x 一 让 (x+ 让) ,这 里 i ?= 一 1， 
a x +1 在 复数 域 上 是 可 约 的 。 所 以 ， 多 项 式 的 不 可 约 
性 是 相对 给 定 的 数 域 而 言 的 。 


关于 不 可 约 多 项 上 有 以 下 简单 人 性质。 
性 质 1 设 多 项 式 p(x) 在 F 上 不 可 约 ， 且 a 是 中 非 地 的 
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数 ， 则 多 项 式 ap(x) 在 上 不 可 约 . 

性 质 2 设 多 项 式 f (x)tF[xJ]J， 且 p(x) 是 上 不 可 约 多 项 
式 ， 则 p(x)|1f(x)， 或 者 p(x) 与 1(x) 互 索 . 

证 攻 上 zx) 与 5(x) 不 互 素 ， 则 它们 的 最 大 公 因 式 d(x) 关 1， 
好 d(x) 是 p(x) 的 因 式 。 因为 b(x) 在 已 上 不 可 约 ， 所 以 ，b(x) 
= ad(x)，atF。 向 d(x) 是 了 (x) 的 因 式 , 政 p(x) 也 是 1 (xX) 的 因 式 ， 
Hip(x) |f (x). 

性 质 5 设 多 项 式 1(x),9(x)tFLx1,p(x) 是 数 域 矿 上 不 可 约 
多 项 式 。 如果 p(x) | (x)g(x)， 则 p(x)1f (x)， 或 者 p(x) |g(x)， 

证 如 果 p(x) 二 f(x)， 则 (p(x)，f (x)) =1。 因 此 ， 存 在 多 
项 式 u(x)， U(x)EFLxj]， 使 得 

p(x) u(x) + (x)v (x)= 1., 
因此 ， 
p(x) (u(x)g(x)) + (f(x) g(x)) u(x) = g(x)., 

由 此 即 知 ，p(x)|g(x)。. 

直面 是 本 节 的 主要 定理 。 

定理 1〈 唯 一 析 因 定理 ) ” 设 n 次 多 项 式 f (x)EF[xj, 则 存在 
数 域 下 上 不 可 约 多 项 式 pi(x)，p, (x)，…，p,(x)， 使 得 f(x》 
= p(x)p,(x)…p,(x)。 如 果 另 有 不 可 约 多 项 式 qi; (x)，4q。 (x)， 
…，4,(x)EFP[Lx]， 使 得 f (x) = g(x)q,(x) …q, (x)， 则 s=t， 
并 且 可 以 适当 调动 因 式 的 次 序 ， 使 得 qi(*)=aib (x)，ai€F， 
1 二 1) 2 3S， 

如 时 不 可 约 多 项 式 p(x) 整除 多 项 式 f(x)， 则 p(x) 称 为 1(x) 的 
不 可 约 因 式 。 把 多 项 式 f (x) 分 解 为 若干 个 不 可 约 因 式 的 乘积 ， 穆 
为 对 f(x) 施 行 不 可 约 分 解 。 于 是 ， 定 理 1 可 以 简单 叙述 为 : 每 个 
多 项 式 都 可 以 分 解 为 不 可 约 因 式 的 习 积 ， 而 且 如 果 不 计 不 可 约 因 
式 的 次 序 和 和 零 次 因 式 ， 这 种 不 可 约 分 解 是 唯一 的 。 

证 先 证 明 多 项 式 的 不 可 约 分 解 的 存在 性 ,对 多 项 式 的 次 数 ? 
用 妇 纳 法 。 显 然 ， 一 次 多 项 式 在 数 域 忆 上 都 是 不 可 约 的 ， 因 此 结 
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论 对 n=1 成 立 。 假设 结论 对 次 数 小 于 1 的 多 项 式 都 成 立 ， 下 面 
证 明 结 论 对 站 次 多 项 式 (x) 成立。 如 果 了 (x) 本身 在 上 不 可 约 
则 f(x) 的 不 可 约 分 解 由 自身 组 成 ， 如 果 f(*). 在 上 可 约 ,. 则 存 
在 次 数 小 于 7 的 多 项 式 g(x)，h(x)tF[x], 使 得 f(x) = g(x)h(x): 
由 于 9(x) 和 h(x) 的 次 数 都 小 于 nn ， 放 由 归纳 假设 ， 存 在 不 可 约 
多 项 式 pi (x), p(x), , Pi(x), Prrilx)., Pp,(x) EF [x], 
使 得 g(x) = py (x)p, (x) :pi (Cx) h(x = ber (x)Prrs (ws) p, Cx): 
于 是 ，f (x) = p(x)p,(x)…pi(%)psri (x),…p,(x)。 这 就 证 于 
每 个 多 项 式 都 共有 不 可 约 分 解 。 

现在 设 多 项 式 f(x) 具 有 两 个 不 可 约 分 解 ， 即 设 ， 

f (x) =p1(x)Pp, (x) bp, (x) = q(x)q, (x) gq. {8), (1.4.1) 
因为 :qi (x) 在 已 上 不 可 约 ， 并 且 q(x) 1pi(x)ps (x)…ibp,(x)， 因 
此 ， 由 人 竹 质 3 ，9a (xz)1b: (xz)，1 魏 ii 委 8s。 适 当地 调整 不 可 约 因 趟 
局 (x)， 力 : (2 (0 的 次 序 ， 可 设 q(x)|pi(x)。 由 于 p(x》 
在 瑟 上 不 可 约 ， 因 此 ， 存 在 cikF， 使 得 p, (x) = ois(%). 于 是 
由 式 (1.4.1)》 得 到 ，.， 

‘apa (2))p, 人 -p,{(%) = sg 《2X) = g(x) 

(1 .4.:2) 

由 性 质 1， pi(%) 在 忆 上 不 可 约 ， 因此 式 (1. 4.2) 是 次 数 小 于 吕 
的 多 项 式 g(%) 的 两 个 不 可 约 分 解 ， 由 归纳 法 得 到 ，s 一 1=1t 一 1， 
即 s=t， 并 且 可 适当 调整 不 可 约 因 式 g1.p,(x),，p, (x)，…:; 
(2) 的 次 序 ， 使 得 9:(x) = a2a.p,(x)，q, (x*)=a,p, (x)，….， 
qz)=ab,(xz)， 其 中 ai as，…，8ER。 记 azey=a， 则 得 
到 ，q; (x) =a;p;(x)，i=1,2,…,s。 定 理 1 证 毕 ， 

应当 指出 ， 如 果 要 求 数 域 六 上 不 可 约 多 项 式 是 首 一 的 ,: 则 由 
定理 1 直接 得 到 ， 存 在 首 一 不 可 约 多 项 式 p,(%)，p， (x) …; 

5,(*)EFTx]， 使 得 多 项 式 (x) 可 以 表 为 f(x) = aobi (x)ps (x) … 
p,(x*)， 其 中 av 为 了 (sx) 的 首 项 系数 ， 对 于 多 项 式 fC 之 利 不 
可 约 分 解 ， 除了 不 可 约 因 式 的 次 序 外 是 唯一 的 ， / 


dh 


:一 般 地 说 ， 出 现在 多 项 式 /x) 的 一 个 不 可 约 分 解 中 的 不 可 约 
六 式 不 一 定 部 不 相同 。 如 果 不 可 约 因 式 p(x) 不 只 出 现 一 次 ， 则 
p(x) 称 为 1(x) 的 重 因 式 ， 否 则 称 为 单 因 式 ， 如 果 P(x) 恰好 出 现 & 
次 则 p(x) 称 为 1(%x) 的 & 重 因 式 . 
” 设 多 项 式 ] (x) 具 有 不 可 约 分 解 / 
1 (x) =a,p, (x)p, (x):…b, (x), (1.4.3) 
其 中 p(X*)，p,(x)，…p, (x) 是 不 可 约 的 首 一 多 项 式 ，a。 是 f(x) 
的 首 项 系数 ， 又 设 分 解 式 (1,4,3) 中 所 有 不 同 的 不 可 约 因 式 为 
pi (x)，Ps (x)，…，pPi; (x)， 它 们 分 别 是 (x) 的 上 ，&,，…,&, 重 
因 式 ， 则 式 《〈1.4.3) 可 以 写成 
f (x) = aopil(x)p32(x)…b2(x)。 (1 .4.4) 
设 多 项 式 f (x) 和 g(x) 的 所 有 不 同 的 首 一 不 可 约 因 式 分 别 为 
h(x), hx), h(x) 和 g(r),， 9. (x)，…，9:(x)。 它 们 的 并 
焦 记 为 {pi1(x)，2,(x)，…，pi (x)}。 则 f (x) 与 g(x) 的 不 可 约 分 
解 可 以 表 为 
f (x) = a pii(x) pi2(x) pi (x), 
g(x)= 0 pi (x ps2(x) .bil (x), 
其 中 oa。 与 0。 全 四 f(x) 和 g(x) 的 首 项 系数 ， 而 R; 与 ;是非 作 
整数 ，i =1,2,…,1。 于 是 ，f (x) 与 9(x) 的 最 大 公 因 式 为 - 
(J (x) cp) = = pri(wx) p22(x) Db! (%)， 
由 = min{k.,eé. }» i=1, A 


1.5 实 系 数 与 复 系数 多 项 式 


系数 都 是 实数 或 者 都 是 复数 的 多 项 式 分 别称 为 实 系 数 或 复 到 
数 多 项 式 。 这 节 讨论 实 系 数 多 项 式 与 复 系数 多 项 式 的 唯一 一 析 因 理 
论 . 先 证 明 以 下 的 定理 ， 

定理 1 数 域 店 上? 次 多 项 式 /(%) 在 严 上 至 多 有 个 不 同 的 
根 ， 其 中 n 二 0, | | 四 
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证 设 ciie:，…a, 是 f(x) 的 不 同 的 根 ，ciya:，…avEF。 
下 面 对 > 用 归纳 法 证 明 ，(x -ai (x 一 a,)… (x 一 a,) |f (x》。 囊 
实 上 上 , 当 r>=1 工 时 ,因为 ca, 是 f(x) 的 根 ， 故 由 因 式 定理 ,(x ck) 
|f (x)。 因 此 结论 对 r=1 成 立 。 假设 结论 对 7 一 1 成 立 、 现 在 证 明 
结论 对 * 成 立 。 因 为 41 ,0,，…,a,-1 是 1 (x) 的 根 , 故 由 归纳 假设 ， 
(一 ax 一 0) (xX—a,.)|f(x), f(x)= (x-0) CC 
…(X-a- pz)， 其 中 由 x)ecFLx。 由 于 ac， 为 -fr) 的 
f(a,)= (ag,—a) (a,~a,) (aG,—a,-1)h(a,)=0. 
因为 a1,0.，,…，Q, 是 f(x) 的 不 同 的 根 ， 妆 此 ,a,--ai 考 0, 车 
=]29of 一 1。 所 以 ，h(a,) = 0。 由 因 式 定理 ,h(x)= (x -a,) 
9(x)，、 于 是 ， i 

f(x) = (xa (x—a,) Xa ya Jo 
这 就 证 上 明 ， 如 果 aa:，…，a, 是 f(x) 的 不 同 的 根 ， 则 (x -a.》. 
(x 一 a,)… (x 一 g,)1f(x)。 由 此 即 得 到 定理 1， 

定理 1 并 没有 告诉 我 们 ， n 次 多 项 式 f (x)EF[x] 一 定 在 F 上 
有 根 。 例 如 ， 多 项 式 x +1 在 实数 域 R 上 就 没有 根 。 但 是 ， i 
城 严 为 复数 域 人 时 ， 有 

定理 2 (代数 基本 定理 ) 任意 一 个 次 复 系数 多 硕 式 一 
有 复数 根 ， 其 中 ‘nn1. : | 

这 个 定理 是 人 们 早 就 知道 的 ， 直到 1797 年 二 十 岁 的 德国 
大 数学 家 Gatss 才 第 一 个 给 出 证 明 。 后 来 Gauss 又 给 出 三 个 证 
明 。 由 于 十 九 世 纪 以 前 的 代数 是 以 研究 代数 方程 为 中 心 的 ， 击 这 
个 定理 对 代数 方程 论 又 共有 基本 重要 性 ， 所 以 人 们 称 它 为 伐 数 基 
本 定理 。 这 个 定理 的 证 明 有 的 涉及 复 变 汞 数论 知识 ， 而 半 等 证 
明 的 篇 幅 又 嫌 太 长 ， 这 里 就 不 给 出 了 。 

利用 代数 基本 定理 容易 证 明 ， 

定理 5 . 设 f(x) 是 任意 一 个 7 次 复 系数 多 项 i 式 ， n>0, 则 9 
f(x) 恰 有 7 个 复数 根 cic,，…,c,, 而且， i 
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oo f(x) =a, (x—o ) 人 一 和 (xm 0,), (1.5.1 
其 中 6 ; 是 1 (x) 的 首 项 系数 . | 

证 “对 多 项 式 f(x) 的 次 数 %4 用 归纳 法 . 当 n=1 时 定理 显然 
成 立 。 假设 定理 对 次 数 为 n 一 1 的 多 项 式 成 立 。 设 1 (x) 是 4 次 复 
系数 多 项 式 。 由 代数 基本 定理 ，f (x) 具 有 复数 根 c:， 由 因 式 定 
理 ， 半 (x) = (x 一 c;)g(x)， 其 中 g(x) 为 n 一 1 次 复 系数 多 项 式 。 由 
归纳 假设 ，g(x) 恰 有 《一 1 个 复数 根 c,,c,,，…,c。， 并 且 g(x) 
ao (XC,) (XCcC,)… (Xx 一 CcC,)。 于 是 ,f(x)=a,(x~c1) (x~c,) 
"(XA 一 Ci)。 显 然 ，C11Cs，… 1C， 是 1(*) 的 * 个 复数 根 ， 而 且 c, 是 
j (2 的 下 项 系数 .定理 3 证 毕 ， 

应 当 说 明 ，%# 次 多 项 式 f(x) 的 个 根 c1;Cc,，…，c。 不 一 定 
都 不 相同 。 如 果 fj (x) 的 根 c 在 ci;c,…c, 中 出 现 上 次 ， 则 cc 
为 1(x) 的 & 重 根 。1 重 根 称 为 单 根 。 设 % 隐 多 项 式 f (x) 的 所 有 不 
同 的 根 为 c，,，c,，…;c,， 它 们 的 重 数 分 别 为 hi;8R,，… ,kh,， 则 
f(x) 的 分 解 式 〈1.5.1) 可 以 写 为 

~ f(x)=ao (xX— Cc) (xX— Cc,.) 2 (XX—C,)*s, 

其 中 正 整 数 hk;R,，…,R, 适合 hi 十 h,+…+k,=n, 

我 们 知道 , 复 系数 一 次 多 项 式 一 定 是 不 可 约 的 。 定 理 .2 表明 ， 
任何 # 次 复 系数 多 项 式 fx) 在 复数 域 上 都 是 可 约 的 ,其 中 m% 之 2。 
因此 ， 复 系数 多 项 式 p(x) 在 复数 域 C 上 不 可 约 的 必要 且 充 分 
条 御 是 degp(x) =1。 利 用 这 一 事实 和 上 节 证 明 的 唯一 析 因 定 理 ， 
也 可 以 直接 得 到 定理 3. 所 以 ， 定理 3 是 复 系 数 多 项 式 的 上 唯 一 析 
因 定 于 。 

下面 讨 论 实 系数 多 项 式 的 不 可 约 分 角 

.定理 4 ” 实 系 数 多 项 式 f (x) 的 复数 根 共 罚 成 对 出 现 ， 

证 没 j(x)=a,Xx”+a,-1X” 十 …+aX+do， 其 中 aai， 
…，4,CR， 且 设 c 是 1 (x) 的 复数 根 ， 则 
f(c)=a.c” .+a,_1Cc” +.…+a,c+a, =0, 

上 式 两 闪 取 共生 ， 并 注意 a; 是 实数 ，i = 1,2,…,n，. 则 得 到 ， 
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OO 
其 中 二 是 c 的 共 入 复 数 ， 即 /(z) = 10。 因此 ， 5 也 是 1 (2 的 要 
定理 :4 证 毕 ， 
对 复 系数 多 项 式 ， 定 理 4 并 不 成 立 。 例 如 ， 复 系数 多 项 式 
2 一 =xX(X 一 切 的 根 为 0 和 ， 它 们 并 不 共振 。 
由 定理 4 可 以 知道 ， 奇 次 实 系 数 多 项 式 一 定 有 实数 根 。 
定理 5 设 实 系 数 多 项 式 b(*) 在 实数 城 上 不 可 约 ， 和 六 (的 
软 数 为 1 或 2。 
证 反 证 法 。 设 degp(x) =n 宇 5， 根据 定理 2 2 ， 作为 复 系数 
多 项 式 ，p(x) 具 有 复数 根 。 如 果 p(x) 其 有 实数 根 a6， 则 由 因 式 定 
理 ，p(x) = (Xx 一 q)f (x)，f (x) 是 实 系 数 多 项 式 。 这 表明 ，p(x) 在 
实数 域 上 可 约 ， 与 假设 矛盾 如果 p(x) 的 根 都 是 复数 (不 能 是 
”实数 ) ， 则 由 定理 4， 为 偶数 。 设 n=2R，k 宇 2， 县 发 Cl5C1， 
cc5pp00328 是 p(x) 的 根 , 因 此 ， 
p(x)}=a, (xX~c) (YX 一 ch) (XC,) (xX— ci), 
记 
外 人 i = 1 ,2， 
四 .sk 
”显然 ，p; (*) 是 实 系数 的 。 因 此 ，p(x) 在 实数 域 上 可 约 ， 与 假设 
蔬 盾 .这 就 证 明 ，1<degp(x) 三 2。 定理 5 证 毕 。 
”利用 二 次 方程 的 判别 式 ， 容 易 知 道 ， 实 二 次 多 .项 式 x +px 
十 9 在 实数 城 上 不 可 约 的 必要 且 充 分 灯 件 是 ， 它 的 判别 式 一 49 
<<0。 | 
定理 6 ;次 实 系数 多 项 式 站 9 可 以 2 分解 为 一 次 因 式 和 二 次 
不 可 约 因 式 的 乘积 ， 邵 
f(x)=a, (xX— ec) tixX— ca) 2 (XxX— Cc) ts (x +Xtqi) i 
(x 十 力 :X+ga) 2X +px+q) ts (1.5.2) 
其 中 和 ej 是 正 整数 ，1<i<s，1<j<t 且 
R,+R, t+R,+2el+2e, + +22,=1 / 
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而 a。 是 F(x) 的 首 项 系数 ，ciycs cr 和 qi92， 
…,'ig， 都 是 实数 ， 并 且 p? 一 4q; 之 0,7 二 1,2,1…1， 

当然 ， 如 果 f 了 (x) 没 有 实 根 ， 则 式 (1,.5,2〉 中 的 一 次 因 式 不 
出 现 ， 如 困 f (x) 的 根 都 是 实数 ， 则 二 次 因 式 不 出 现 ， 

证 ”这 是 $1,.4 中 唯一 析 因 定理 和 本 节 定 理 5 的 直接 推论 。 


2 “是 

1， 抠 下 列 复 系数 多 项 式 分 解 为 一 终 因 均 的 东宫 。 

(1Y) (x+cos9+ising) ”+ (x+cecos0— ising)”; 

(2) (x+1)”"+ (x~1)"; 

(3) xx 一 C2 x tCt Xt+ (1)"C2”; 

(4) x’”*+C? x *- (x —1) +C3 x 4(X 一 上 ) 

十 二 (X2 一 mn., 
(5) x tl tO Xx "(x DC Xe 2 (X2 一 1 2 
十 十 X(X 一 起 有 

“<。 把 下 列 实 系数 多 项 式 分 解 为 实 的 不 可 约 因 式 的 邓 t 积 ， 

(1)x’+l; (2) x +27; 

(3) x*+4Ax’ ?+4x +1; (4) xz 一 2x7 十 2; 

5) x*—ax’+l1, -2<a<2; (6)X "+x”+1l. 

3。 证明， 复 系 数 多 项 式 1 (x) 对 所 有 实数 x 得 取 正 值 的 必要 

充分 条 件 是 ， 存 在 复 系数 多 项 式 P(x)， 中 (x) 没有 实数 根 ， 使 
BO- 

4。 证 明 ， 实 系数 多 项 式 1(%) 对 所 有 实数 < 恒 取 非 负 实 “数值 

的 必要 且 元 分 条 件 是 ， 存 在 实 系数 多 项 式 P(x) 和 由 (x)， 使 得 

f(x)=LP(x)] +Lp (x)]., 


31.6 整 系数 与 有 理 系 数 多 项 式 ， 


未 数 都 是 整数 或 者 都 是 有 理 数 的 多 项 式 称 为 束 系 数 多 项 式 或 
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有 理 系 数 多 项 式 。 根 据 $1.4 定 理 1， 有 理 系 数 多 项 式 可 以 分 解 为 
有 理 系 数 不 可 约 多 项 式 的 乘积 ， 和 而且 不 计 不 可 约 因 式 的 次 序 与 霉 
次 因 式 ,不 可 约 分 解 是 唯一 的 。 问题 是 ,如 何 判 定 一 个 有 理 系 数 多 
项 式 是 否 在 有 理 数 域 Q 上 不 可 约 ? 另外 ,$1.4 定 理 1( 即 多 项 式 的 
唯一 析 因 定理 ) 是 对 数 域 已 而 言 的 ， 对 整数 环 Q， 唯 一 析 因 定理 
是 否 仍 成 立 ， 这 是 本 节 所 要 讨论 的 ， 

”和 数 域 六 上 不 可 约 多 项 式 的 定义 相仿 ， 可 以 给 出 不 可 约 整 系 
数 多 项 式 的 定义 。 设 4 是正 整 数 ， 如 果 4 次 整 系数 多 项 式 f(x) 可 
以 表 为 两 个 次 数 小 于 7 的 整 系数 多 项 式 的 乘积 ， 则 f(x) 称 为 在 
整数 环 Z 上 不 可 约 。 否则 ，f(x) 称 为 在 整数 环 Z 上 可 约 。 

容易 看 出 ， 如 果 整 系数 多 项 式 f (x) 在 Z 上 可 约 ， 则 作为 有 理 

系数 多 项 式 ，f (x) 在 有 理 数 域 C 上 也 可 约 。 反 之 ， 如 有 果 整 系数 多 
项 式 f(x) 在 OQ 上 可 约 ， 有 (x) 是否 在 Z 上 也 可 约 ? 为 了 回答 这 个 
人 问题， 先 引 进 以 下 的 概念 。 

定义 如 果 整 系数 多 项 式 f(x) = a， Foxt ‘+ Ga 和 : 的 系数 
Ge3G1 1 的 最 大 公 因 子 为 1 ， 则 f (x) 称 为 本 原 多 项 式 。 

设 闽 系数 多 项 式 f(x) = ee + 二 +a。x” 的 系数 的 最 大 公 
ee ‘34,)， 则 a;=d,a,， 其 中 a， CZ, i = 0;1， 
2 : ， 并 且 (qo ya ，Qa»,) =1。 因 此 ， 

了 (x) =d(an 二 alIX 十 … 十 GoX7) 。 
记 f1(x)=aot+alX+… 二 Gx”"。 显 然 ，fi(x) 是 本 原 多 项 式 ， 并 
且 f:(x) =df1(x)。 这 说 明 ， 每 个 整 系数 多 项 式 才 可 以 表 成 系数 的 

设 大 公 国 子 和 本 原 多 项 式 的 乘积 。 

Gauss 引 理 任意 两 个 本 原 多 项 页 式 的 乘积 是 本 原 多 项 式 。 

证 设 f(x)=a,+aixX+…+dX2 与 g(%)》 =D 十 DY 二 
十 5。X“" 是 本 原 多 项 式 。 设 jx)9g(x) = ceo+CciXT+… 十 coyaxzrrn 其 
4 ce=aobs tabi-it. +Gr-1b1 +ab, ,k=0, 1 十 1M。 这 
里 约定 ， 当 i 之 mw 时 ，b; =0, 而 当 7 之 n 时 ,cj = 如果 f(x)g(x)》 
:不 是 本 原 的 ， 则 (co3c14…，C、4m) 天 1。 设 素数 访 是 coer 
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cein 的 公 因 子 。 由 于 f (x) 是 本 原 的 ， 故 不 是 a6o144，…s0, 的 
公 因 子 : 因此 ， 可 设 aj 是 aa，…as 中 第 一 个 不 被 整除 的 
系数 。 同 理 可 设 Dj 是 bb,;…;:b。 中 第 一 个 不 被 bp 整除 的 系 
数 。 考 察 帮 (xx)9(x) 的 系数 

Cir; =0D TO br tab ta bt 

+a;+ibo. 
由 于 素数 防 整 除 ao，…ai-pop0i- 和 cri 因此， 
整除 a;6;。 因 为 是 素数 ， 故 了 整除 a;， 或 者 整除 6b;， 不 可 
能 .因此 ，(cuci，…csyn) =1。 这 就 证 明了 Gauss 引 理 。 

定理 1 设 7 次 整 系数 多 项 式 f (x) 在 Z 上 不 可 约 ， 则 f (x) 在 
Q 工 不 可 约 ， / 

证 设 f(x) 在 Q 上 可 约 , 则 存在 次 数 小 于 ?的 多 项 式 g(*)， 
h(x)EQLxj]， 使 得 f(x) = g(x)h(x)。 将 多 项 式 g(x) 的 系数 通 分 
得 到 g(x) =b1g91(x)，b1EQ，g1(x)&Z[xj。 而 gi(x) 可 以 表 为 
系数 最 大 公 因 子 d, 和 和 本愿 多项式 g(x) 的 乘积 。 因 此 ，g (x) 
= bg(x), 其 中 56=b,d1,kQ@。 同 理 ， h(x) = ch(x) ,cEQ, h(x) 为 本 
原 多 项 式 。 于 是 ，1 (%) = bcg(w)h(x)。 由 Gauss 引 理 , 5(x) 有 (x) 


是 本 原 多 项 式 ， 记 bc = 了 ，uwvEZ。 由 于 (*) 是 整 系数 多 项 式 ， 


是 G(x)h(x) 是 本 原 的 ， 因此 ，、v 整除 4。 所 以 ，pcEL ,3 这 束 训 明 ， 
1 (2 在 Z 上 可 约 ， 了 矛盾 。 定 理工 证 毕 

定理 1 说， 如 果 整 系数 多 项 式 /os) 在 O 上 可 约 ， 则 f(x) 在 
Z 上 可 约 ， 反 之， 如 果 整 系数 多 项 式 f (x) 在 Z 上 可 约 ， 则 f(x) 当 
然 在 QQ 上 可 约 。 因此， 整 系数 多 项 式 f (x) 相 对 于 整数 环 Z 和 有 理 
煞 域 @ 的 不 可 约 性 是 相同 的 ， 

定理 2 "次 整 系数 多 项 式 f (ay 可 以 分 解 为 _ 个 监 数 和 著 
二 个 林原 不 可 幻 多 项 式 的 乘积 ， 而 且 不 计 因 式 的 次 序 和 符号 ， 这 
种 分 解 是 唯一 的 。 

证 根据 数 域 上 上 多 项 式 的 唯一 析 因 定理 ， 作 为 有 理 系数 多 
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项 式 ，f (x) 可 以 表 为 1 (%) = aopi(x)…p,(x)， 其 中 Go&€Q 是 了 (x) 
的 首 项 系数 ，pi(%) 是 首 一 的 有 理 系数 多 项 式 ， 且 在 0O 上 不 可 
约 ， i = 二 1,2,，… ,5S。 如 同 定 理 1 的 证 明 ， pi (x) = biq; (x), 其 中 
5:tQ， 而 qi(%) 是 本 原 多 项 式 。 如 采 q; (9 在 Z 上 可 约 ， 则 gj (x) 
在 QQ 上 可 约 ， 从 和 而 p， OE 不 可 能 。 因此 ，g; (x) 在 2 
上 不 可 约 ， 1=1,2;…,s。 于 是 ， 
~ f(x) = ab1: 6 :qd1(x)9q, (x)'…q, (x*), / 

和 定理 1 的 证 明 相同 ， 可 以 证 明 ，a66,…6， €2, 因 此 ， 1 (xz) 可 
以 表示 为 一 个 整数 和 若干 个 本 原 多 项 式 的 乘积 。 

现在 设 

f (x) = Gob， C(x) pa (x)-: bp, (x) = bogr (a)g (0) ‘qi (xz)， | 

(1. 6 .1) 

其 中 a618,6€2， pi(%)，ps(x)，…,b,(x) 和 gi (x) qs (2), ~ 
1(x) 是 本 原 不 可 约 多 项 式 . 根据 定理 ,1 ，p(x)，…,p， CD 和 
-1 (zx)，…，94(x) 在 8 上 不 可 约 。 显 然 ，aopi (x)，boqi(%*) 在 Q 
上 也 不 可 约 。 把 f (x) 视 为 有 理 系 数 多 项 式 ， 根 据 有 理 数 域 Q 上 多 
项 式 的 唯一 析 因 定理 ，s =， 并 且 可 以 适当 地 调整 不 可 约 因 式 的 
次 序 、 使 得 相应 的 有 理 系数 不 可 约 因 式 只 相差 一 个 有 理 数 因 子 、 
为 简单 计 ， 设 cub, (xz) = cb,gi(*), ps (x) = czgs (x) ,pb, (x) 
=c,q,(x)， 其 中 cj,cs;… CC,EQ、 当 2 之 ?之 s 时 ， 由 于 Pp; (x)， 
qi (x) 是 本 原 的 ， 因 此 ，c; = 十 1， 即 pb (xs) = 土 gi (x).. 由 于 
pi (x)=a5'ciboqi (z)， 且 bi(*) ，g (x) 是 本 原 的 因此， 
a5'cibo= 土 J， 邯 4。= 士 c16。， 所 以 ，p; (x) = 土 qi(x)。 从 而 
4o= 土 b。。 这 就 证 明 ， 如 果 不 计 本 原 不 可 约 因 式 的 次 序 和 符号 ， 
0D 可 以 唯一 地 分 解 为 一 个 整 阁 和 若干 个 本 原 不 相约 因 式 的 冬 
. 积 。 定理 2 证 毕 ; | 

定理 3 (Eisenstein 判别 准则 ) 设 f(x) =a,。+a, x+: 
+asXx"CZ[x]。 如 果 存 在 素数 ,使 得 pla;，。，i= 0,1,2,…,n 一 1， 
.p+as， 且 十 96。， 则 f(%) 在 Z 上 不 可 约 ， 


证 ” 反 证 法 。 设 Fa) 在 之 上 可 约 ， 则 - 

f(x) = (b, +b,xt+ b,x*) (cs,+CX+ +cC,X'), 
其 中 bc16Z， i=0,1,e ,hk, 7=0,1; 1, 并 HRZn, <n, 
p+1=n。 于 是 得 到, aj = bc;+bici-1+…+bi_ics+bic,, 
j=0,1,…n， 并 且 当 i>h+1 时 ， 约 定 昌 =0， 当 71 1 时 ， 
约定 c;=0。 由 于 pleo，a。=bco， 故 pb。, 或 者 plc。 由 于 
p++Q。， 故 不 同时 整除 b,，c。。 因 此 可 设 p1b,， 但 p+c。。 又 
因为 p 十 4,， 故 p 十 6;。 所 以 必 有 某 个 i，，1 之 i。<&, 使 得 pib;， 
i=0,1,…,i6 一 ],， 但 p+b;,。 由 于 plai,,， plb;,，i=0,1, 
1， 一， Ba =bca tbci -t+b;,-1c1 + bico, 故 p} 
bi,c。。 因 为 p+b;,， 故 plc。。 与 p+c。 的 假设 相 蔬 盾 。 这 就 证 
明 ，f(x) 在 Z 上 不 可 约 ， z / 
利用 Eisenstein 判别 准则 容易 看 出 ， 对 每 个 整数 *>2， 都 
存在 ?次 多 项 式 f(x)EQ[x]， 使 得 f(x) 在 Q 上 不 可 约 。 例如 ， 
多 项 式 f (x) =x”"+2EZ [x]， 取 p=2， 则 f(x) 适合 Eisenstein 
慈 别 准 则 的 条 人 性， 因此 ，f(x) 在 Z 上 不 可 约 。 根据 定理 1 ， 作 为 
有 理 系 数 多 项 式 ，f(x) 在 Q 上 不 可 约 . 

“ 例 1 设 少 是 素数 。 多 项 式 卫 。 (x) =X2-1 十 Xe-2 寺 十 X 十 王 
称 为 分 圆 多 项 式 。 证 明 ， 分 圆 多 项 式 @,(x) 在 Z 上 (当然 也 在 Q 
上 ) 不 可 约 ， 加 

证 今 x*= y+1。 则 


41) 加 和 
/0 = 9D , (yy +1) -py 


| CC 

显然 ， 训 不 能 革除 f( 几 的 首 7 项 系数 ，p ”不 自 整除 /(y) 的 党 $ 数 项 

但 户 整 除 fy) 中 首 项 系数 外 的 其 它 各 项 。 根据 Eisenstein 判别 

淮 则 ，f(y) 在 Z 上 不 可 约 . 如 果 人 名 ,(x) 在 Z- 上 可 约 ， 则 全 , (x) 

= g(x)h(x)， 其 中 g(x),h(x)EZIx], HE degg(x)<p—l1: degh(x) 

<p-i. 于 站,f(y)=g(y 荆 Dh(y++1)。 电 然 ,g(y+1),hCy 寺 +1) 
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TLLy]。 从 而 f(y) 在 4 上 可 约 ， 矛 盾 . 记 以 分 圆 多 项 式 $, (x) 
在 2 上 不 可 约 ， 
例 2 设 a,,a,，…,q, 是 7 个 不 同 的 整数 ， 证 表 ， 多 项 式 
f(x)= (x-a,) Ga). (xX 一 4,) 一 土 首 Q 半 不 可 约 。 

证 设 f(x) 在 QQ 上 可 约 ， 则 f(x) 在 Z 上 可 约 ， 因 此 ，f (x) 
= g(x) h(x)， 其 中 g(x)，h(x)&Z [x], 有 degg(x)<degf (x*), 
‘degh(x)<-degf (x)。 由 于 f(ai) =g(lai)h(ai) = -1， 故 109(c)| 
=|h(a;)1|=1, 县 g(a1)+h(la1)=0。 这 表明 ， 多 项 式 g(zx) 
+ h(x) 至 少 有 个 不 同 的 根 。 由 于 degg(x)<n，degh(x)<n， 
因此 ，deg (g(x) + 有 h(x)) <n。 由 此 可 知 ， 如 果 g(x) + 有 hx) 是非 
零 多 项 式 ， 则 g(x) + h(x) 的 根 的 个 数 小 于 *， 不 可 能 。 因此 ， 
9(x) + 有 h(x) 是 等 多 项 式 ， 从 而 f(x) = -了 g(x)3*。 这 和 f(x) 的 首 
项 系数 为 1 相 矛 盾 。 这 就 证 明 ，f(x) 在 Q 上 不 可 约 ， 


| 习 是 : 
1。 利 用 Eisenstein 判别 准则 判定 下 述 整 系数 多 项 式 的 不 可 
2 
- 性 。 
(1) x*-- Bx +12x— 6x+2; (2) xt—x’ +2X+1; 
(C3) 十 了 4) x +x 二 


| 


(5) 马 (x+1)1， 其 中 卢 是 素数 ; 
i=0 z 


2 。 设 f(x)=a0X"+ax" 1 十 qs 1X4 . 是 整 系 数 多 项 
式 ， 素数 适合 p+oo, pHass **, PHors plor;ieh+l, 
有 +2，…，1 而 p* 十 a,; 证 明 ， f() 具有 次 数 >f -上 的 整 系 
可 的 因 式 、 : 

3 ,1 f(x) = Xt 十 1 十 二 


“+a n+] 总 整 系 数 多 项 式 ， 目 素数 了 适合 : p+ao ,plai, 7=1 ,2, 


,=8 二 1 二 2 28+1， 但 六 二 es。 证 了 明 > 
fx) 在 Q 上 不 可 约 。 四 . 
“4. 设 a，4s， “4, 是 1 个 不 同 的 整数 .证明 ， 多 :项 式 . 
fx)= (x-a) (x 一 a,) (x 一 a,)* +1 在 Q 上 不 可 约 。 .: 

5。 试 给 出 有 理 系 数 多 项 式 f(x)=x*+px +g 在 Q 汗 不 时 
约 的 必要 且 死 分 条 件 。 

6。 设 整 系数 多 项 下 1) 在 的 4 个 不 同 数 从 上 人 六 
1 ， 则 f(x) 在 x 的 其 它 整 数值 上 的 值 不 能 是 : 

7。 证 明 ， 设 正 整 数 n 宇 12， 省 旧 次 各 系 多 再 趟 Fa 在 


人 


约 。 次 数 于 的 下 春 12 是 否 还 可 缘 小 ? 

8 。 设 整 系 数 多 项 式 ax + bx+1 在 有 理 数 域 Q 上 不 可 约 ， 
并 且 设 px)= (人 一 ai (X 一 a5)…(X 一 4,)， 其 Ga， aa，…aq。 是 : 
2 个 不 同 的 整数 ，n 宇 7。 证明 ， 多 项 式 js) =aEP(xz)] +TDP(Co)， 
+1 在 Q 上 不 可 约 。 次 数 n 的 下 者 7 是否 还 可 缘 小 ? 


S$ 1.7 多 元 多 项 式 环 


设 忆 是 数 域 ，xX1，x，。，，…，X。, 是 nn 个 未 定 元 。 设 是 所 有 
非 仙 整数 的 集合 。1 : z 
N*={(kisk,, ,hk,): kisk,,., kh EN}. 

设 (Rk,R,,…,R.)EN®, Qk ky «ne, MM] a i,.. 太 放 XT1X22:: -XK 和 

为数 域 态 上 4 元 单项 式 ， ki + 十 … 十 k, 称 为 它 的 次 数 1 


称 为 它 的 系数 。 设 M 是 集合 N” 的 有 限 子 集合 ， 则 


。 . 一 中 
JrX = kX 
(RI 2 ky) EM 


称 为 数 域 玉 上 1 元 多 项 式 ， 其 中 got 。9 元 多 项 式 /xy 
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bs 其 ) 的 所 有 单项 页 式 的 最 高 次 数 称 为 1 (Xi,% S22" Xe ) 地 9 砍 
数 ， 记 为 degf xx: …xs)y 或 饮 记 为 degf, 1 称 : 为 天 - 
人 XI 1 IX22° “XH 的 系数 。 例 如 9 f rsx, 3 ) = A% ,X, ,X, 


+ V 3x3xs + AxIx3 是 实数 域 R 上 5 次 3 元 多 项 式 。 所 有 数 域 到 
上 nn 元 多 项 式 的 集合 记 为 FEx, ,xX;，… ,Xx,] ,~ 
给 定数 域 太 上 元 多 项 式 (Xi ,X，，*…xX ,)， 可 以 按照 字 娄 大 
列 法 把 它 所 有 的 项 逐一 写 出 米 ， 设 qs axl 和 
Gil iy ta XIXZ2 ‘Xk 是 f(yX4 9 -MX。 ) 的 两 个 机 如 果 祭 在 下 
整数 i，1<i<m 使 得 忆 =1,, kh,=1,, ,bh -1 =Jips， 而 
Ri ， 则 将 项 as 区 1 全 2。 “XE 写 在 项 cei 4 1 a X11X 322 -NL 
之 前 . 例如 ，3 元 多 项 式 f(x1,xs,X3) =X X33 十 X pvt Xa 
十 Xi 2x 2X%3 3 可 以 按照 字典 排 列 与 成 f(x Ed ;Xs) =X1X, Xs X3 
+ XIX2X3 十 :X3。 按照 字典 排列 法 写 在 多 项 式 f (x1 yx “Xa) 的 
和 式 中 最 前 面 项 的 称 为 (x yx。，: … ,) 的 首 项 ， 相应 的 系 教 称 为 
fx ,Xx,，…,X,) 的 首 项 系数 注意 ， 了 x:…xXa) 的 首 项 不 
一 定 是 最 高 次 项 ,、… 
设 jx Xo p33X3) 与 9(X xs Xs 是 数 域 政和 注 和 元 多 
项 式 。 如 果 它 们 的 相应 项 的 系数 都 相等 则 (yz 六 芒 尖 站 与 
9 (XsX,，…Ws) 称 为 扯 等 .. 两 个 4 元 多 项 式 的 和 是 以 它 币 相 应 
作为 相 训 生 的 系 天 的 多 珊 民 ,认为 ft， 2 2 Xn ) 
+ g(x ,Xs :具体 地 说 ， 设 


| 和 1 
f (%1 ,XX ) = > 人 A 2 js 
(Ki 生 2 ) <M1 


7 | ;> - 人 四 ” . 本 *. < 四 
9 (X ;Xs Xs) = | 2, De xx 和 2 sr » 
(RTIvk 721) EM, ; 


其 中 MM,,M， EN”, 记 M = M, UM.,. 当 (Rk,,R,, *,R eM,, 
但 (Ri Rs，， ,Rk.) gM, 时 ， 约定 5 0 而 (Ri ,R,.…, 


$7 


ke) MM,, (kh,,R,,-… ,k,.) EM, 时 , 约定 ai ,41.1 = 0. 则 
f(x,, X ) 与 g(x XXX 的 和 了 (XXX ) 
+9(C ax 为 

四 f Cis X29 CC 

= CT 
(2 | | | 

容易 看 出 ，deg(f (x Xo er; Xo) +9 (Ci, Xs es xs ) ) 

max {degf (x1 xi Xs) ,degg (x ,Xs } 对 nn 元 多 项 

式 的 加 法 ， 容 易 验证 下 述 公 理 成 立 ; 

”i (Ai) 结合 律 ， 对 任意 Fi xs) 9 (X19 XX )， 
(Ox, ,se DEFCx ,xX, ,Xs | | 
Ce XXX 
| = f(x ,xX,,… ,XX,) 十 (g (x, ,X, ,Xi) + h(x, XX) 

“(A2) ”交换 律 ， 对 和 任意 了 (XX X)，9 (X13)X2 ;XX,) 
EF Lx, sx, se Xo], fs se X) tO, ,X,Y ) 
“g(x,, Kays) + XX XS z 
(A3) 每 个 系数 都 为 零 的 二 元 多 项 式 称 为 零 多 项 式 ， 记 为 
0 ， 等 多 项 式 的 次 数 约 定 为 - ceo。 显然 ，QEF [xi yx,,… ,XxX,]， 并 
且 对 任意 (XX 5X ) EF LX) ,XX ], : 
flxy yx Xs) + 0O=0+f x Xs Xa) = XX) 


AA4) 设 fgXa9 X= XX 
(吉大 1 ) Cf 


‘XNnCP LX, gag Xs . 多 项 式 2 (— aisik,) 
1 RM 
TI1X23…Xx2 称 : 汐 了 (xX 9 2 9 9X,) 的 负 多 项 式 。 记 为 一 Ci 1 
””” ,X,), 显然 ， : 
i (XY, 9 2 9 十 (一 (xi ;Xu ) ) 一 0 
一 (一 了 Ce ;Xs )) 十) 
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“用 me < ? 
tx f (Xi ?你 2 9 Xs ) >， 人 1 
{1， 中 Ev, 


g (x, ,Xs ,Xs) = z 2 b， 1 tet aX {2 Ln ER Li 多 
| i (Lr lyt EMD2 z i 
XX,, …,X,]。 设 m: 一 大， 十 了， 1 三 2 ，… 7 是 记 . 
M={(m ,ms ): (Ri ska, sh ) EM, , (l,ls, 
‘ol EM,}. z 2 i 
Hii f Cx ,XX ) 与 g(x! ,xX, Xe) 的 乘积 f (x Ps 
“XXX 规定 为 


f (x, SX 2 »**"" 9X,) 9(X,) ?多 9 9 


(ms:. 了 人 Ni 


其 中 Cm1 m2 225 OE 1 ,b 1 te ne 天 然 ， 


yt! i 
1 二 1 


Fei sas XI OKs sss Xa) EF TX ya- 和 

fs)5 sas) 的 首 项 系数 等 于 fi 
“XX ) 与 g(x1,X,，… ,Xx,) 的 首 项 系数 的 乘积 ， 其 degtf (2 

Yas SNA GX Xa ss Xs)) = degf (Xi,xs ,es Xs) + degg (va, 


x:，…xs)。 此 外 ， 对 “元 多 项 式 的 乘法 ， 乘 法 结合 律 ， 乘 法 交 


换 律 网 及 加 乘 分 配 律 成 立 同时 ,对 任意 f x, > 2 ,XEF Lx, 多 
XX J， 均 有 


jx 5Xi Xs) = 了 (zx "ss ) = f (x, SX2 9" oN i 1: : 


其 中 1 是 数 域 矿 上 零 次 多 项 式 . 于 是 ， FEX, ,XsX, 在 上 还 
多 本 地 的 作 具 5 尖 革 下 构成 “个 交换 外 忆 守 为 数 域 玉 上 4 元 多 


ne 


习 题 

t 。 到 (Xi) 9X1) EF EX XXX ]。 
证 明 ， 如 果 fx ,Xs，…sX,) gxi9X254…Xs) 为 零 多 项 式 ， 则 
fsX49…sX。)》 与 g(xX1 ,Xs，…5,X。) 至 少 有 一 个 是 零 多 项 式 。 

2 。] 坟 了 (x， ,XX ) ,g (x, ,XXX ) ,hx, ,Xs ) 
EFLx9 ,Xs Xs] 证明 ， 如果 f(y, 多) 9 (X35.……， 
Xs) 三 (Xi XXX Xs) ， 则 gx Xs, 1) 
= h(x Xe 四 和 

3。 验 证 [x ,%,,…,X,] 在 元 多 项 式 的 加 法 与 乘法 下 成 
为 一 个 交换 环 。 


31.8 对 称 多 项 式 


区 FEx, Xp 是 数 域 严 上 m 元 多 项 式 环 。 乍 2 元 多 项 
陈 中 ， 经 常 遇 到 的 是 所 谓 对 称 多 项 式 。 其 定义 如 下 ， 
1 定义 设 了 (xX) sX2 9 Xa) CPLX, 2 如 有 果 对 自然 数 


例如 ， 容 易 看 出 。 


Lr 
oO, 一 尽 ) + XX, 十 +X, = 2, Xi, 
i=1 


0，, = XX, 十 XiXs 十 … 十 XiXs 十 十 Xu-1X， = 2 Xii1Xi,, 
1 ”| 1<il<iy en 


0; 一 2 史 11 Xi, 
lor < 
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C -xx 12 Ya) 
都 是 nn 元 对 称 多 项 页 式 .。 它们 称 为 n ,元 基本 对 称 多 项 
可 验证 ， 两 个 "元 对 称 多 顶 式 之 和 、 A 
项 式 、 此 外 ， 对 任意 fo Xs ,) EF [x1 ,Xs Xs]， 如 采用 
基本 对 称 多 项 式 ai 3029 -50 分别 替 换 了 (ci x， : Xa ) 中 的 未 
定 元 x,X,，,- ‘+X fa 2 G ,) ， 则 cos ‘0,) 
是 一 个 关于 未 定 元 x1 ,x，， Xs 的 对 称 多 项 式 。 例 如 ， n=3, 
fe ) =x) x2 + 2x ,ERLX1 Xs sx ] ， 用 ci=xi + Xs + Xs 
2 = XXs + XX XXy HT 0s = XI XX ,分 别 替换 了 (xxsy 2 ) 
的 未 定 元 xx 得 到 
fj (go,,0i,0, ) = ai 0, +20, 
= X+ fx + x? Xs + :X02 十 区 ， X34 十 和 ,3 + Ya Xs 
蝇 然 、 它 是 一 个 三 元 对 称 多 项 式 、 反之 ， 有 
定理 1 (对 称 多 项 式 基本 定理 )“ 设 f(x, , 属 ，… ,x,) 是 数 域 
政 上 # 元 对 称 多 项 式 。 则 存在 唯一 的 多 项 式 g(X1 ,Xs，…,X,) 
CFILXx, ,xX,,…,X,]， 使 得 : 
(XXX ) = gz 102s ,G ) ， 
其 中 o, ,cs，…jiau 是 数 域 矿 上 元 基本 对 称 多 项 式 。 
和 证、 先 证 明 多 项 式 g(%1 ,x,,…,%,》 的 存在 性 . 设 对 称 多 项 
式 fx ss 人 2:) 的 首 项 为 as 14 Xs2.. -Xx*x 。 则 一 : 定 有 
1 疙 h, 之 … 之 h,。 因 为 不 然 的 话 ， 将 寡 某 个 j， 使 得 Ar<R 
由 乎 J yx {,X,) 是 对 称 的 ， 则 通过 对 换 未 定 元 2 和 za 
便 可 着 出 ， fx, 9 2 sa ) 洁 有 项 it x 1 it 


a 显然 按 字典 排列 法 它 应 排 在 项 aa 


2 和 之 前 ， 这 和 Gro A “XR 为 fx, sXee 9 Xa) 
的 普 项 的 假设 相 巴 厦 . 
- 取 于 元 对 称 多 项 式 Pi (X15X2，…sX,)》 为 
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7 ， - gf 
iiyX2 sr Xa) = ri ks Til G2 0 ,21 fs”, 


窑 易 于 出 ，o01 02,… 950。 的 首 项 依次 是 X15X1Xs，… XXX 
因此 ，Pi (XX 的 汉 项 为 Gre kk ,XIN Xs 于 是 ， 
f, CT = Xs KR) ,KL Ns ,xX ) 是 数 域 
严 上 上 呈 元 对 称 多 项 式 。 如果 jx ,Xx,,…x,) 是 零 多 项 式 ， 则 
AX Xs) = (XXX ) 是 基于 ayyy…yG。 的 多 
项 式 、 如 果 玫 (x ,x ，… sx,) 是 非 零 多 项 式 ， 则 f(s 
%,。》 攻 项 人 和 和 生生 CT xyX 7 的 首 项 
6 之前， 其 中 必 二 3 记 
a Ky A ) = bi TH gL -of tg 


则 数 域 严 上 元 对 称 多 项 式 f(x sx5 5 Fe 》 

为 零 多 项 式 ， 或 为 非 零 多 项 式 ,并 县 帮 4x， 
,px 的 首 项 在 (x; ,xX，… ,xX,) 的 首 项 之 前 。 设 f(x x,， 

x) 为 非 零 多项式 、 重复 上 述 过 程 ， 得 到 对称 多 项 式 序列 ， 


了 。 《Xi 9Xa yy， “oN ) = f (x, XXX — D1 Ci yx "SX,.) > 


firi XsKs ,Xa) = fo, x, Na ) 

~ Piri(Kisxasm x), i=0,1,2,. | 
其 中 外 ,4 (Xi ,Xs，…sX。) 是 关于 514,54，…,5, 的 多 项 式 ， 而 瑟 
esXs ,5%。》 的 首 项 在 fi 5 (x,xs，…,x,》 的 首 项 之 前 ， 
1 三 0 ,1,2,.…、 设 f(xysXx;,…X。) 的 首 项 为 c。。 x J 
XYny 则 zz; 之 由 六 坟 。， 并 且 由 于 AGC，…x) 的 首 项 在 
1 (XXs,…%,)】 的 首 项 之 前 ， 起 六 i 到 合 Ri 之 mm 的 
非 负 整数 mi 只 有 有 限 多 个 ,而 且 对 每 个 合 Am 的 非 负 整数 
M1， 适合 :mm| 汪 力 ,这 … 之 1m, 的 非 负 玫 数 的 所 CU 
m.) 也 只 有 有 限 多 个 ， 因 此 存在 某 个 j， 使 得 fi Gx sx ,x ) 
=0。 于 是 ， je》 = PK Ks) + Pe Ks Xs 
放下 (x ;x 》 
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可 以 表 为 系数 在 已 中 的 关于 cl aa ，…，a。 的 多 项 式 。 
现在 证 明 唯 一 性 。 设 存 在 g(x ,X29X,) sh 有 (XX …X,) 
和 FLx xx 使 得 
了 (Ci Xs XC,) = g(o, ,0, ,0 ) = ho, ,0 > 0) (] .8.1) 
设 g(xixi，… xs) 与 有 XiyxXa ys) 的 首 项 分 别 为 
GT XIIXS2 2X8n 与 Di XitX22 Xe。 于是，g(oi(xi， 
Fan Xs) Ta XIX) (XXXa))》 的 站 项 为 
QA I) N20 (a 
= QR KA XI 2 X22 ne Xin 
而 hg (xx 9) Oa (XXX ) Ge (Ky ys Xs )) 
的 首 项 为 bi 1 -7 XH 1+ + + toxl2 + …Xxln。 :由 式 (1.8,1) ， 
Qix = 有 并且， + 十 … 十 R = 二 二 
十 … 和 二 Ri= + + RR th c=1_.+1,, 
.= 了。 由 此 得 到 ，R, = ) ,ARA， 一 R = 天 g(x yxX，，…， 
Xu) 与 h(x, ,Xs，…,X%,) 具有 相同 的 首 项 。 从 g(x1 ,Xs，,…,X,) 与 
(xyxa Xu) 中 各 减 去 首 项 ， 分 别 记 为 gl (X19Xs,…sX,) 与 
ja (XXXa)。 显 然 ， 
9 (G1 (Xe3Xae) 0 (XXX Xe) 
= 有 (ai Kye sXe) 903 Wyse sR) 9 Os (Kis se Ne )s 
土 式 是 关于 x%， ;X29 的 对 称 多 项 式 ， 记 为 (X15Xs 2X,)。 
再 对 站 (XXX ) 91 (XN ) SS hi (Xr XX ) 
用 上 述 证 明 ， 刀 此 继续 ， 即 可 证 明 ， 9 (X) ;X29 ‘ya) = h(x, ,xX, 
“…,X,) 。 定 理 1 证 毕 : 
定理 1 中 关于 存在 性 部 分 的 证 明 是 构造 性 的 ， 它 它 给 出 了 对 称 
多 项 式 表 为 关于 基本 对 称 多 项 式 ci ,0,，-: “0 的 多 项 式 的 具体 
方法 
各 个 项 次 数 相等 的 多 项 式 称 为 齐 次 多 项 3 否则 各 为 3 症状 


多 项 式 . 例如 ， 多 项 式 gx, ss .xa) 一 区 到 XIX) 是 一 个 让 二 
1 
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次 齐 次 多 项 式 。 对 于 给 定 的 玫 次 齐 次 多 项 i 式 f (Xx, 3 29 2 syXn) y 
可 以 把 它 的 同 次 项 妇 并 在 一 起 ， 得 到 


sx 2 = / (Xi "区 ee 


其 中 fi (Xx1 ,Xx:，… ,Xx,) 是 次 齐 次 多 项 式 ， fGen sr vy Xe.) 
可 以 表 为 者 于 个 齐 次 多 项 式 之 和 。 

和 式 jx xs，… Xe) 表 为 关于 基本 对 称 多 项 1 式 
9015;9…50s 的 和 多项式， 际 了 定理 1 所 给 出 的 方法 外 ， 还 可 以 采 
用 待定 系数 法 ， 其 步骤 如 下 . : : 

1。 把 多 项 式 f(x1 ,xX;,… ,xX,》 分 解 为 齐 次 多 项 式 之 和。 容 
易 看 出 ， 由 于 (xX 1,x,，… ,Xx，,) 让 对 标的 ， 因此 ， 这 些 齐 次 多 项 
0 

。 设 引 次 齐 次 对 称 多 项 式 太 (xx ，…，x)》 的 首 项 
是 ,其 中 Ri 宇 h, 宇 … 之 Rk, 县 R 上 了 十 
+k. 三 m。 写 出 所 有 可 能 排 在 f(x1 ,xX:，…,X。》 的 首 项 之 后 的 项 
ar XiX02Xiny 其 中 人 之 1 守 … 之 [了 +,t+.…+[【， 
=m， 并 有 旦 存在 某 个  ， 合 得 R= [>… ,ki;-1=1;_1, ki;>lj， 
1 委 jn， 这 里 j 了 与 项 Qj 411 X11 X22"X4s 有 关 。 所 有 适合 这 
些 条 件 的 《1 ,1 ,… ,1,)EN 的 集合 记 为 M; . 

3。- 对 每 个 可 能 出 现 的 项 gi ,X12…X%r 构 作 一 个 项 
rrGi 270027 GT aa0pn 并 令 - 四 

fo xx ) = 2, A FH 02 

z iain 
Il "Gm", | : 
其 中 A 1 为 待定 常数 

4。 取 XX ，… 5,*, 的 一 些 特殊 值 ， 代 入 上 式 ， 便 得 到 一 
关于 4, ,14,1 的 方程 ， 解 之 即 得 4144501。 党 将 殊 值 可 以 取 
为 Xi =X = 二 人 Xk+i=xk+z=…=xX =0。 把 它 们 代入 
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Oi (Xi Xo XN) 到, : 
os; (li1,:..,1,0,...,0) | ‘Ci, ll1<R, 
: 个 0, k+l<i)<n. 
例 1 把 nn 元 对 称 多 项 式 : / 
fxassx) = (x3 ,x ?Xi 
1<i1<i <is 
十 XXX 和 十 XXX) 
表 为 天 于 基本 对 称 多 项 式 的 多 项 式 ， 其 中 % 疡 5。 
解 f(X, ,x,,…,x,) 本 身 是 5 次 齐 次 对 称 多 项 式 ， 它 的 首 
项 是 xix2xs。 可 能 出 现在 它 后 面 的 项 有 Xix:xXs:Xey，xX1IX:X XeXs。 


今 


(xiXay yxXn) =07 02 10} + As?-'ol-'gl-!g, 
+ B51 51- Gl- ol- ol=g,0,+ Aco,o, + bo,. 
取 X),=xX,=x,=x,=1, x,=0,. Wo, = C1 =4, so,=C? =6、 
os =C3=4, o,=C1=1, os=0,， 并且 f(1,1,1,1.0,. 12 
因此 ，12=24+44。 所 以 ,4= -3。 再 取 x,=xs =…=xX,=1， 
x =X, = =Xx,=0. 则 5i=CI=5， ss=C3=10, os= C3 
=10, o,=C;3=5, os,=1, 并 里 (1,1,1; 1,1,0.:. ,0) = 3 区 Cs 
= 30, 因此 ， 30=100--3x25+B。 所 以 ，B=5. 由 北 得 到 ， 
fx xs ) = 6.0, -37,0, +65 ， 
利用 基本 对 称 多 项 ! 式 ， 可 可 以 得 到 关于 一 元 多 顶 式 的 根 与 系数 
的 定理 。 这 就 是 著名 的 Vieta 定理 。 
定理 2 设 数 域 玉 上 # 次 多 项 式 f(x)=a, 上 al 元 + 
十 Ga- RX “+X” 的 根 为 C 9 则 | 


人 一 (一 1 “0, 《Ca 9? 蕊 2 9 “oCs ) ， R= :01,2,- ,i 和 
其 中 a, = 二 .oo (C1 202s" Ca) = 工 。 


证 因为 c， 9C29 Cn 是 首 一 多 项 页 式 fx) 的 根 ， 所 以 


f(x)=a, tqaixXt .+ 2 


+- 


a 
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= (X 一 Ci)(X 一 Ch) 一 Co)。 
上 式 右 端 乘 开 ， 并 比较 上 式 两 端 同 次 项 系数 ， 得 到 
11= 一 (ci+cs+… 二 co) = 一 In (clycay 9 Cn), 
Qs-2=CiCs +CICs 和 ++CICs + CCy + 二 Cola + 


二 CC,.-1C»s 0 《C ， sC2 Ch 


0 = {~—1)” *(c cs Cs CiC CC 十 … 
+CiCapC0s EiCn 十 十 Carack+a…Co) 


= (11) os (CC 9C,), 


Ga 一 《 一 1) ”1 (CC 二 CICC -2Cs+ 
CCa°Cs) = -1 oo,_1 (C1 C2 ss Cs), 

ao = (~—1)ccs Cc, = (—1)o, (Cy Crs gC,), 
定理 2 证 毕 ， | 

例 2 证 明 多 项 式 f(x) =x ”+X +2x +X" +2X 一 1 的 根 的 平方 
和 为 2 。 本 

证 设 c1,c2，…sCs, 是 了 (x) 的 根 。 把 f(x) 的 根 的 平方 和 表 
为 基本 对 称 多 项 式 的 多 项 式 ， 得 到 


: 2 jC}=0i(c1 Cs» Cs) -20, (C19C29°* 90s) 
j=1 - | / 
镍 定理 2 9 G ) (circ pp) = 0， Iz(cilyC: CC = 1， 于 是 ， 


9 
5 C?= 一 2。 


了 一 
在 对 称 多 项 式 中 ， 除 基本 对 称 多 项 式 外 ， 还 有 一 组 重要 的 对 
称 多 项 式 ， 即 等 冠 和 ， 其 定义 为 | 
Ss (X19X2 9 Xs) =XI+XI+ "+X; kh=0,1],2,.…. 
关于 基本 对 称 多 项 式 与 等 舞 和 ， 有 
定理 5 (New ton 恒 竺 式 ) 当 有 > 时， 
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SG Si torSi 十 (一 1 G154-a+l 
+ (—1)"”o,s,_.,.=0; 
kn, 
sS ,一 TS tOsSi2 t+ (1)* Gi-1s) 
+ (—1)*Rk5, = 0. 
证 4 XX 9 "9Xn 视 为 第 数 ， 考虑 多 项 式 1 (x) = (X 一 xX1》 
, (x 一 Xx,)… (x 一 X,)。 由 Vitta 定理 ， 
f(x) = DD 1 1 CX sa 9 ,XX) XT, (1.8.2) 
7 一 人 ， 


因为 f(x) = (x 一 X11) (xX 一 X2)… (xX 一 xX,)， 所 以 


f’ (») = f(D 1 . 


i=1*™ Xi 
i 
_ xf x) 
g(x) :2 x) 


最 然 ，degg(*) <n。 于是， 对 任意 下 整数 名 
x +1 ht 


x** f’ (*) - 20 = 1 : 


XX, 
/WE XX ) 
_ Co nx + SX :十 十 SiX 二 Si )。 
Bi] 


(CD = f(x) (nx 十 S 二 ge) > 


其 中 degg(z)<m。 将 〈1.8.2) 代入 上 却 ， 得 到 ， 


>》 (— 1) Pig Xti 


i=1 


.7 


(Ds Be)+o0. .8.3) 


当 R< 时 ， 比 较 上 式 两 端 关 次 项 系数 ， 得 到 ， 

(TD 有 ao =s, -as + (1) tg,s, 

+ (—1) no,. | 

因此 ， 当 kr 时 ， z 

Si—o Si+ + (1)* oS +(—-1)t:ko, =0, 
当 有 az 时， 比较 式 (1.8.3) 两 端 # 次 项 系数 ， 得 到 

S 一 08S 1 十 十 (一 1)5 oSi_n+1l 
+ (1)”o,.s,-., = 0, 

定理 3 证 毕 ， | 

利用 Newton 恒等式 ， 可 以 把 基本 对 称 多 项 式 表 为 等 震 和 的 
多 项 式 . 例如 ,041=51， 94= (S23 一 $s),， Gs = (1-3515: 
+2s)， 和 过 等 。 于 是 再 利用 定理 1， 邯 可 得 到 ， 

推论 数 域 挛 上 元 对 称 多 项 式 (xi xs，…yxs)》 可 以 唯一 
地 表 为 关于 等 塞 和 s,s,，… ,5s。 的 多 项 式 ， 即 存在 唯一 的 g (x3， 
Xe EFEX, YX 使 得 xx) = 9(S1 (xX, 
PD 

是 

jj。 把 下 列 对 称 多 项 式 表 为 关于 基本 对 称 多 项 式 的 多 项 式 。 

(1) (x 十 x2) (x tx3) (x 十 xD)3 

《2) (2x — Xs 一 Xi) (2X, ~ XI —X) (LX, 一 X —X,); 

(C3) (一 Xi 十 Xa t+) (Xi Xi +i 二) (X! + XX， 


二 


(4) 2, (x;- x))’; 


1 
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(5) 2, 《G1Xi 1 十 GaXil 十 2 二 IaXT ， 其 中 求 和 各 
(2° "#2 ) 


FT tot 


号 表示 对 遍历 自然 数 1， 2 ，…，4# 的 所 有 排列 111…is 求 和 4 
(6) z. (Xi + Xj — xX) | 


2，。 i 一 实 系 绕 信和 六 tax’ + bx+o=0 的 每 个 要 的 
0 0 c>0., 
3。 设 三 次 方程 x +ax*:+bx+c=0 的 三 个 根 是 某 个 角形 
的 内 角 的 正弦 。 证 明 ,，a(4ab 一 a -8c)=4c ， : 
4。 设 X, ,X,,… ,XX, 是 多 项 起 fo = as 4 grt “+ai-1X"™ 
+x" 的 个 根 ， 证 关于 xs ,xs，…x。 的 对 称 多 项 式 可 以 表 为 
关于 x%， 的 多 项 


5。 求 Wh 表示 GE (X19X, 2 关于 Xe 


的 偏 导数 。 半 轩 汪 和 计 叶 
6。 设 对 称 多 项 式 (Xi,X;,… ,XX， ) 满足 
f (x1+a,X, + a X,+a) = (xi 2 > 2 加 
其 中 a 是 任意 常数 . 设 f (xisxs yx) =g(alyaso0u)。 
证 明 . - 


Og 0g ,... Og _ 
Ga ， 


7。 把 ns 元 等 智和 s,,s,,… ,Ss。 天 为 关于 1 元 基本 对 称 多 项 
ke 质 式 ， 其 中 n 宇 6.。 
把 mn 元 基本 对 称 多 项 式 5,,6,，…5506 表 为 % 元 等 略 和 和 
S15329'… 的 多 项 式 。 
9。 把 下 列 # 元 对 称 多 项 式 表 为 元 等 短 和 的 多 项 式 。 
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1 i111 
(3) 2, (Xi — Xi) 
ii 


其 中 名 是正 整数 . 
10。 求 多 项 式 
f(x)=x”"+ (Cathx” + (a +0 )x" 于 
+ (a +b” )x+ (a”+b”) 
的 想 的 等 需 和 81 ,5 3,。 : z 
11。 自然 数 1 ，2，…，+ 的 循环 排列 十指 排列 1 2…n, 与 
jt 1 2.…7 一 1，j=2,3,…,n。 如 果 对 于 1,2,…,# 的 每 
个 循环 排列 7 了 7+ 1D)…n,] 2…j 一] ,多项式 (x1,X;，…,X,) 通 合 
Ci 
其 中 j=2,3,…,n， 则 (x3,Xs，…sX，) 称 为 在 未 定 元 XxX;，, Xx，， 
"Xs 的 循环 变换 下 不 变 . 证 明 , 循环 变 换 下 不 变 的 多 项 陈 ) Ca， 
XayxXu) 可 表 为 多 项 式 gi(XiyX2 xs) =XiEidTX2E 十 
+xse”1，j=0,1,2,…,h 一 ] 的 多 项 式 ， 其 中 e* 短 1，0 < 之 h<n， 


E7” =] 
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第 一 登 行 列 式 


尽管 行列 式 理论 并 不 是 线性 代数 的 主体 ， 但 它 无 疑 是 处 理 各 
类 线性 代数 问题 的 不 可 缺少 的 工具 。 作 为 三 维 向 量 空间 的 直接 推 
广 ，$ 2.1 定义 了 数 域 上 * 元 数组 的 空间 , 即 数 域 上 的 1 维 疝 量 空 - 
间 ， 并 把 行列 式 定义 为 £ 元 数组 空间 上 的 规范 反对 称 n 重 线性 函 
数 。 在 § 2.2 中 证 明了 行列 式 的 存在 性 和 唯一 性 以 及 行列 式 的 基 
本 性 质 . 这 一 节 的 内 容 是 行列 式 理论 的 最 基本 部 分 ,如 何 具体 计算 
行列 式 , 是 行列 式 理论 中 的 一 个 重要 问题 。$ 2.3 给 出 了 行列 式 的 
Laplace 展开 定理 ， 它 说 明 ， 一 个 高 阶 行列 式 可 以 归结 为 一 些 低 : 
阶 行列 式 的 和 。 作 为 行列 式 理论 的 一 个 应 用 ，$2.4 导 出 了 解 线 性 
方程 组 的 Cramer 法 则 。 最 后 ,在 $2,5 中 用 一 些 上 典型 例子 阐明 计 - 
算 行 列 式 的 各 种 常用 方法 ， 以 帮助 读者 提高 计算 行列 式 的 能 力 . 


$2.1 数 域 户 上 n 维 向 量 空间 


通过 解析 几何 的 学 习 ， 我 们 知道 ， 在 通常 空 = 间 中 建立 坐标 系 
(例如 直角 坐标 系 ) 之 后 ,空间 中 给 定 的 向 量 “ 便 唯一 地 确定 一 个 
坐标 ， 即 有 序 三 元 实数 组 (ac,，a,，a,) 。 反 之 ， 给 定 看 序 三 元 实 
数组 ， 利 用 所 建立 的 坐标 系 ， 便 可 在 空间 申 唯一 地 确定 一 个 向: 
量 。 换 和 句 话说 ， 如果 记 所 有 的 有 序 三 元 实数 组 (gy4， G4， 4s) 的 . 
集合 为 R’:,， 即 R = {f(aly os, a,) :gER, 1=1,， 2 3), 则 宏 : 
间 中 所 有 向 量 的 集合 与 R* 之 间 存 在 一 一 对 应 ;而且 如 果 空 间 中 
向 量 .< 与 8 分 别 对 应 于 有 序 三 元 实数 组 《a4，ds，0,) 与 (bs 
5.，b,)， 则 向 量 4 与 8 的 和 a+8B 便 对 应 于 有 序 三 元 实数 组 
《a1+b19Gs:+D,,as +0,) ,而 纯 量 与 向 量 4 的 乘积 4a 便 对 阅 于 
64 


有 序 三 元 实数 组 (Quy，X4,，44,)。 因 此 ， 可 以 把 通常 冠 间 
与 RR， 等 同 起 来 。 所 以 R' 称 为 三 维 实 向 量 空间， 而 天 ”中 的 元 
素 ， 即 有 序 三 元 实 汲 组 称 为 三 维 实 站 时 。 根据 这 一 点 ， 可 以 把 通 
常 空间 的 概念 加 以 推广 。 

设 f 是 正 整 数 。 由 7 个 实数 a,，a，,，…，9a，, 组 成 的 有 序 n 
数组 a= (a ，a,，…，a。,) 称 为 n 维 实 向 量 (简称 为 同 量 )， 
实数 a， 称 为 n 维 实 向 量 “的 第 5 个 坐标 ， 1<i<n. 所 有 7 维 实 
向 量 的 集合 记 为 R ， 芭 R*= {a as, …， a,) :aiECR，1< 
去 二。 设 C= (Go 0,) ,B= (0,， 0,，…,0,) CR”"。 如 有 果 
os=b;，i=1，2，…，#， 则 称 刀 维 实 向 量 a 与 B 相等 ， 记 为 
a=B, 定义 a+B=(a,+b, ap a, +0,), 它 称 为 向 
量 4 与 的 和 ， 显然 ，a+ BER*。 这 样 便 规定 了 RR” 中 向 量 的 加 
法 运算 . 容易 验证 ， R” 中 向 量 的 加 法 满足 以 下 的 公理 。 

(Al) 加 法 结合 律 ， 设 a，B，7ER”， 则 


(a+ PB)+Y=at+ (B+Y); 
《A2) 加 法 交换 律 ， 设 a，BEK”， 则 
a+B=B+a; 
(A3) 行 在 零 癌 量 ， 即 R” 中 坐标 全 为 零 的 阅 量 0= (0,0， 
-…，0) ， 使 得 对 每 个 ER"， 均 有 


a+0=a=0+4a; 
(A4) 设 oR*， 则 存在 RER*， 使 得 


athB=0=8B+a, 
向 量 和 称 为 向 量 4 的 负 向 量 ， 记 为 ~ a。 窑 易 看 出 ,a= (- 一 Ga， 
一 0 ，…， 一 G。)， 汶 里 (a,， doy ‘9 0 ) 二 0。 
利用 人 负 问 量 的 概念 ， 可 以 在 R” .中 引进 减法 运算 设 0， 
BCkK”"， 则 规定 同 量 4 与 B 之 差 为 c+ (~B)， 并 记 为 a~-B。 显 
然 ， 如 果 a= (a,， qs a.), B=(b,, 5, 9,), 则 a~8B 


一 (ca 一， a,.—b,, 本 a, — 5,). 
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一 印 径 与 丸 " 中 向 量 的 渠 法 规定 如 下 设 AER, a= (qi, a,, 
a ER， 则 Mz= (Chas, ha,, ,Ka .) 称 为 纯 量 ^ 与 同 量 
“的 乘积 量 热 , ek, 并 且 容 易 验证 ， 纯 量 与 向 量 的 条 法 满 
足以 下 公理 . z 

(M1) 设 X，LER，o€R*,: 则 QF) 人 (po 
M2 对 任意 cER*， 均 有 1.x= c。 

量 的 加 法 和 纯 量 与 向 量 的 乘法 之 间 有 以 下 关系 : 
DD 设 AR,，c,，BER”， 则 z 
Mut+ BR)=Aa+AB, 
(D2) 设 A， LER，o€R”， 则 

(A+H)0=Aat Pe, 

R” 疾 同 向 全 的 加 法 以 及 纯 时 与 向 量 的 乘法 一 起 黎 为 维 实 
问 量 室 间 。 有 了 时 也 径 称 RR 为 维 实 向 量 空间 ， 

同样 可 以 定义 数 域 玉 上 n 维 向 量 空间 。 设 cl as，… 14;€F， 
则 有 序 数组 (aij，oj，…，o,) 称 为 数 域 己 上 ? 维 向 量 。 数 域 
天 上 所 有 # 维 向 量 的 集合 记 为 已 ” 。 数 域 上 1 维 向 量 的 相等 、 加 
法 以 及 纯 量 〈 即 己 的 元 束 ) 与 数 域 了 上 n 维 向 量 的 生 法 的 定义 如 同 
下”"。 数 域 了 上 1 维 向 量 的 加 法 、 纯 量 与 数 域 F 上 n 维 向 量 的 乘法 以 
及 这 两 种 代数 运算 之 间 的 关系 所 满足 的 公 \ 理 也 都 与 丸 * 相同 。 1 
计 辣 向 时 的 加 法 呈 及 久生 与 向 量 的 大法 一 超 和 为数 扩 有 二 ， n 站 


雪夫 澡 省 和 


各 Cr 让 的 向 量 称 为 从 向 量 , 
与 通常 空间 一 样 ， :可 以 引进 数据 王 上 维 向 晤 空 间 "的 卫 
数 概 念 。 所 谓 定义 在 对 维 向 量 空间 F ”上 而 取 值 在 数 域 下 的 一 元 > 
冰 数 是 指 F” 到 的 一 种 对 应 规律 f， 使 得 对 了” 中 每 个 向 量 了 
依照 对 应 规律 3 可 以 叭 一 地 确定 了 中 一 个 元 素 了 (6) 与 之 对 
应 . "例如 ， 设 = (x;，x:，…，x)EF=， 则 FE) =x 寺 X,++- 
+X、 就 是 一 个 定义 在 F” 上 而 取信 在 的 一 元 也 数 . 同样 ， 所 谓 
1 维 同 量 室 间 下” 上 的 元 函数 是 指 一 种 对 应 规律 了， 使 得 对 每 
33. 


一 个 由 个 向 量 生 ，$,，…， $1" 组 成 的 有 序 & 元 向 量 组 
(5 2 依照 对 应 规律 上， 可 以 唯一 地 确定 下 中 一 个 
元 素 fs，5: …，55) 与 之 对 应 例如， 人 臣 Si = (Xi Nis, 
2， 则 有 
就 是 二 ”于 的 一 个 玉 元 函数 。 
设 5，5 pm，5) 是 ”上 的 一 个 元 函数 。 如 果 对 每 个 
i 1 过 1 之 hh， 均 有 
FE 
=Af (6 £7 11 Er “> Es) 
十 
其 中 2，KEF，n，6CF”， 则 (61，5,，*…，5。) 你 为 R 重 线性 
函数 例如 ， 设 全 = (el or Ge) 1,2 
则 了 (S$，$,，…，6,) = alias…aus 是 一 人 重 线 性 函数 
例 1 确定 上 上 所 有 二 重 线性 函数 . | 
解 设 51= (a ，a1s)， $s= (cc ， 且 设 s 
= (1,0),e,= (0;,1). 风 S, =al.e1+01.8052 =0s161+4, ,6,. 
设 f(51，s，) 是 一 个 二 重 线性 也 数 。 则 由 定义 
f (61, §.)=f(a11s1+a1sEes, 02161+0,,5,) | 
=Giifeidyisil+ay 5 )+afsiay si 十 Gy5，)， 
=Q110,1f (ci er) targisf (er, e2) 
+Glasif(e，s)+aiyayyr(cs，，s，)。 加 
这 表明 ，f(5,，5,) 完全 由 4 个 值 f (se,,， 81)，f(s,，E.,)， 
f(s,，s1)，f (ce ，s:) 所 确定 。 现 在 设 a，5，c，d 是 五 中 任意 
四 个 数 ， 记 
f 8, §2) =a1107910+a110s2b +a01C + a01s0,2d. 
容易 验证 ， 1(51，5,) 是 ff 上 的 二 重 线性 函数 ， 
设 帮 sb 6.，…，S:) 是 了 二 的 R 重 线性 范 数 。 如 果 对 任 
意 i,，.]， li jh， 当 同 量 ; 与 s; 相同 时 ，/G 62 
54) 的 值 为 0 则 f(s1，5，，…，5) 称 为 反对 称 的 ,例如 ， 设 . 
54 


E = {aq,, a,,)，, €,= (ga,1， a EF’, 列 


dl) ar | 


f (E16,) 


一 Co 一 il 


G。，1 Ud,, 

是 上 ?上 的 有 反对 称 二 重 线性 函数 。 
关于 ”上 反对 称 重 线性 函数 ， 有 

:定理 1 phi < ，…，5) 是 fF” 上 此 重 线性 函数 。 则 

f (Es Ss, 7 E,) 是 反对 和 的 必要 且 充 分 杀人 为， -对 和 各 1， 

j,i jh 均 有 :… : 
了 ev 5 i， ‘…， 


i 浊 生 


,Ei) = Es 1 二 “7 
(2.1.1) 
即 任意 对 调 (6，,，&,，…，#,) 中 两 个 向 量 元 的 位 置 , (€,， 
€,，…， 上 5,) 的 值 变 号 | 
证 设 f1(E,，5,，…，5,) 是 反对 称 的 ， 则 对 任意 i，7， 
1]<1A] 过， ” 
f (E13, ey Sitéj, 1 0 
因为 1(E，,，§,，…，5,) 是 重 线性 的 ， 所 以 ， 
f(E1, 7s Ei +Ej, 7 E+E 1 €,) 
=f (Ej, £7) Ei 1 EE,) | 
+ 
四 +fé,, 了 0 < 6,) 
tf s,s Ej, ot, Ej 1 £3) =0. 
担 用 一 次 (1,，#,，…,$,) 的 反对 称 性 ， 便 得 到 式 (2.1.1) 
反之 ， 设 式 〈2.1.1) 成 立 。 则 对 任意 ;7 1<i#j<h 
f (Es, £7) €, 2 Eo, €) 
= 一 上 (人 
因 浊 了 人， 与 和 =0。 所 以 FE 去， 
;) 是 反对 称 的 ， | 
议 f1 (6561561,，…，€,) 是 ”上 元 汤 数 ， 月 全 5; 是 ”中 
第 7 个 分 量 为 1 其它 分 量 为 0 的 向 量 ，i=1，2，…，n。 如 果 
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fs ss) =1， 则 了 (1,$,，…，$,) 称 为 规 范 的。 例如 ， 
设 $Si 二 (gyi ai Qi3)EF*，i=1,，2，3。 上 且 设 
/ di Gls U13 | 


”= En 
f (§,,， 5,， 53) = G1 Go G3 1s 


ds Ca 038, 


其 中 右 端 为 三 阶 行列 式 。 则 帮 E,，5,，5,) 是 三 维 空间 让: 上 的 
一 个 规范 反对 称 三 重 线性 函数 。 改作， 有 

定理 2 设 1(5,，5,，5,) 二 维 向 量 空间 FF! 上 规范 反对 
称 三 重 线 必 函数 ,日 Sa a.,; a1)，1=1, 2，3; 册 


Ci di Gri 

ee | 
f(z, S29 33) = U1 0 ,» G3 i'. 
ds1 4:3, Qs | 


证 记 s,=(1，0，0)，s,= (0，1，0)，s ,= (0, 0， 1 


-ais 六 i = 1,2,3, 因为 1 ys， 


7 了 一 工 


册 ] ,= (Gj1, G12, Q; 


6;) 是 三 重 线性 的 ， 所 以 

f (S51, §,., $5,) = : >》， aaayifz， 6,, 61). (2.1.2) 
1<r, s, 1t<3 

因为 (5,， 3. 5 s) 是 及 对 称 HY， 所 以 当 f(s,, CE, < ，) 的 下 

标 7,S,t 中 有 两 个 相同 时 ， fls,, E cy E,) = 0, 于 是 式 (2.1.2) 

化 为 | 

f (51, 5,, $1) = 》, Gi,0, 0s ff(8,., Es, E641), (2.1.3) 


Sr 1&3 
rs 9t 两 两 不 等 1 : 
由 于 7G， 8. 5,) 是 规范 的 ， 册 此 fs ，s:，s:) =1。 由 定理 
1 得 到 ， 
f(e,, €,, E,)=f(8,, Es» 61) =f (s,s, £1, 5s) 


= fe, ez es) = 一 二 
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f (es, €1, €2)=f (es, Ei1, £3) =f(es, £0, £3)=1., 
由 式 〈2.1.3) 得 到 ， | 
f (5,, §,, ‘ 2) = O110220ss tos02108 :+012023041 z 
O10..031™ G1202103 ~ uidssdya 


这 就 证 明了 定理 2 . 
习 题 、 


1 设 和 Cn za) 与 全 = (y1，>) 是 一 地 实 向 旺 ， :指出 
下 列 二 维 实 向 量 空间 R* 上 的 二 元 实 函 数 中 哪些 是 二 重 线性 
函数 ? 
C1) {S152)=1l; C2) f (S180) = (Xi YI) FX yas 
(3) f(E1, 2) = (x1 +ty1) Ky) 
(4) f (Si, E02) =x ys — XY; 
(C5) f(51, §2) =X1 Yi 十 Xoys。 
2。 设 3531= (Xl1，Xs，X,) 与 5 = (y1，y:，Ys) 是 三 维 实 疯 
量 ,而 61= (1，0，0)，s: = (0,1，0)，e, = (0，0，1) 。 证 明 ， 
三 维 实 向 量 空间 R!: 上 的 每 个 反对 称 二 重 线性 函数 都 可 以 表 为 
f(§,, €, )= (xy, -x,y1)f(e,, E2) | 
+ (XxX ys —X,y1)f(e,, e,) 
+ (xX, Ys, ~ XxX, ys.)f(e,, ec,). 
3。 设 =-((X19 Xs XX,) 与 =(y，y yy》 
是 7 维 实 向 量 。 定 义 
f (é,, 62) =X1Y1+Xs y+ “+X 3。 
验证 了 ($,， $) 是 1 维 实 向 量 空间 k" 上 一 重 线性 函数 、 


$ 2.2 nn 阶 行列 式 的 定义 与 性 质 


上 节 定 理 2 揭示 了 三 阶 行列 式 的 本 质 、 它 说 明 ， 如 果 将 三 险 
行列 式 i 
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Gil 0 ds 


| 
1 U22 3 | 


dd, 1 dU,» GU,s \ 
中 每 个 元 素 ay 视 为 变量 ，1 志 i，; 志 3， 婴 将 每 修行 二 = (4y1， 
ais，4i;s) 视 为 三 维 向 量 ，1 志 i 志 3， 则 三 阶 行列 式 即 等 价 于 三 
维 同 量 空 间 上 的 规 沁 反对 称 三 重 线 性 水 数 。 这 就 为 推广 三 阶 行列 
式 为 n 阶 行列 式 提供 根据 。 

定义 ”11 维 同 量 空间 上 ”上 的 规范 反对 称 7 重 线 性 函数 称 为 
数 域 天 上 阶 行列 式 函 数 ， 简 称 为 1% 阶 行列 式 , 并 记 为 det 人， 
gE EY ®* e 0 ss。 

对 于 给 定 的 5 = (qi Gisy "Qin) EF", i=1,2,.…,n, 
可 以 将 wi 个 数 aii1tFf，1 志 i，;7 志 n， 排 成 如 下 的 正方 形 表 ， 


Ci Udi: | 


| 
其 中 第 i; 行 由 向 量 $; 的 # 个 分 量 组 成 。 4 称 为 数 域 P 上 zz 阶 
方 降 。F” 上 4 阶 行列 式 函数 det (61，$，，…，6。) 在 6,=6&1， 
i =1,2,…s1 的 取 值 det (59，E9，…，E9) 记 作 
| a,, d,s sr Qa i 
detA=| 2 2 fe 
da Gn2 1 Qss | 
根据 定义 ， 可 以 推出 4 阶 行列 式 具有 以 下 性 质 。 
定理 ] 〈1) 对 换 半 阶 行列 式 的 某 两 行 ， 其 值 变 号 
( 2 ) 1 阶 行列 式 的 某 一 行 遍 驰 以 某 个 数 ， 加 到 另 一 行 ， 其 
值 不 变 ， : 
《3) 7 阶 行列 式 的 某 一 行 遍 肝 以 数 人 ， 其 值 为 原 行 列 式 
的 人 僧 ， 
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具体 地 说 ， 设 半 防 行列 式 为 〈2.2.1) ， 则 和 
《1) 


Grr dr '* Gi, Ol: Cr … Gis 


| 
1 
: 
| 
: 


,| 。 | > z 
:Gi Gs ”Cj lz ,sl Qis 0 (is 
学 过 各 2 一 | 唱 | 里 二 多 
! 由 A 
Gi: dis 人 | Gj Giy “Ujn 
中 重 昌 A ' 
| | 
| ,1 G2 Cn > G1 Ge2 | Us» 
《2 ) CG) 1 Ud. 和 Gn 
| | 
这 中 重生 由 着 晤 和 | 机 
| i 
Gi1 + Aaj di + Aajs “" Gin + Adi, 1 行 
1 
申 二 事 看 血 
i 本 
Gj, Gj 机 人 7 a 了 条 
以 sl: 4 : 机 UG,s / 
di Cr 人 Os 
| Gi2 ee 
一 | LL | 
| ' 
or gps ~ ar 
[ 本 学 | | 
| " 六 | 
| 
) Ge! C2 den 
《3) Uli CGI: 机 好 1 Uy: dd;» "Ul, 


审 


Aai : 人 ai ， “2 和 0， ，。 i 行 = 人 如 jl Gi， ~ Qis ‘le 


过 上 闪 各 关上 烛 硬是 昌 茹 第 池 费 遇 中 需 生 第 妆 第 于 介 并 


Cal dss “” Qas Cnl UU,. 机 


证 记 8 = (gr1s Gess 9 Gris)s t=1, 2, ..., 下 由 上 
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市 定理 1， 
det (6 Es det (és Es Ej,). 
此 即 为 (1) ;由 于 det (6€1,6,3.… 6,) 是 重 线 性 的 ， 所 以 ， 
det (全 二 = det (6 5623.36,) 
+ hdet (E11.e sb ss E11) . 
1 J 
因为 de1 ($1,6，，…,$》 是 区 对 称 的 ， 散 得 (2)， 因为 det， 
sp 是 i 重 线性 的 ， 所 以 ， 
det (§,,:*， “hE ss 5.) =Adet (SE, 9 S ) ， 
下 即 为 (3) . | 
推论 《1 ) ?2 阶 行列 式 的 某 一 行 的 元 素 全 为 零 , 其 值 为 0 3 
(2) nn 阶 行列 式 的 某 两 行 的 相应 元 素 相同 ， 其 值 为 0，3 
( 3) ?2 阶 行列 式 的 某 两 行 的 相应 元 素 成 比例 ， 其 值 为 0 。 
证 ”由 定理 1 的 性 质 3 即 得 (1)》 ， 由 定理 1 的 性 质 1 或 者 
2 阶 行列 式 的 反 对 称 性 定义 即 得 〈《2) * 由 定理 1 的 性 质 3 与 本 
推 论 之 (2) 即 得 (3) ， 
定理 2 ”如 果 # 阶 行列 式 的 某 一 行 是 两 组 数 的 和 ， 则 其 值 等 
于 两 个 8 阶 行列 式 的 值 之 和 ， 这 两 个 行列 式 除 这 一 行 外 其 它 各 行 
与 原 行 列 式 相 应 的 行 相同 。 具 体 地 说 ， 有 


dii 机 dls ] U11l “"' Qn i 

] 

a 1 + Db,i Gis 十 Di， 一 dil go 
| 

Us,1 Un a,, Cnn | 
Cii Cl1a 
十 Di; b 刁 帮 
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证 i Ei = (G190829' CD) R=1,2,.. ,7 7; = (bi1, 
0 出 于 det (61,6, ,5.) 是 4 重 线性 的 ， 所 以 ， 

det (&, ss 十 好 ; ) ) = det (5 0) 

? 
+ det (二 ， ;9 
2 

此 即 所 欲 证 明 的 等 式 。 
” 同 题 是 ，n 阶 行列 式 是 否 存在 ? 如 果 存在 ， 是 否 唯一 ? 为 了 
讨论 这 一 问题 ， 先 引进 如 下 记号 。 和 

对 于 ,= (GilyGis 0a) El”, ?三 1 可 以 确定 
#1 阶 方 阵 A, : 


(zx 1 他 四 dsn ‘ 


刘 掉 4 的 第 i 行 与 第 1 列 ， 得 到 一 1 阶 方 阵 为 


dl2 0 如) 
di-1,2 di-i,s . 
it1,2 人 
Qn,2 n,n 


记 1 一 人 (GkzsGia5 sain) 4 一， 7is=《GatlsyGryis9》 
“Qnt1n)s < 站 一 1 .Wy EF "- » 设 Cot On snes 91).-1) 
为 84- 工 阶 行 列 式 函 数 。 记 
=(-1 + det (ns Ni:,s-1) 
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= (~1)i+t1 di-1,? (ii,s 
Uit+l,2 (Qit+tl,n " 
Cns “"? Uns 


定理 3 设 f>1， 是 设 det(7T 572 5 91 ,1) 是 #1 阶 行 - 
列 式 国 数 。 则 
1 (=， ,5 2 5) 一 yuoai 1 ,， 


tr 二 1 
十 # 阶 行列 式 函 数 ， 
证 设 人 HE ， Or = (draiyatsy 2284a)9 B ,= (ds19b42 
2 了 且 设 5 =7or+ HB,, Ei = (asiyais，…oGin)% i Re- 


1c 
Gil ""*” Qi, 


= 和 2 + Lb, "? Moi + bs, R 行 
» 


Cl Ca f Q11 | 


B= IAA 机 Cn R 行 C= bi 机 D 


Cs 1 0 Cnn, | ~ 有 


则 当 i 六 时 ， 
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0 | 虽 硬 生 何 | 


Qi-1,2 dj-1,n | 
本 = (~ 1) + iT1l,2 Ci+loa 
fi 
~ | 
22 + Pb, Ri + brs 
] Rk 行 
a, ~»? Uns | 


午 于 %=1 阶 行列 式 函 数 是 n-1 重 线性 的 ， 因此 ， 
A,,=25B,,+LC,,, 1k, 


而 


Hr 


1 wa cv 
(一 1)2+ QF-1,2 机 = B11=C,ie 


人 12 机 dti,s 


| 
ss “dss 


短 此 
f (&, "sho + Bs EE,) = Qa +t Lbs) Ait 2, ai1d,, 
z i 二 
=aBs 1 + Ho Cit Yar (0B + LAC,) 


i 记号 


= (2 B+ DaiBs, )+ (pbnC + ua C,, 
六 是 $ 大 上 
= 人 人) 
到 f (é, ,6 "9,) 征 9 重 线性 拘 。 
设 61=6j= (bb ss b,) = 0， i Es = (Gil G29 “9 | 


"Jin)s Ri,j。 志 
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Aj, = (—1)i+" 
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i 


ai: Uin 
b，, b, ff 行 
ba 和 行 
dns "Orn : 
| Ql? QL, 
b， 了 
0， 
b, ba | 
| Qn2 Unn ] 
C12 Gln 
Ci Uj-1ss 
i+1,2 (i+1,s . 
多 
b, b, 
Ca 2 Unn 
Cl. Gin 
b, b, | 
Ui-1,? Ti z 
Qji+1,2 jit+l,n i : 
Un2 ” Cs as 


由 定理 1， dj = 2 一 。 因 此 ， 
f E19, 6.) = 》， oA tA +b 41, = 0. : 


大 尖子， 7 


ee ". 记 " 阶 力 孟 为 


OO 
oo 


: 则 
10..0 | 
FE,,=101%0|=1, E,.=0, ii 
00...1 
-因此 


fle,sé2s, 82s.) =1*b,,=1, 

所 以 FE) 是 规范 的 。 于 是 了 (5 ) 是 8 阶 

行列 式 兽 数 。 
定理 4 2 阶 行列 式 函 数 存 在 。 

证 对 #4 用 归纳 法 。 当 nn=1 时 ， 6= (a) tPF ， 其 中 人 ku 。 
则 det (8) =G 显然 是 1 阶 行列 式 国 数 。 假 设 4-1 工 阶 行 列 式 通 数 
-det (7s,… 90,-1) 存在 ， 则 由 定理 3， 定理 3 中 定义 的 阴 数 
5) 是 4 阶 行列 式 通 数 . 因 此 % 阶 行列 式 函 数 存 在 、 

为 了 证 明 + 阶 行列 式 函数 的 唯一 性 ， 需 要 一 些 有 关 自 然 数 + 
2，…， 和 的 排列 的 基本 人 性质， / 

设 i,i，，…sis 是 目 然 数 工 ，2… sn 的 一 个 排列 。 如 党 当 
pp<g 时 ，f1>i， 则 ii 称 为 排 列 i i… i 的 一 个 逆序 。 排 
列 和 pp 中 逆 序 的 总 数 称 为 i1…1， 的 逆序 数 ， 逆序 数 为 偶 
数 的 排列 称 为 偶 排列 ， 否则 称 为 麻 排 列 。 排列 和 fa 1 的 奇偶 
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性 符号 5 (037 规定 如 下 : 
| 1，, 当 i172"1, 为 俩 排 列 时 ， 


一 工 ， 当 1 12 … “1, 为 可 排列 时 。 


对 调 排 列 站 ip 中 两 个 数 i 与 i ， 其 它 的 数 保持 不 动 
得 到 一 个 新 排列 六 1 由 于 得 到 也 7 - 庆 的 过 程 称 
为 对 记 ii…i。 施行 一 次 对 换 。 如 果 对 换 的 是 Li,…i, 中 两 个 相 
邻 的 数 i ,ip+1， 则 这 样 的 对 换 称 为 相 邻 对 换 。 


命题 1 一 次 对 换 必 改变 排列 的 琳 偶 性 ， 

证 分 两 种 情形 ， 

1。 排列 让 …ipip+ti…is 经 过 一 次 相 邻 对 换 变 为 站 让 
gt 时) 当 和 <iori 有 时 ,排列 和 和 pr 的 逆 - 
友 数 比 11 的 增加 1 当 记 这 iri 时， 排列 1 1， 
ti 的 逆序 数 比 ipip+ti"i 的 减少 和。 因此 一 
砍 怕 舍 对 换 改 变 排 列 的 可 偶 住 ， 生 

2。 排 列 刘 ?i 经 过 一 次 对 换 改 变 为 i， 

i i 六 种 对 换 可 以 通过 有 限 次 相信 j 换 实现 。 例 如 ， 先 对 换 
It 于 对 换 1o1p+y 人 p 次 相信 
对 拱 ， 得 到 排列 说 ?oiptriipto'igip…i,。 然 后 对 换 1-，， 

iv， 再 对 换 1- 1，…， 最 后 再 对 换 1siyi，: 共 q (b+ 到 次 要， 
邻 对 搞 ， 得 到 5 ua 因此 ?7 … 1 "i 
i 可 以 通过 2(g 一 了 ) 一 1 次 相 邻 对 换 变 为 i…ig…ip'…i,。。 由 于 
一 次 得 骂 对 换 改 变 < 徘 列 的 奇偶 性 ， M2(g— p) 1 为 奇数 ， 加 此 
Fi Si 1 是 一 阁 一 偶 的 。 命 题 

1 证 毕 ， | 
命题 2 任意 排列 i i,…i, 都 可 经 过 有 限 次 对 换 变 为 标准 排 
列 1 <…2?， 并 且 对 换 方式 不 唯一。 

证 ”对 4 用 归纳 法 。 当 n=2 时 结论 显 然 成 立 ,假设 结论 对 - 
一 1 民 讶 。 因 为 ii.*…i, 是 自然 数 1,2，…,n 的 一 个 排列 ， 所 以 
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Oi 2 了 )》 = 


- 必 有 某 个 i 二 对 换 ? i ， 得 到 排列 人 pi 名 oiipti 11 
显然 ， i 是 自然 数 1,2,… ,1 一 1。 由 归纳 假 
设 ， 可 经 有 限 次 对 换 ， 将 变 为 标准 排 划 
12…( 一 也 。 从 而 ii 可 经 有 限 次 对 换 变 为 标准 排列 。 

在 上 而 证 明 中 ,将 1 变 为 站 pi 时 ， 
既 可 直接 对 换 1is， 也 可 通过 相 邻 对 换 实现 。 因 此 对 换 方 式 不 
稚 一 。 

命题 5 设 排列 i,i，…i, 经 过 s 次 对 换 变 为 标准 排列 ， 则 s 
的 奇偶 性 与 is…i 的 奇偶 性 相同 ， 并 且 5( 和 )= (一 DD。 

证 ”由 于 标准 排列 1 2…n 的 着 序数 为 0 ， 所 以 1 2…m 是 偶 
排列。 由 命题 1 ,排列 1.i,…i。 经 一 次 对 换 改 变 奇 偶 往 。 测 排列 
?2 "1 > 次 对 换 变 为 偶 排 列 1 2 因此 , 当 3 为 奇 
排列 如， s 为 奇数 ， 当 i1,…i, 为 偶 排 列 时 ， s 为 偶数 。 即 s 的 


奇偶 性 与 i,1a…i, 的 相同 。 由 6(3 了 “… ) 的 定义 ， 即 得 


3(; 2 )=(-D.. 


i i 
现在 来 证 明 阶 行列 式 函 数 的 唯一 性 ， 
定理 5 2 阶 行列 式 国 数 det(&,,5,，…,5,) 是 唯一 的 。 并 且 
当 5 = (gy190s 39 Qa), f=1,2,.… 0 时， 
Qj Gl, oa 


ds d,s 09,, | 


| 32) 


| 2 好 


Coal On2 … Cn 
0 


其 中 让 ip 是 自然 数 1 ,2…,n 的 排列 和 号 YY" 表示 
(} 2 0) 
1"2 | 


对 六 …i, 遍 历 1,2,…sn 的 所 有 排列 求 和 。 
07 . 


证 - 记 后 = (qi rare 2 i9 其 中 sj 是 第 7 个 


分 量 为 工 其 它 分 量 全 为 0 的 了 维 间 量 。 由 于 det($,,64.…6》 
是 重 线性 的 ， 因此 ， 


det(S 9 209° 6 )=det ( 2, Qi E152 Ss 六 ， 


i 1=1 
| <“ 、 江 到 
一 2 Ci ,det(e1. .8,135,), 


出 ss 人 ?总 > 分 别 作 同样 考 罕 ， 得 到 
det (5， ,2 $,) = 2,- it, Gg, \ 
gi i i z 
| - “det(e, 9Ei 3 ，) (2.2.2)， 
因为 det(e 6 ,) 是 反对 称 的 ， 所 以 当 se， <= cs; 时 ， 
det(si6i "E41 5 a) 二 10。 因此 ，… : 


det (£1.85, ) = 2 Ge Gas GCs, 


. ‘det (és 198;: 04 961, )。 i 
2 两 两 不 等 时 是 自然 数 ] :< 0.98 的 排列 


2 | 
det (S， ) “9 证 a) 一 2 Gli doio Ca 
F. ”) 
1 2 z 
“det(e; 671.91 )。 (2.2。3》. 


因为 det ($1,$,，…5$,) 是 规范 的 ， 所 以 det(els ye ) =1 

现在 计算 det(Eei yy 6 3 36 ,,) 的 值 ， 其 中 i112 ,是 1，2， 
… 8 的 排列 。 上 由 命题 2 ,排列 让 is…i。 可 经 有 限 次 ( 设 为 8 次) 

对 换 变 为 标准 排列 1 2…p。 因 此 ，det(ei si ys， ) 也 可 经 

次 同 量 的 对 换 变 为 det(s1,e,，…,8,)。 由 定理 4， det(e ye 
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51.) 中 向 量 s; ;6;,，… 
改变 一 次 符号 ， 因此 ， 站 全 时 3， 
det(e,,»61,s 

12 

全 


将 它 代入 式 〈2.2.3) ， 即 得 定理 5 


定理 5 给 出 了 n 阶 行列 式 函 数 det (ES 。， 
in)» i=1,2,.,n. 


式 。 络 定 fi 个 向 量 $, = (GyGi 1G 
S52，…5, 可 以 确定 一 个 志 阶 方 阵 4 


Gl, 


Qu Qs 和 
4= G1 G2 °° 0,, 


\ a, Qa 


ns2 "" Un 


,8 1, 每 对 换 一 次 向 量 i ,与 i, 的 位 路 ， 凌 佳 


> 


in) 二 《一 二 ) le En ) 


.的 明显 卖 达 
,HR。 由,， 


<， “ rr : 
量 和 二 由 | " 
es, " - 
四 i 
~ ， ” 
™ 
一 王 


站 


方 阵 4 简 记 为 4 = (a,;)， 其 中 i 表示 4 的 第 i 行 第 j 列 二 的 元 
素 , 上 < jn 7- 天 行 列 式 函数 :det(E，S， py 在 5 ,= (ee 


Ci 3 0 ) > 一 ] 2 


记 为 det4， 即 


| 

Vi Ci: Uls 

| 

| dU,!: (0,. a 
2 

detA=| 
.| \ ， 
人 1 0G, ,> Ca。 


理 5 说 明 ，det4 是 ny 个 形 如 6(} 2 2 


定理 
项 之 和 ， 每 一 硕 是 方 隆 人 中 个 元 素 a ivot ? ， 


偶 性 符号 8(; ”下 ) 的 连 泄 积 。 这 


4 ,是 依次 从 方 隆 4 的 入 1 ? 2 9 
Nii, 和 
A tls 中 i 


;处 的 取 值 也 称 为 #Y 阶 方 阵 # 的 行列 式 。. 


需 出 间 1 
.3 )" Cr 2 
符 


:Go 以 及 柯 


义 . 个 元 素 a，， 1 人 2 9 
6 行 各 取 一 个 元 素 构 训 的 。 


让 是 1 2 ，…，# 排列 rps 人 
i。 列 各 取 一 个 元 素 构 成 的 ， : 
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自 定 理 3 ， 定 理 4 与 定理 5 立即 得 ， 


推论 detA4= Ya;,4,,. 
f= 1 
例 1 证 明 下 面 的 等 式 成 立 ; 


| Qi 0 … 0 ! Gs “"" Ge。 
Q,! 422 gs | 
二 Qi ete . (2。.2.4} 
| ] 
dy Ga2 Go 0d, 2 ”” G.。 
证 仿照 定理 3 中 关于 # 阶 行列 式 的 存在 性 的 证 明 。 记 


“did 0 。 0 
| d,s! Gd,, a Cs 
Qs qs 1 0 | : 
对 每 个 i ， 划 掉 A 的 第 i 行 与 第 1 列 ， 得 到 一 个 nn -1 阶 行列 式 ， 
记 这 个 n 一 1 阶 行列 式 与 (1) +! 之 乘积 为 A,,， i =1,2,…,n。 
则 由 定理 3 的 证 明 得 到 / 
detA=a,,A,,. 
这 就 是 等 式 (2,.2.4) 。 
给 定 # 阶 方 阵 4 = (a;;)。 将 方 阵 4 的 行 排 成 列 ， 将 列 排 成 
行 ， 得 到 的 方 阵 称 为 方 阵 4 的 转 置 方 阵 ， 记 为 4/。 即 
10 Qo … 0 
证 = (Gps90279 001), 7=1,2,..,m, RY) det (yy ,n,n,) 
=det47 
定理 6 行列 式 经 转 赴 后 其 值 不 变 ， 即 det4’' = detA， 
证 记 A4= (65;;)， 其 中 b,j =2;;、] 之 i,j 达 ns。 由 定理 5， 
《0 


~ A's= 


Qj, GQ,, 机 Con 


detA’= 下 6( .。 1555 ‘Dai, 


1 2 P| . 2 1 
‘1 2 i z z 
= Bi eam 
(3 2 17>… 了 | 全 Ld 
} 3) | | 
= ] 2 “* 7 日 » 
对 于 上 式 右 端的 项 6(3 了 jorners.…ares， 由 于 iie…i 


是 1，2…，% 的 排列 ， 所 以 在 ii …i, 中 必 有 i ,=1,ij,=2,… 
i =3， 其 中 六) … 记 是 2， 的 排列 ， 于 是 a Oa 
arniaritenarigis = 0111021"…0a1se 另 一 方面 ,由 于 
| 2 ,因此 当 i, .i 经 次 对 换 变 为 标准 排列 1 2... 
n 时， 排列 1 2… 地 经 相同 的 对 多 方式 变 为 Pr 7。 所 以 
1 EE OR Ce 
bas = 6 (} 六)a1i0s1.…01,。 最 后 记 1,2，,…sn 的 所 有 排 
列 的 集合 为 卫 ,。 利 用 等 式 a; ,14;,2…ai,s 可 以 建立 P, 到 自身 的 
和 Pi =71 71。 显然 映射 中 是 双 射 。 因 
此 当 了 和 遍历 也。 中 所 有 排列 时 ， j17,…]。 也 遍历 吕 , 中 所 有 
排列 。 之 训 证 明 ， : 
/ 1 2 ... 
detA’ = | EE dsj Ge) 
由 定理 5 即 得 , .detA’ = det4。 
定理 6 说 明 ， 在 rp 阶 行列 式 中 , 行 与 列 的 地 位 是 平等 的 ， 也 就 
是 说 ,nm 阶 行列 式 的 每 一 个 关于 行 的 性 质 对 列 也 必定 成 立 。 反 之 亦 
然 。 因 此 定理 1 、 定理 1 的 推论 以 及 定理 2 中 提 到 行 换 成 列 ， 结 
论 仍 成 立 。 : 
最 后 对 阶 行列 式 的 定义 作 一 点 说 肯 。 
设 A= (a, 站) 是 1 阶 方 阵 ， 则 detA = det (S$, ,8,," ,人 )， 其 中 
E,= (a; gis "90 EF”, i=1,2,.n. 由 于 F" 中 的 询 量 是 写 
71 


成 行 的 形式 的 ， 因 此 FF" 也 称 为 4 维 行 疝 量 窑 间 ，K” 中 的 疝 量 也 
人 n 维 行 向 量 。 自 然 想到 的 是 ， 数 域 玉生 呈 数 组 7= (0, ,a,， 
…as) 7 邯 是 忆 上 ， 维 列 商量 ， 其 中 ciEF， i =1,2,…,n。 FF 上 所 
有 + 维 列 向 量 的 集合 仍 记 为 F"。 纵 列 向 量 加 法 规定 
(ga GD) 十 (3 
= (G, 十 Di 0 十 DG +6,.) >» 
纯 量 XeF 与 4 维 列 向 量 的 乘法 规定 为 
A(a, ,40,,.…,0 ,)” = Ca ,la ‘AG ) 
容易 验证 ， 列 向 量 空间 中 向 量 的 加 法 以 及 纯 量 与 向 量 的 乘 法 满 
是 4 维 行 疝 量 空 s 间 所 其 有 的 性 质 41， A2,A43, A4, M1, M2,D!1 与 
刀 2。 因 此 已 ?也 称 为 已 上 ?2 维 列 向 量 空间 . 同样 可 以 定义 F” 上 
的 函数 、 线 性 函数 、 反对 称 函 数 以 及 规范 玫 数 等 概 人 i 
7; 一 《Ga 3902) 9 ,0.1) EF ™, j=1,2, 
则 列 问 量 空间 FF” 站 规 省 及 对 称 1 重 线 他 加 数 辐 称 为 1 nn | 个 行列 式 
函数 ， 记 作 det(y 7)。 将 力 7 9 排 成 一 个 4 阶 
方 阵 4， 


Qi Ci “in\ 
U1 d,s Cn 

4 = ， 
人 nm 1 d,s dps 


其 中 7; 描 在 扫 的 第 产 列 ，7=1,2,… 0。 记 5 = (Qi1904129*…， 
a,,)，i =1,2,…,n。 不 难 证 明 ， 列 向 量 空间 已" 上 和 阶 行列 式 也 
数 det(7 97, 0) 在 7 = (@1) ,Gy; 0 ， 了 = 2 
时 的 取 值 等 于 行 向 量 空 间 F" 上 7 阶 行列 式 函数 det(€, ,56,,…， 
5,) 在 ;= (gi, ,qi,，…s0; ) 时 的 取 值 ， 即 
det (11 387, 9 sa) = det A= det(é) ,6, ,8,)., 

因此 方 阵 4 的 行列 式 detA 既 可 以 看 成 4 的 行 向 量 的 规范 反对 称 1 
重 线性 函数 ,也 可 以 看 成 4 的 列 向 量 的 规范 反对 称 ? 重 线性 函数 。 

{2 


习 题 

1。 在 自然 数 1， 2 ， 的 所 有 提 列 中 哪个 排列 的 送 序 
数 最 大 ? | 
”2. 目 然 数 1,2,…， 的 任意 一个 排列 i i “的 道 序 数 
与 正 序数 之 和 等 于 多 少 ? 

3. 证 明 ， 自 然 数 1，2…，+ 的 任意 一 个 排列 都 可 以 经 过 
多 1 次 导 扳 变 为 标 闪 排列 12. Nn 

4。 证 明 ， 在 自然 数 1，2…，4 的 所 有 排列 中 ， 一定 存 在 
这 样 的 排列 ， 它 不 能 经 过 小 于 nn 一 1 次 对 换 变 为 标准 排列 12…n. 
5。 确 定 以 下 的 奇偶 性 符号 . 
(1) | 1 人 nn-2) 本 1 1 


] 2 3 “(nn—l)}n 
(2) (io 3 人 


( 3) 5 (2 2 一 和 十 二 二) - (21 一 1) 2n )， 
2 4.. 20n 1)2n 1 3 2..(2n -3) (2n- Dh 


nl) nn n+1) (n+2). (2n—1)2n 
$4) 5(1 : 3…(20 一 3)(20 一 1) 2 4 2 1)2n) 


6。 确 定 正 整数 2 和 i 的 值 ,使 得 七 阶 行列 式 含 有 以 下 的 项 . 
(1) 一 52di5sd353s0140460210C7 7 
(2) 01104051047055053507j 。 


7。 写 出 4 阶 行列 式 


J!'5x 1 2 3 
-x x 1 2 
1 2 x 3 
X 1 2 2x 


?中 含 x? 与 x 的 项 
8。 求 下 列 ? 阶 行列 |] 式 的 和 ， 


{5 


9。 计 算 以 下 的 行列 式 。 
(1) | 


1 2 3 4 
2 3 4 1 
3 4 1 | 
4 1 2 3 


-cc -~e -0 
10。 证 明 以 下 等 式 。 
(1)ia bb C 


Gy 

| 
3 2 

3 一 12 
2 了 
3 2 
_T .2 
7 ,7 
a bb 
一 D a 
-cc —d 
-0 5c 


d 


a ai+b atbt+c atb+c+td | 
二 0 多 


a 2a+b 3c+2p0+c 4c+30+2c+D 


a 3a+b 6a+35+c 10a+60+3c+d 


《2) 议 Gif 二 Ciy1-1i 十 Gil 1 1 = 2 ,WI 


， Gil» Qla 


1 4,， 0 , 3 


?4 1 a,, a,; 


Gls 


1 


2 3 
5 2 
21 
一 1 
5 
4 了 
Ss 2 
1 3 
7 7 
CC qd 
d 一 C 
a b| 
0 |! 
,者 


li 
二 共 


1l, 设 1(61,5，，…554) 是 FF” 上 gk 元 函数 ， 如 朵 对 任意 整数 
3,J3l<i, 1 志 h，. 均 有 . 

EE ACR 
则 了 ,5,5,，… 5,5;) 称 为 对 称 的 。 数 域 忆 ”上 规划 对 称 " 重 线性 


数 称 为 上 阶 积 和 式 (Permanent) ， 记 为 Per(E， 会， ， 电 
‘£1 = (di190i29" yy )， i = 1]1,2,.…,1, 的 
Cil Ci2 GQ), 
d,} 0,， a,, \ 
可 = 


aa 
测 呈 阶 积 和 式 Per(E， 5。) 也 记 为 了 Fer4。 证 明 ， 
Per4= 2 4 : RT 


1 a :7 
A 


2. 3 Laplace 展开 定理 


给 定 a 阶 方 阵 
Gd1!1 Qi12 Ga， 
oa。， Qa 
它 的 行列 式 为 
Ci aQ,, (fs 
Orzril Gy; 他， 


0,; Ud,; “a... 


/9 


从 中 取出 第 i is 行 与 窜 ji 7 列 的 交叉 位 置 上 的 
元 素 ，1< 过 i 之 … <1 83，1 委 ):<1:，<<… 之 7 过 ?并 按 这 
些 元 素 太原 来 行列 式 det4 中 的 次 序 排 成 一 个 阶 行列 式 ， 它 称 为 


行列 式 det4 的 :办 阶 子 式 ， 记 为 (和 和 让 即 

Qiii! Qii, CT yp 
ii 

a qs pi gi,) | 


在 符号 A4(317*…;*) 中 ， 上 指标 iyis，…,is 是 行列 式 det4 的 
行 指标 ， 下 指标 ,i，，… ,ji 是 列 指标 。 从 行列 式 det4 中 删 去 
第 11512 9 行 和 第 1 : 1 >，… 1 列 上 的 所 有 元 素 ， 把 余下 的 
元 素 按 它们 在 原来 行列 式 det4 申 的 次 序 排 成 一 企 # 一 p 阶 子 式 ， 
它 称 为 p 阶 子 式 A(j* 7*.…7*) 的 余子 式 . 设 从 行列 式 det4 的 + 


个 行 中 删 去 第 说,i,,*… ,i 行 后 余下 的 行 是 第 i595i ri， “9 
行 ， 其 中 1<ipri 之 i#s 之 …<i,<n， 从 行列 式 det4 的 # 个 列 
中 删 去 第 fi yy ，… sip 列 后 余下 的 列 是 第 'Prayivtyy， … 7 中， 


其 中 1<jr <jnts<…<i,<n, 则 阶 子 式 A( 和 )) 的 


余子 式 就 是 n -A “7” ). 特别 ,一 阶 子 式 4(  》 
是 由 行列 式 det4 的 第 诗 行 和 第 询 的 交 灵 元 素 ci 构成 的 一 阶 : 
行列 式 ， 即 元 素 oj 自身 ， 即 4( ; }= a4i 而 它 的 余子 式 为 


1 2. 1) (+1).nN 
人 2 7 1) 0 
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G11 1 Ciyp+l 机 Gin i 


Gilsi Qi-isi-s Ci-isitl Ui-l9n 

一 | 。 
| - 
| Qit191 "0 Gitisio1l Grtrisi+l “0 Oitlss 
| 
| . 
| . 
| Opy1 ""° Gsi-1 C++ 机 a 


子 式 A( 让 的 余子 式 有 时 也 称 为 元 素 a11 的 余子 式 ， 
子 式 A(itia1) 的 余子 式 4( 亲生 亲生 全) 与 符号 


|p+s 1 p+2 na 


(一 1)2+22tt+po+ft+2t tip 的 乘积 (一 1 2 ptt Ti 


‘A(t 人“) 下 为 子 式 各 癌 ) 的 代数 全 于 相生 员 ; 


pf+17p+2 
元 类 a1 的 代 吉 余 于 式 为 CD Ad 人 1 “Dern 9), 
记 为 4， js. 

为 了 下 面 的 需要 ， 先 证 明 一 个 简单 事实 。 


全 是 1 下 进行 列 式 等 式 成 六 
Qlp 0 se 0 


[| 
me 
. 


pps “0 atilsp dptr9spt1l .SS Gption 


| 

| 可 

| ai Opp 0 ... 0 
\ 


Ga "”*” (0,p Qospt1 … Oss 
C11 … Ulip aptigptl Gotan 
= se | ee ~ (2.3.1} .， 
dpy °* GQpp)l) Ga.9pt1 a 


77 


证 对 pb 用 归纳 法 。 当 p=1 时 ， 式 (2.3.1) 即 化 为 上 节 
例 1。 因 此 式 (2,3,1) 对 p=1 成立 . 假设 式 (2,3.1) 对 p-1 
成 立 。 下 面 证 明 式 (2.3.1) 对 成 立 . 


i 


Qll dlp 0 0 / 
| 
| 

| dp) 量 避 者 Opp 0 sii 0 | 
_ 
4= 
Met191 1 Up419p+1 机 Gprisn 
: . 
! 者 家 
| | 
、 Ca 1 机 人 Cn spi1 机 Cu。 网 2 


:由 上 上 节 定 理 5 后 面 的 推论 ，- 
det4=arid +…+or 4 taptisgiAdp+rys1 t+ a, 1,,。 : 
:由 归纳 假设 ， 当 l<i<p 时 ， z 


4i: “Gp 0 四 0 


Ci … Gi-y,p (0 


CI+l.2 … Uj+i,p 0 


_ 二 1 
-514 =(-1Di+g ee 
dd,,» Op.p 0 0 
Gp+1,2 ptip Opti,pia e+ 
Cn 3 Cs P 人 spP+i 人 
U1. Ulsp Qp+i,p+1 Gp+1, 


= (1)it!ig,, Ci-1.2 ''* Ui-i,p 


8 


wr 


而 当 p+1i<i<n 时， 


村 | 


Gp-l2… Qp-isp 0 遇 
00,» 而 者 生 Cp,p 0 和 
QOpti,» 证 名 和 QQpt+1,p Cp+i,p+i 四 让 


Gi1A;, = (—1)'™aii 


| 要 和 曙 学 虽 潮 


4i-1,P Cin1,pt1l 
Ci+iz Ci+lp CI+lp+l 


Co : ”他 Qs,,p+1 机 
-全 
Ci， ， 0), 0 : 0 
Upti,s GQp+i,s 
人 sy i+1 遇 昌 证 让 重 一 
= ( 1) Ci Ci-l2 Gin = 0 
Gji+1,. 机 Ci+i as 
| ii。 。 
CCp-1i,s: Cep-1,p Cn ， Unn 
因此 ， 
det4=ai4d t+aid t+…+arid，i 
Gl， CI Optiy,pti Gotriin| 
p 
加 1 好 1,， 和 人 一 1 ， 
ma ; 《一 工 ) 十 Ci; 1 工 , 2 i il,F 检定 。 
f 二 Git1,2 Cit1I,p 
Up,s CC Un,p+1 ~ Cs 


投 由 上 和 定 理 5 后 面 的 推论 ， 
7 中 


| 

四 di 3 oa 413 “G1p 

uu (二 4 。 p 

21 2 了 pp 、 十 1 Ci -1 1 

= (一 1 Qi 1 . 
zf 一 Ci Giti,p 

Gp1 Up CPP | dps.» "*" Opp 


由 此 即 得 式 (2.3.1). 
命题 2 给 定 t 阶 方 阵 妇 = (qi;). 设 6;= Dy dijiEj, l<i 
， j=1 


n= (0,0,1,0,…,0)，1 之 jn。 并 且 设 1 之 h, 一 < 


2_ C ji,Q02j. "Goi dot (ej) Ej29 ES pS p+ 3 
(1°2°%p) 
| 1 1 p 
St = /A(R Ek,) (— 1) 二 
b+ + 
人 Att,), 


其 中 RR,.:.R, Rp+1…kR。 是 1 ,2,.… ,8 的 ] 排 四 ， 且 1 入 R + < 
<R ,< 去 1 和 和 号 >》 ， 表示 对 六 六 … 六 遍历 RE 


的 所 有 排列 求 和 。 
证 ” 先 证 明 


2 Qj Gs1, "pi, det (ej JyEj2 9 Ej pISp+t1 I p+t2 6,) 


| 0 。。。 0 QL 0 。。。 0 

0 。 人 Ge 0 。 

| Gprys] pt Gp+ilykti Gp+rloki+l Go+iiRy-l 
Ui 1 Qs Givitl 四 Ca 一 1 


Gig, 0 。 0 


Cpei 0 0 (2。3。2 
Uptiogp Cptlsgpt1 “** Cptisn 
dnsb Ce:zpt+l 机 Gayn 


事实 上 ， 记 上 式 右 端 为 A， 并 且 记 ,= 忆 "aei)T<i<b 其 
中 和 号 马 表示 对 了 遍历 R， ,ks ,ke 求 和 。 于 是 A=:det(&1, 
pSpt1i9'",,)。 因 为 行列 式 EE 和 重 线性 章 数 ， 所 pL A. 


z 泵 
一 2 CCaoF ‘api1pdet (e， jy 1 ,ej, Er 6 )» 
1 1，7 2，… 了 了 


其 中 和 号 5 表示 对 了 je 分 别 沉 万 Ri ， ho, kh 
7 1，72，… 了 9 

求 和 。 因 为 行列 式 是 反对 称 函 数 ， 所 以 ， 当 sj ,6;,，…,ey, 的 

某 两 个 下 指标 相同 时 ， det 《5 1 ， Er 1 bp Ep+t1) “9 €,) 疗 

要。 因此 ， 1112°"*]p 必定 Ri ,R， ) 的 排列 。 于 是 得 到 


A = 2 Qi.02.1."0p1, 
(“1*2°" Kp) 
i112'"i1p 


a 2 -det (ej; 67 ,Ej 


1 
这 就 证 明 式 (2,3,2) ， 

把 式 (2。3.2) 石 端 行列 式 A 中 第 玉 列 依次 和 第 A -1 列 ， 
第 ,一 2 列 ，…， 第 工 列 对 换 ， 于 是 A 的 第 大， 列 经 过 ,1 次 
对 换 调 到 第 4 列 ， 再 把 第 , 列 依次 和 第 ,一 1 列 ， 第 ,一 2 列 、 
…， 第 2 列 对 换 ， 于 是 A 的 第 Rs, 列 经 过 ,2 次 对 换 调 到 第 2 
列 ， 等 等 。 最 后 A 的 第 有， 列 经 过 A， -2 次 对 换 调 到 第 尹 列 由 
下 下 定理 1 《13 ， / 


Sptiy Si) 


SE 


.入 一 (— 1) +2+ P+ihlth2t"" thp 


la 。 Qi, 0 “0 0 | 


(dpi 和 和 Gps, 0 是 0 


CCpPp+lsk1i Gptiogkp Gept+1)8p+1 ~" dp+1sn 


(d,s “” (das y Ons, + 


于 是 由 命题 1 即 得 命题 2 。 

现在 证 明 本 节 的 主要 定理 。 

定理 1 (Lap lace 展开 定理 ) 取 定 行 指 标 i ,i,,…,i,， 
1 i 之 i 过 … 之 i ,过 nf。 遍 取 行列 式 det4 中 第 ,i,,…，7; 行 
上 的 户 阶 子 式 ， 并 分 别 乘 以 相应 的 代数 余子 式 ， 其 和 即 为 det-4。 
具体 地 说 ， 有 


det A= 人 A(ili2ip 


1 了 了 了 
1<j1 <i2< ip 1 2 p 


(Cp) 
其 中 说 说 于 说 ri 和 j2172 jpjp+tri'"'jJan 剖 是 1,2,…,? 的 
排列 ， 并 且 li 过 i < 一 < 委 1，1 一 < 之 …< 之 jj, 志 nn。 
证 明 采用 命题 1 和 命题 2 的 记号 . 先 证 明 特 殊 和 情形 ， 
i =1 =2,.…,i,=p。 此 时 ，i,+ri=p+l,ip+ro=pPpt2, 
i。=n。 因 为 nn 阶 行列 式 是 # 重 线性 商 数 ， 因 此 ， 
det .A = det (£,,6,,° ,8,,) 


一 > Qiyr102 2 Cpip 
了 噬 因 1， Ross ksh 


-det (8 5 Exo)S p+1 ,SE p+2 ， 5 ), 


2 


因为 #* 阶 行列 式 是 反对 称 函 数 ， 所 以 ， 当 下 捐 标 R,,k,,*… ,Rp 
有 两 个 相 同 时 ， det (e0164. "Bp Se Sp+2 Sn) = 。 
因此 


det A= z : Qe1Qear'’ Cprg 
lk] yp 


k1, 《2，…， Kb5 丽 两 不 等 
.det (€4) Ck29 "9 ErprSp+! Sp+tas.” 5) 。 
不 难 证 有 明 
2 Di paskp 


4 1 交 2 Rp 
1 ,2,… op 了 天 两 不 等 


2 2 Qi are ky 


和 


〈 留 给 读者 作 练习 ) ,因此 得 到 


det 4 = 2, CIktG28c "GpEp 


iil 2 <j i i 2" 了 和) 
| Kk2 kp 


‘fet les, hbp pl ,+ ) } 


由 命题 2， Tn 


det A= SY 4 
。f — 1 十 2 十 二 大 二 天 十 下 ?7 中。 + p+1 
《一 1 .1 2 po At ke 


这 就 证 明 ， 当 -1 1 =1, pa i 15=p 时 ， 定 建 1 成 立 . 
现在 转 到 一 般 情 形 。 由 于 对 换行 了 刻 式 的 某 再 行 ， 和 行列 式 的 值 - 
变 号 ， 而 行列 式 det4 的 第 1 行 可 以 经 过 i， -1 次 相 邻 现行 的 对 : 
换 调 到 第 1 行 ， 第 1 行 可 以 经 过 i, 一 2 次 粗 邻 两 行 的 对 换 调 到 : 
第 2 行 ， 等 等 ， 最 后 ， 第 i, 行经 过 i, ~ 如 次 相 邻 两 行 的 对 换 调 : 
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到 第 了 行 。 因此 得 到 ， 
a i1) Qis? i Uirn 
和 
4 ipli Qi,? bi Qs . 
2 ipt1°1 Cip+i'2 "Giptsn 
ai Qi ,2 "Qi n 
记 aira= bi B= (Do)， 并 且 由 上 一 段 结论 
bi b,, bb,, | 
] 
detA= (1)iti, +， tiptit2at..+p bn b,, 。 b,, | 


Cpr bpr1,? “*® Dptiss 


一 
一 -. - 


站 po bb, 


TD 
1 委 1< 六 pn 


四 于 ai = Di 所 以 
再 人 4( 扩 和 2 有 (和 + A + 2+ ) 
代入 上 式 即 得 定理 1， : 

应 当 说 明 的 是 ， 在 定理 工 的 等 式 右 端 和 式 中 共有 (Ca 个 项 。 
其 次 ， 定 理工 是 对 行列 式 det 4 给 定 的 行 ii，i,，…i, 讲 的 ， 
所 以 ， 它 也 称 为 行列 式 det 4 按照 第 i ，i,,…,i, 行 作 Laplace 
展开 。 由 于 det 4 = detA’， 所 以 ， 对 行列 式 detA' 按 第 i ,i,， 

“20 行 作 Laplace 展开 ， 便 得 到 det4 按 第 订 ,i,,…,is 列 
的 5 Laplace 展开 式 ， / i 
detA= 3,: .4 jr) 
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1) tit mtipthitit": ‘+12.4 Jo+l ora" J :) 


3 +1 IT 
定理 1 的 特殊 情形 是 p=1， 有 即行 列 式 det4 按 一 行 〈 或 列 ) 
- 作 Laplace 展开 : 


det A = ass 4 1 一 1 2: 


了 一 上 


或 者 
det A = a ) iy i=1， 2 他 


其 中 4,; 是 一 阶 子 式 有 4( 站 =ai; 的 代数 余子 式 。 
定理 2 任 给 1 阶 行列 式 det.A = det(a; 门 ， 出 


7 一 1 


Dai1A,;=6,.detA, l<i, kh<n, 


1,4 0doth, 了 < hn. 


j= mt 
其 申 14 是 Kronecker 符号 ， 即 当 j= 时 ， 5 1 否则 5 
=0, 1<i, hn, 
证 .由 于 行列 式 的 行 和 列 的 地 位 是 平等 的 ， 所 以 只 需 证 前 前 
一 个 等 式 。 当 i = 时 ， 前 一 个 等 式 即 是 行列 式 det .4 按 第 i 行 作 
Laplace 展 式 ， 所 以 等 式 成 立 。 当 i 关上 和 时， 考虑 行列 式 


Qii Ci 
课 可 中 韦 闻 | 
dis-1i'1 Qi-1sn | 
A= di! dis 第 
| Gat Git+lsn 
| Gd ,1 d,s 
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由 于 行列 式 A 的 第 行 和 第 k 行 都 十 Ci130i2) Cn 因 此 > 
A =0; 男 一 方面 ， 对 行列 式 A 按 第 名 行 作 Laplace 展开 ， 得 到 


A = Du ai1A i =0，。 
这 就 证 明 ， 前 一 个 等 式 对 i 了 8 也 成 立 。 定 理 2 证 毕 ， 
对 行列 式 的 行 或 列 作 Laplace 展开 ， 提 供 一 种 将 高 阶 行列 
办 化 为 低 阶 行列 式 的 计算 方法 ， 
例 1 计算 五 阶 行列 式 


一 4 1 2 -2 1 
0 3 0 1 —9 / 

A=| 2 -3 1 -3 111， 
一 1] 3 一 | 0 


0 4 0 2 5 | 
解 ” 由 于 行列 式 人 A 的 第 1 列 和 第 3 列 上 零 的 个 数 最 多 ， 所 以 
将 行列 式 A 按 第 1 列 、 第 3 列 作 Laplace 展开 ， 得 到 
_ 1 1 : i)+14+ 针 3 3 , Ss 
A= AT 3 人 CDo4(2 4 #)) 


loaf < 


-3 -31 
一 4 2 一 4 2 
= (一 1》 1+2? 二 1 -1 -104+(-1)1+3+1+8 | 
: 21 
4 25 
3 1 -5 “3 15 
一 4 2 | 
oi—1 -1 Ot(C—1)'titits | -3 -31 
-13 | 
4 2 8; 4 2 5. 
3 15 


一 生 “< 


+ (—1) 1st t+? i-3 一 3 1+(—1)?+3+tits 


0 0 
一 一 人 0 
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1 -2 1 1 -2 1 


-1 1 0+ (2-1) +t+1+ "1-3 -31 
21 / -13 
4 2 5 | 和 2 5 
1 -21 
2 1 
十 (一 1) 5 + -3 一 3 1+(-1) ttt 
0 0 1-13 
: -1] -10 
1 -2 1 [| 1 -2 3 
2 1 
el3 1 -+{—1) 5 十 t+ "3 1 -5 
| 0 0| 
4 2 5 i-1l1 -1 0 
] -2 1 
一 13 一 人 2 
十 《一 了 tt ol 3 1 —5 一 
' 00 2 1} 
-3-3 1 
3 1 -5 ] 5 
42 . 2 1 
-|-1 -1 0- -3 -3 1- 
一 3 一 上 3 
4 2 5 
1 -2 1 


“13 1 -5=(~-8)(-20)— (~10)(-62)—7.87 
4 2 5 


= — 1069, 


注意 ， 在 把 A 按 第 1 和 3 列 作 Laplace 展开 时 共有 C?=10 个 
项 。 在 展开 时 务必 不 要 漏 挤 一 些 项 
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习 题 


1。 利用 Laplace 展开 定理 计算 下 列 行列 式 。 


I1 2 2 1 2 1 0 
10 1 02, (2) 11 2 1 
2011 012 
0 2 0 1 001 
1 1 0 0 0 1 1/ 0 0 
XX X, 0 0 x, 2 C b 
(3) ja b, 1 1 1 Cu, (4) X， b ce 
Gs b, XI Xs, X, Ce | 
as b, x? X3 x? C ix， bp bb 
Xi x; 0 0 0 xz la 0 0 


2。 让 A,B,C 和 如 依次 是 由 下 下 


‘a b, cl d, 
| 0, b, C 2 q 


Us b， Cs d, 


中 删 去 第 1，2，3 和 4 列 而 得 到 的 三 阶 行列 式 。 
请 明 ， 


al pc d, 0 0 
GD，c，d 
as bs, c,d 
0 a b, cc, 
0 a,b 
0 a,b 
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YO ODO 


i 


a, b, Xi X2 ~, 
0 = ; 9 A= yl1 2 Js 
M2 ZI zs < 
证 明 ,7D — 63A2. 


4。 设 夺 阶 方 阵 4 = (a;1) 的 元 素 ci 都 是 变量 * 的 可 微 汤 
数 ， 1 委 1，j 委 4#4。 证 明 ， 
ddet4) - d aii 
dx 1&i ,je 
其 中 4 是 元 素 ci 的 代数 余子 式 ，1<i，j 志 1。 
5 。 给 定 8 阶 方 阵 4= (og141)。 证明 ， 


1 1 .1 

G2 Gil dG Gs, “°° Qn Uis 

Csi du Cl 一 Cr Qss™ ini1= > ， A,i, 
1 

Gear 一 Gil Gas™ di Oo 一 Cn 


其 中 4 是 行列 式 det4 中 元 素 Gy 的 代数 余子 式 ，1 委 ij 二"。 
6。 证 明 ， 如 果 % 阶 行列 式 A 的 某 一 行 〈 或 列 ) 的 所 有 元 隶 
都 是 1， 则 A 的 所 有 元 素 的 代数 余子 式 之 和 等 于 A。 
7。 用 x1,x,,…,X,-1， 1 兰 挤 1 阶 行列 式 
Gl Oil 1 


A=|i021 Cn- 1 | 


0,1 ” dan 1 
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的 第 i 行 ， 得 到 的 行列 式 记 为 Ai i=1,2,.… ,7 证 盟 ， 
A=A,+A,+.…+A,, 
8。 给 定 生 阶 方 阵 4 = (as;)。 证明， 


Ci Gis … Gin Xi 
Q21 G22 … Ga YX 
= 2det 4 一 2, AiiXi yi, 

Goi ds 7 Gs xX, 1 1 

V1 Ys 7 Ya <* 
其 由 4,; 是 行列 式 det 4 的 元 素 ciy 的 代数 余子 式 ,1<i,j 志 1n，。 

9g,。 设 bij= (air+ais+…+ais)-aj1<i 7<r。 证 
的 ， 

b,,， b,, se. b,, Ci di2 … G1, 


2 1 D: : 所 者 D: ， = (—-1)”-(n ~ 1)021 (22 … Can 


b.， b.,， 机 b,. ds1 dss “ Uns 


如 采 bii= (dri ta;s +*q1,) — kais, 其 中 1 < RH, l<it, 
j 志 nn， 结 论 义 怎样 ? 
10。 计算 27 阶 行列 式 


dl b,. 
| G2 2n-1 
| aa b+ 
A,, = 和 
b, dst 
” ~ 
b， dss-! 
D， dss 


其 中 未 写 出 的 元 素 都 是 零 。 
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32.4 Cramer 法 则 


作为 Laplace 展开 定理 的 应 用 ， 本 节 介 绍 关于 线性 方程 组 
的 解 的 Cramer 法 则 . 

充 名 1 2 3 是 nh 个 未 知 量 ， 它们 满足 以 下 1 个 线性 方程 
构成 的 线性 方程 组 ， | : 

GilXi 十 GOisXas 十 … 十 GinXs = 0, 


Ga1X1 十 GaaXa 十 … 十 GaaXs 二 了 (2。.4.。.1) 


GrniX1 +as2Xs t+ +a a.X, = 0,, 
其 中 系数 a;y 和 常数 项 ps 都 属于 数 域 F,1<i,j<n,，1<hkh<n、 
并 且 都 是 已 知 的 。n” 个 系数 cj，1 委 1 7 和 2 构成 的 2 阶 方 阵 


Ci CI … Cln: 
4 = G21 0C22… (23 
| 
as Gos oe an 
称 为 线性 方程 组 (2.4。1) 的 系数 矩阵 。 方 阵 .4 的 行列 式 det 4 称 
为 线性 方程 组 2.4.1) 的 系数 行列 式 。 如 果 数 域 上 有 序数 
组 (Xi1，Xx2,…,xs)》 满足 线性 方程 组 (2.4,1) 中 所 有 的 方程 , 即 
GiX1 + G12X2 + a,x =b,, 


Gs 1X1 十 Orz2X0 + .+a,.%o =b,, 


Gas1X1 tas2aXd + .+a, ,x =b,, 
则 有 序 % 数 组 (x?，x3，.…，xs) 称 为 线性 方程 组 (2.4.1) 的 
解 。 
记 线性 方程 组 (2,.4.1) 的 系数 行列 式 det4 为 A。 用 线 任 方 
” 程 组 (2.4。.1)》 的 常数 项 6,，b5,，…，b. 替换 行列 式 A 的 第 了 列 
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上 的 元 素 ， 得 到 的 行列 式 记 为 A;， 即 


dil O02 ** disj-!1 b, disit1s … dln 


A,= d21 G22 ''* (21j-1 b, asitis … dss ,j=1,2,.…,7, 
. Qa dn2 … Unsi-1 b. Gasitis “* dns 
于 是 ， 有 

定理 1 (Cramer 法 则 ) 设 线性 方程 组 (2.4,.1) 的 系数 行 
列 式 A 半 0， 则 线性 方程 组 2.4.1) 具有 唯一 解 ( -AL ，- 和 2 ， 

A, 

-| A ). 
证 志 


出线 性 方程 组 (2,4,1)》 可 以 改写 为 n 维 列 向 量 之 和 的 形式 : 
So X17) =B. 


了 本 全 
和 和 系数 行列 式 A 为 A = det (7， 0s 9 开县 
Aj = det (7; ns 11 有， 7T1+13…77s)9 j=1,2,.… ,7.。 


首先 证 明 线性 方程 组 〈2.4.1) 的 解 的 存在 性 . 取 *9 = -全 


了 =1,2,…,m， 并 把 它们 代入 方程 组 (2。4。.1)》 的 第 了 个 方程 的 左 
儿 ， 得 到 


ONG1 1 X= 大 Dai A 


j=1 j= 


= Dadet ese EB, ri 7.)。 
j= | 
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0 

D 
5 | 忆 
B= | = 2_,b,e,, es=| 1 
. R=1 0 

b, 
z 0 


则 由 于 行列 式 是 线性 函数 ， 故 


a,, *9= 1 ab, det (7, ，… 1-1588352114+13 


i=1i A 1 
演 然 ， 
det (7, 9 "Ni ELD +1 0 


Gil ”CO 0 Gi,j+1 


Qi 4“*** Ug-11-1 0 Qs-1sj+t! 


| 


一 10 “""” disi~1 dks1+1 


dat  … Qi+is1-1 0 Qstisitl 


ds,1 “** Qnr:j-! 0 Cayfr+l 
得 本 章 第 二 节 例 1 ， 
det (7, /fe R91+1 ;7 ) 


= (~ D+iA(T 2 2... (及 一 1) (hk+1)...n 


<—R， R= 1,2,...,11, 


-OO+1)...n) 


的 此 ， 


人 04 Xj 二 ep (Ee A ,1 


jm1 


;7 5) 者 


Daii x9 = 六 boridetA=b,, i=1,2,.,n, 


其 次 证 明 线 性 方程 组 (2.4.1) 的 解 的 唯一 人性。 蒋 方 程 给 
(2.4.1) 另 有 解 (X3Y，X2，…，X»)，。 由] 


2 X17, = 上 
l=1 


于 是 ， Aij = det (yr)7j-19 2 X07 71+ 1) 。 由 于 42 阶 
1=1 


行列 式 是 它 的 列 向 量 的 4 重 线性 函数 ， 所 以 ， 


Aj= 2 ,Xdet (7, 9 0 。 
I=1 
由 于 行列 式 是 列 同 量 的 反对 称 函 数 ， 所 以 ， 当 【 码 j 时 ， 
det(7i， N+ 9 ) 二 0。 因此 ， z 
A = Xx det (7, "90 i-19)i 71+1 9 7s) = XiA. 


因为 A 关 0， 故 x9 = 人，j=1,2,…,n。 这 就 证 明 解 的 唯一 性 . 


对 于 线性 方程 组 (2.4.1) ， 如 果 它 的 常数 项 0 ,0,,…,b, 都 
是 零 ， 则 方程 组 2,.4.1) 称 为 齐 次 线性 方程 组 ， 震 则 称 为 非 齐 


钦 线 性 方程 组 。 显然 ， 齐 次 线性 方程 组 忆 有 和 解 (0,0,.%,0) ， 蕊 


人 


称 为 零 解 。 如 果 齐 次 方程 组 具 有 解 〈x?,x9，…,x9)， 其 中 x?， 
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-28，…， 28 不 全 为 零 ， 则 它 称 为 非 零 解 。 由 Cramer 法 则 直接 


得 到 ， : 
推论 ”如 果 齐 次 方程 组 具有 非 零 解 ， 则 它 的 系数 行列 式 为 
二 述 推论 的 逆 命 题 也 是 成 立 的 ， 即 如 果 齐 砍 方 程 组 的 系数 行 
列 式 为 零 ， 则 它 具 有 非 零 解 。 这 一 事实 留待 下 一 章 证 明 。 
Cramer 法 则 是 Cramer 于 1750 年 发 现 的 。 实 际 上 ， 最 早 
发 现 的 是 Leibnitz, 他 比 Cramer 要 早 50 年 。 应 当 指 出 ,Cramer 
法则 并 没有 完全 解决 线性 方程 组 求解 问题 。 例 如 ， 当 线性 方程 组 
的 系数 行列 式 为 零 时 ， 线 性 方程 组 是 舍 亿 有 解 ? 假定 有 解 ， 久 如 
何 求解 ， 等 等 ， 这 些 问题 是 Cramer 法 则 无 法 解决 的 。 即 便 在 线 
性 方程 组 的 系数 行列 式 不 为 零 时 ， 利 用 Cramer 法 则 求解 也 是 不 
方便 的 ， 因 为 这 时 需要 计算 n+1 个 4 阶 行列 式 ,. 而 当 #% 很 大 时 ， 
计算 # 阶 行 列 式 的 工作 量 是 相当 大 的 。 因 此 ， 必 需 寻 求实 际 可 行 
-的 求解 方法 。 所 有 这 些 ， 将 在 下 一 章 中 深入 讨论 。 


习 题 
1。 解 下 列 线性 方程 组 ， 


XI+X, +2xX, +3xX,=1, 
(1) 13x 一 xs 一 xs —2x, = ~—4, 
2X ， 二 xy 一 X 一 %X = 一 06， 


Xi 十 ZX 十 3X， 一 X = 一 4。 


2Xr 一 X, + 3x。 十 2x， = 4， 
3X, + 3xX, +3xX, +2xX, = 6， 
3X,—2%,.— XxX: +2xX,=6, 


(2) 
dx 一 X,+3xX,— X =6。 


2。 设 a,b,c 和 4d 是 不 全 为 零 的 实数 。 证明 ， 线 性 方程 组 
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ax+by+cz+dt =0, 
和 +dz-ct=0, 
cx~dy-az+bt=0, 
dxrcey—bz—at=0, 


具有 险 一 解 ， 其 中 x,y ,2 和 t 是 未 知 数 ， 
3。 求 下 列 线性 方程 组 的 人 


2 十 X2 TX + 二 = 


Xi 十 CMXs 十 3Xs + + NN, = nt, 


二 十 十 2 
Xi 十 3X， 十 6X,， 十 十 》 yx = -人 十 -人 十 < ) > 


f 2 " 6 
(1) ss 
n(n+1) / nn+l1)... (2n— 2) 
XN 
< 1 < (nC—1) 


是 n(n+1).. Cnod) 
工 2 


Xi TX 十 Xi 十 …… 和 Xi 十 YX 一 
风 1 十 0 TX +... TX, +X,=2, 
(2) (XiAX O00.…TX,_+X,=3, 


| 


4。 设 三 次 多 项 式 f(%)=a。+alxX+asx*+as%’ 满足 1(-1) 
=0, f(1)=4, fC(2)=3，f(3) =16。 求 f(x)， 

5。 设 yoyiyys，… 7 是 数 城下 中 m+ 工 个 数 ,XoyxXiyXay 

，*。 是 数 域 严 中 两 两 不 同 的 %+ 工 个 数 。 证 明 ， 二 
多 项 式 f(s)， degf(%) 万 n, 合 得 f(x;1) = y1，i=0，1,2， 

6。 议 线性 方程 组 
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Qi1X1 TFTd12Xs 二 :Ta YX, =b,，, 
GsiX1 arsXs TadaX, =0,, (1y 


a, 1 十 Ga2X2z 寺 十 GaaXa = bb， 
的 系 数 行 列 式 A 取 0。 利 用 n+ 1 阶 行列 式 


b, dii Ci ""° aia| 


b, il 02 dlns 


b, {21 U2 “'* (28 =0, i=],2,." ,1 


ib, dn1 dn? 机 a,, | 


Ra ， Ra 人 A* ) 是 方程 组 (1) 的 十。 


证明， 人 


给 定 n 阶 行列 式 det4， 要 计算 出 它 的 值 ， 如 果 采 用 本 章 第 
工 节 定 理 1 所 给 的 行列 式 表 达 式 ， 就 必须 先 计 算 它 的 #1 个 项 


| 4 Jan qst.…gwts， 然后 相 加 ， 才 能 得 到 行列 式 
的 值 。 由 数学 分 析 中 著名 的 Stirling 公式 , 随 着 行列 式 阶 数 # 的 
增加， 行列 式 表达 式 中 项 数 #1 将 以 指数 形式 增加 。 因 此 ， 当 阶 
数 n 很 大 时 ， 计 算 量 相当 大 。 所 以 ， 在 计算 行列 式 的 值 时 ， 往 往 
.不 用 行列 式 的 表达 式 。 而 是 针对 所 给 的 具体 行列 式 的 特点 ， 利 用 
行列 式 的 基本 性 质 ， 将 行列 式 的 值 求 出 来 。 
在 计算 行列 式 时 ， 把 高 阶 行列 式 化 为 低 阶 行列 式 ， 是 经 常 采 
用 的 途径 。 把 高 阶 行列 式 化 为 低 阶 行列 式 的 一 个 基本 方法 是 对 行 
列 式 施行 行 或 列 A 的 初等 变换 。 所 谓 对 行列 式 施行 行 (或 列 ) 的 
初等 变换 是 指 ， 对 换行 列 式 的 某 两 行 ( 或 两 列 ) ， 其 它 的 行 (或 
: 列 ) 保持 不 动 ; 行列 式 汐 某 一 行 《 或 列 》 的 元 素 遍 乘 以 某 个 非 零 
07 


的 数 再 加 到 另 一 行 〈 或 列 ) $ 以 及 行列 式 的 某 一 行 《 或 列 ) 的 元 : 
素 遍 乘 以 某 个 非 零 的 数 。 对 行列 式 施行 行 或 列 的 初等 变换 的 上 且 的 
是 把 行列 式 化 成 特殊 形式 的 行列 式 ， 使 之 便于 计算 。 下 面 通过 一 - 
至 例子 来 说 明 计 算 行 列 式 的 基本 方法 。 

1。 化 为 三 角形 行列 式 det4 中 从 西北 角 到 东南 角 的 对 . 角 : 
线 刀 做 主 对 角 线 ， 方 阵 44= (G1;1》 的 元 素 agi， 位 于 主 对 角 线 上 ， 
i 三 1,2,…,n， 而 当 i 之 j 时 ， 元 素 a;; 位 于 主 对 角 线 的 上 侧 ， 
当 i>j 时， 元 素 cj， 位 于 主 对 角 线 的 下 侧 ， 主 对 角 线 的 一 侧 的 
元 陛 全 为 等 的 行列 式 称 为 三 角形 的 。 对 于 给 定 的 行列 式 ， 可 以 通 . 


过 行 或 列 的 初等 变换 化 为 三 角形 ， 然后 根据 本 童 第 二 节 例 1 ， 三 . 

角形 的 行列 式 等 于 主 对 角 元 素 的 乘积 。 这 样 便 可 以 求 出 原 行列 式 . 
的 值 。 

例 1 求 五 阶 行列 式 A 的 值 ， 其 中 

1 2 3 4 5 


2 -7 7 7 2 
1 4 5 3 10 
解 ” 行 列 式 A 的 第 1 列 分 别 乘 以 -2，~ 3，-4，-5， 然 后 - 
分 别 加 到 第 2。3，4，5 列 ， 得 到 / 
NT 
1 -0 0 0 0 | 
2 — 1 1 2 3 
3 -1 2 4 6 |。 
|, . 1 -1 -8 
1 2 -1 s | 
其中 为 了 便于 验算 ， 标 明了 所 作 的 初 特 训 换 ， 行 《或 列 ) 的 初等 : 
变换 记 在 等 号 上 方 (或 下 方 )。 右 端的 行列 式 记 为 A。 对调 行列 
式 A 的 第 2， 3 列 ， 得 到 ， 
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1 0 0 0 0 
2 1 -1 2 3 
人 = A ~ 3 2 一 荆 4 6 
2 1 
1 
1000 0 
2 1 0 0 8 
-13 2 1 0 0 | 
2 1 -10 -3 -11 
1 2 4 -5-1 
1 0 0 0 0 
2 1 0 0 0 
3 2 1 0 0'=52 


一 人 (SS 十 (4 加 
-9 -21 -54 52 
1 2 4 -5 -1 
行列 式 det4 的 第 i 行 (或 列 ) 上 所 有 元 素 之 和 称 为 det4 
:的 第 i 个 行 《 或 列 ) 和 。 有 些 行列 式 的 x 个 行 (或 列 ) 和 都 相 - 
等。 这 时 就 可 把 行列 式 的 各 个 行 《 或 列 ) 都 加 到 第 1 行 ， 然 后 再 
-三角 化 。 
例 2 计算 n 阶 行列 式 A， 其 中 


一 


G atd "0+ (n=2)d a+ (n-1)d 
Gd ga+2d “a+(n—1)d QQ 
。 。 
EE A 
q+ (n-—2)d a+ (n-1)d ~” a+(n—-3)d 
i 一 . 
A 
A 
” 
~ 
4 
a+ (n~1)d G .…… ai+(n~3)d a+ (n—2)d 
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A (FI), 2 


na+ Lt) a c+d 人 a+ (n—2)d + (nD)d 


) 2 
n(n—1) 
"ot a id gi+2d ... GT+ (n—1)d a 
: : ” Pd 
na + ed G+ (1— 1)d 7 一 G+ (1 3) d 
n(n—1) : : 
NG 十 a od a … at (1-3)d atr mn-2)d 
= "(mn-1) oY. 
(nat+ 2 d) 
atd ... af (n-2)d a+r(n-1)d 
1 at2d ... a+ (n-1)d a 
1 erm-l)d / 2 G+ od 
| 
| 
| 
| 
1 a "G+ (n-3)d gat (1— | 


ttD, 1 cn- n(a+ ?一 从 
2 
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a+ (nmn—2)d at (nn~- Ddlf- 


向 省 血 


d 


1 


一 (一 |) 


(7)T+2JT DSS 


% 
% 
% 
hh 
* 
™ 
» 
~、 
~ 
所 
全 
地 
~~ 
~ 
~ 
册 
™ 
% 
是 
到 
时 
™ 
二 音量 
直入 击 


ae oid. i por i ip Tir 到 到 li ee | 


加 , ， 一 
1(1)+( 人 十 17，1 裤 7 站 所 2 n(a+ > did*-i.. 


-1] 1 。 1 — (n=-1) 
0 0 0 一 并 ?7 | 
” 7” 
Pe “ 
: ; /0 | 
1 
0 1 本 了 


1 

: , ， 0 
. FE A 
_1 、 

一 -io+- djd ， 
2 

一 全 * 

je 7 


了 最 后 这 个 4 一 2 阶 行列 式 的 第 %- 2 行经 过 #- 3 次 相 邻 行 的 对 换 
调 到 第 一 行 ， 第 %- 3 行经 过 -4 次 相 邻 行 的 对 换 调 到 第 二 行 。 
竺 等， 得 到 ， 


入 (— ]) +24r0004 (77-4) | (3) (a+ 3rd)nd"-: 
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| 
= (De (a+ dq) nd) 入 


在 例 2 中 ， 除 第 一 步 使 用 将 行列 式 的 各 个 列 都 加 到 第 1 列 的 
玻 巧 外 ， 还 采用 了 下 一 行 减 去 前 一 行 、 逐 行 相 减 的 技巧 。 这 也 是 
党 用 技巧 之 一 ， 应 守重 视 。 

2。 建 立 递 推 公式 。 把 nt 阶 行列 式 通过 行 或 列 的 初等 变换 或 
其 它 方法 化 为 同 种 形式 的 nn 一 1 阶 行列 式 ， 或 者 阶 数 更 低 的 行 列 
式 ， 从 而 建立 递 推 公 式 。 再 利用 递 推 公式 求 出 原来 行列 式 的 人 1。 

例 3 求 2 阶 Yandermonde 行列 式 A, (XX ,XX,)， 


1 1 1 
Xl X 。 X 

A, (XI ss 9 sXe) 一 Xi X 2 出 过 本 Xz 
X1 7 MX2 x 

解 A, Ci sXe) HD SLS-L 

1 1 ... 1 

0 (XxX, —X1) 和 (X 一 Xi1) 

0 (XxX, — X1)X, “ (X — XX.)X, 


- | -2 
0 (xX, —X,)X> ? 名 当量 (X — XX 
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1 1 
Xx, XX， 
= (Xs 一 XI) (Xe 一 Xi) (ZX ~ X)) X2 x3 


| 


A, (xX, ys, 9""" 9X,) 一 ( HH (Xx, -xD) )A,- (Xx, sXe 


i=2 
因此 得 到 ， 
Au。 (xx = WT x,-x). 
1<i<iccn 
例 4 求 # 阶 三 对 角 行列 式 A,， 其 中 
a b 
° 4 、 b. 
A.=| ~ ~ 
C ‘a b 
c a 


A, 中 未 写 出 的 元 素 都 是 零 ，bc #0. 


解 ” 将 行列 式 A, 按 第 一 行 作 Laplace 属 开 ， 


la.b | 
c a bb | 
A,.=a ~ ~ 
c a Jb | 
c aji(n~-1 阶 ) 
‘0 D ] 
0 a bp 

| cc a J, 

CQ 0 

C (人 (一 | 
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得 到 


区) 。 


™ 


向 此 得 到 递 推 方 程 

A_ 一 OA ,+DpcA =0， (2.5。.1) 

其 初始 条 件 为 A, = 0， A,， = a: -bpc。, 递 推 方程 (2.5。1) 的 特征 方程 

为 x 一 ax+5=0, 它 的 根 记 为 ¢ ，B。 于 是 ， e+ B=a, apF=pc。 
由 (2.5.1) 得 到 ，A, 一 (4+ B)A,-,+0BA,.-,=0。 因 此， 

A,.~—aA,-1=B(A.-1 -oA,-.), (2.5.2) 

A,.— FA,.-.1=o(A,.-.1— PA,-,). (2.5.3) 

GB 即 a? 关 4bc 时， 记 FF ,=A,-aA,.-.1， G, = 六， 

一 BA ， 其 中 1=2，3，…， 且 己 ,=A: 一 caA=aG -tec-eu 

=a(a-ea)-x8B=ap-cs=(a-a)8= 有 8 而 Cs=A-hAi 

0, 由 (2,.5.2)， (2.5.3) 得 到 ，F ,= BF,-1， G, =00,-1 

解 得 FF, = B6”，G, =“”"。 即 eh 上 
A 一 PPA._ ,= 


因此 ，、。-， Pe Hj A, _ B+ ~—a” 


" Ba 3 " 
当 ga=R，,， 即 4?=4bc 时 ， (2.5.2) 和 (2.5.3) 即 为 和 。 
一 PA =A(A 一 CA )。 今 下 ==A 人 ,一 CA -1 有 =299 9 9 
且 严 ,=c , 则 由 古 ， = KF -1 行 到 ， Fr, =0”,HA,.— cA.-.1=C", 
人 三民 3， ~" 是. 


2 中 一 A, -eeA = (nn— 1)a”, 


天 得 A 一 Ce Ai =( 和 一 工 ) CC 。 周子 Ai=C=2CG， 因此 ， 


和 .= (n+1l)e"= (+1 ) (4). 


关于 递 推 方程 求 稻 理论 ， 出 于 不 属于 本 书 江 图， 这 里 不 所 分 
娼 。 有 兴趣 的 读者 可 参阅 黄 同 助 和 李 灿 生 著 《 计 数 》(〈 上 海 教育 出 
版 社 ，1983 年 出 版 ) 。 

3。Laplace 展开 Laplace 展开 是 把 高 阶 行 烈 式 作为 扳 阶 
行列 式 的 一 种 常见 方法 ， 


105 


例 5 求 n 阶 行列 式 A， 其 中 


a Db 
Cc QO b EF 行 
c a b 
A = 2c 2ag 2 ， 


2c 2a 2b 


2c 2a 
k+1=n，A 中 未 写 出 的 元 素 都 为 零 ， 并 且 5c 寺 0。 
解 。 按 前 & 行 作 Laplace 展开 ， 得 到 


As= 《一 了 二) 了 十 生 十 ww 于 关 十 工 十 2 十 ev 十 下 


Ga b 2a 2b 
2c、 A 22 
~ 2c 2a ‘2b 
C a | 2c 2a 
Rk 阶 ! 阶 
十 《一 卫 ) 712 二 十 二 十 荆 二 人 二》 二 《二 十 荆 ) 
a Db 2c 28 
c a ob 0 24 2b 
~ 、 ， 2 2 2p 
C 0 ce "2a 22 | 
c b&b | 2c 26 
k 阶 ! 阶 
记 k 也 行列 式 
4 
C 
A,= 、、 ， 
c a b 
a 
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将 A 的 展开 式 的 第 二 项 中 的 第 一 个 因子 按 第 & 列 作 Laplace 展 
开 ， 第 二 因子 按 第 一 列 作 Laplace 展开 ， 得 到 
A=2:A,A,-2:DcA_,A, =2 AA -bcAsiA-). 


QT+ 


9k+2 
A= 
| 


“ 下 十 1 k+l it+1 1+ li Fr 
(Ba LP -0 (PY -0 )- (B*-a’) 
*(B' 一 2 )j, 其 它 。 z 
-上面 介绍 的 计算 行列 式 的 方法 ， 其 实质 是 把 高 叭 行列 式 化 为 
低 阶 行列 式 。 尽 管 是 可 行 的 ， 但 不 一 定 最 有 效 。 有 时 ， 把 低 阶 行 
- 列 式 化 为 高 阶 行列 式 来 计算 反而 更 为 简便 。 其 方法 有 


[CR+1D)GCI+1)a:--48I， 当 6G2=4b5c 时 ， 


4。 加 边 由 于 

Ci Gs … qin 1 ”， ， b, 

ds Cs a,, 0 ll Ms m1. 
=| 0 do a:，: Cos | 


C。: CE 机 (ws 
0 0 da … 0， 
-所 以 可 以 针对 站 阶 行列 式 det (a,;) 的 特点 ， 添 加 上 1 行 (或 列 ) 
和 1 列 (或 行 )， 得 到 一 个 与 诛 行 列 式 值 相 等 的 n+1 阶 行列 式 。 
-然后 对 新 的 8+ 阶 行列 式 进行 计算 ， 以 求 得 原 行列 式 的 值 。 
例 6 求 2 阶 行列 式 


C 1 ds Qs 本 号 电 Cs 
Us Ce Qs 汪 直 间 ds 


A,=la: ga: Cs ‘** da, 


,la a, a ‘0, 
解 添加 一 行 一 列 到 行列 式 A,; 
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C a a 

A 0 Ul ? 3 » | 
0 Ci GQ; C, Us, 
0 | 好， Qs, ~ C», 


下 将 第 1 行 加 到 其 它 各 行 ， 得 到 ， 


1 -01 一 Ga， (ls … 一 Gn。 
1 c,-ai 0 0 | 0 | 
A,.=! 1 0 c,-a, .0 "i 0 (2.5. 4 
1 0 0 C ， 一 Gy 0 | 
1 0 0 0 "0 C—O» 


当 c= 二 gi，1 志 ?fn 时， 对 行列 式 《2,5。.4) 的 第 1+1 列 作 = 
Lapliace 展开 ， 得 到 ， 


A, 一 (—1)’+'(~a.;) * 


1 C1i™Tar | 
0 ~ | 
1 、 | 
: 0 ci-1i~ Qs-1 
| 1 0 0 
1 Cyt1™ Git1 ~ 
、~\0 | 
1 0 ee 0 ee G | 


再 对 上 一 行列 式 按 第 i 行 作 Laplace 展开 ， 得 到 ， 
A,= 1) tititi1(—~g,) 
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© 
| 
(一 
(一 > 


0 Ci-iT0m1 ~ : 
把 ~、、 
~ Ci+li 一 和 i+l 
QO 着 六 种 御 归 和 0 Cd, 
= (C1 ~ 9) (Cs 0.) (C11 — Qt)Qt (Cet — Qt) 
Ce 一 Geol。 四 
当 Ci 天 Gy i 二 上， L…9 1 时 由 《1) 得 到 ， 
办 .， 
A 一 一 一 一 一 一 一 一 证 (Ci 一 Ci) 
(Ca) tt1), IST， = 
_ a 0 -ca | 
C—O Ca 一 和 Cn 一 Gn 


7 
DFT cc) 


7 二 下 
0 
+ 2 -~-_ 4  .… 一 nm 
ft 三 Cr 一 0G; C1 一 1 Cn 一 Ga 


。 0 1 ,,， 0 


用 日 者 妆 明 弟 避 池 由 性 天 汪 


=(1+ 2 js) (C1— Qi) 


一 T (C; -a) + (ea) (c, “Us, 2 ‘(C1-1~—Qi;-1) 


“Gj (ci 一 Girl)…(co 一 0s)。 

注 在 上 式 中 ， 令 ce=ai，i=1， 2，…，98， 所 得 到 的 值 
与 前 面 c; = al，i =1，2，…，8# 的 情形 所 算得 的 相同 。 因 此 上 
式 售 cj =ai ii=1 2 ，…， 下 的 情形 。 

有 时 行列 式 的 阶 数 不 用 乱 高 或 降低 ， 也 可 以 计算 出 行列 式 。 
下 面 就 是 其 中 一 种 方法 ， : 
/ 5。 拆 行 〈 或 列 ) 所 谓 拆 行 是 指 ， 底 照 行列 式 的 某 一 行将 
-行列 式 拆 成 两 个 行列 式 之 和 。 其 根据 是 本 章 第 2 刷 的 定理 2. 

例 7 计算 n 阶 行列 式 


a XX +. Xx 
/ y Ga x 
A (X,Yysai 9029'" "905) = se . 
: y YY das 
解 ” 由 本 章 第 2 节 的 定理 2， 
ad1  X Xx X+0 
yy as XxX+0 
A, (X,YG1 0 "0.) = 人 | 
y Y Gs-1 X%+0 
y YY y X+ (a, — xX) 
a % :2 XX XxX dy XX 和 … x 0 
二 + 
y YY {Bads-1 ~ y YY ': da- 0 
y YY :.. YY y ¥ :3 .YY a,.~% 


对 上 式 右 端 第 一 个 行列 式 ， 用 一 1 乘 以 它 的 第 + 行 ， 然后 加 到 其 
他 各 行 ， 对 第 二 个 行列 式 的 第 ?2 列 作 十 aplace 展开 ， 得 到 
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0 aa.~y》 -yy 0 
A - ee 
0 0 ga-1—» 0 
8 9 
a: XX x 
+ (ga, — XxX): Ya; 


| 好 “1 


=x(a; —») (as — VY) (qs-1— VY) 
+ (gs — XA X,Y Gs Gs “*% On-1). 
考虑 A, 的 转 置 行列 式 ， 得 到 ， 
A。=y(G; 一 X) (as 一 X)…(G。 1 —%) 
+ (gs, ~ IA x, Y 0 Gs pp Ca-1) 
于 是 得 到 ， 
/ Ai(X 条 Gy G2 pp Gs-1) 
ylg1—X) (Gy 一 X) (Gs -1 ~ X) 一 X(Gi —y) (gq ~ (a,-1™— 
\ y—xX ~ 
因此 ， 
A , (x, Vy Gris G2 “°° GQ,) 
了 一 区 
6. 视 行列 式 为 某 些 元 素 的 多 项 式 ”把 行列 式 det4 中 革 个 
元 素 x 看 成 未 定 元 ， 其 它 元 素 看 成 常数 。 由 本 章 第 二 节 定 理 1， 
行列 式 det4 是 ri 个 项 之 和 ， 而 每 个 项 是 det4 的 革 些 元 素 之 
积 ， 因 此 是 关于 x 的 多 项 式 。 从 而 detA 也 是 关于 x 的 多 项 式 ， 
记 为 1(x)。 于 是 计算 行列 式 det4 就 转化 为 确定 多 项 式 f(x)。 由 
多 项 式 理论 可 知 ， 为 了 确定 多 项 式 f(x)， 可 以 先 确定 它 的 次 丽 
s ， 再 东 出 它 的 5 个 根 gl， G2，"…"。Q,， 于 是 ， 1 (x*) C(xX~— Ga 
111 


"“(x-a)…(X-a)， 其 中 ec 是 多 项 式 fx) 的 首 项 系数 。 最 后 求 
名 c， 多 项 式 f(x) 也 就 定 出 来 了 ， 
例 8 求 2 阶 行列 式 
jxX aa … G | 
dy XY ds … d,s-i 
A,.=ia 4d, x a 
CT ds ds “": ~ 
解 把 A. 中 元素 x 看 成 未 定 元 ， 元 素 gc:，a:，…，ds-: 看 
小 常数 ， 则 A。 是 关于 x 的 多 项 式 f(x》。 利用 本 章 第 二 有 定理 
1 ， 容 易 看 出 ， 多 项 式 f(*) 的 次 数 为 n， 首 项 系数 为 1 ， 
把 其 它 各 列 加 到 第 一 列 ， 得 到 ， 
x+artast + Or G2 … Co- 


1 » “se. _ 人 + 
A,=f(x)=|~ TT TT Or 4 Qa- 


XxX+a) 十 Gy 十 … 二 四 -1 Ud, Us ~" SF 

:出 此 看 出 ， 多 项 式 f(x) 有 一 根 为 ~ (ak +a,+… 二 as-1)。 
汉 x=a; 代入 f(x)， 得 到 

di OQ ds Gi-2 di-1 Qs; 0ifl ‘“” 4ds-!l 


| 1 GO; 人 Uji-s dj;i-i 人 ji; dits "0? | 


| 
了 (ai) = | 1 dz La di-i Us Ci Ci+i “” Qs- 


《i 
a, 人 > 人 3 dl- Qs QQ: Cr+ i Qi-1 


GI G2 Us '* di~1 QO; ditl Ci+2 “"* Qi 
其 中 第 i 行 和 第 i+1 行 相同 ， 所 以 J (ay) =0， 邯 ai 是 f(x) 的 
根 。 央 此 ， 

人 =ffxy=cfrTa +to Tae) (Xt-a) x- a.). 


. (Xadnr-.1)。 


i112 


其 中 是 待定 常数 ,因为 多 项 式 f(%) 的 首 项 系数 为 1 ,所 以 c= 
于 是 ， 
As 一 (x+ai +as + Ge) (X 一 G)) (X 一 Ge 人 X 一 Ga_i)。 


例 9 求 £ 阶 行列 式 


:1 1 1 

] 

| Xi xX， Xa 

| x?2 2 XZ 

| + 

| E 

Au = 和 

| 

1 1 1 | 

Xi+ Xi+ Xn 

| \ 

X1 X2 se Xm 

, 
解 ” 在 A。 中 添加 一 行 一 列 如 下 ， 
1 1 1 1 | 
| 
NX Ns Nn 二 入 | 
| 
XxX? wx? Xs Xx | 
A=|xi- x Xs x 
XY Xs Xs x 

MX 二 MX 和 + 和 天 十“ | 
xX” Xx! Xi XxX” | 


人 A 是 一 个 4+1 阶 Vandermonde 行列 式 。 由 例 3， 
A=(x-xi)(X-x)…(x-xa) TT Cx-x)). (2.5.5> 


li<imy 
把 x 看 成 未 定 元 ， 则 A 是 关于 x 的 多 项 式 。 比较 A. 和 A， 对 A 
的 第 n+1 行 作 Laplace 展开 ， 可 以 看 出 ，A, 是 多 项 式 A 的 
次 项 系数 ， 只 是 相差 符号 〈(- 了 和 。 由 (2.5.5) ,A 的 
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I (ei x7) | (Do 9, zx |. z 


1<j<i<n TS 1 <i CC pn 

因此 ， 
As= x)( 允 ies ) 
1 lal] < oS 


最 后 ， 应 当 指 出 ， 这 里 所 给 的 方法 只 是 基本 的 。 如 何 巧 妙 而 
迅速 地 求 出 行列 式 的 值 ， 还 要 靠 自 己 通 过 做 题 悉 心 领 会 。 另 外 还 
有 一 些 重要 的 计算 方法 ， 如 利用 行列 式 的 乘法 公式 ， 只 好 留 行 以 
后 介绍 了 . 


习 题 
1。 计算 下 列 # 阶 行列 式 ， 
1 2 3 … 1 一 1 4 
1 3 3 … 1 一 nn 
1 2 5 … nn-l1l nn 
《1) ; 
1 2 3 … 2n-3 n 
1 2 3 … nn-1 2n-1 
1 2 3 ‘… nn-l1 1 
2 3 4  . …- 1 +] 
《2)|3 4 5 s n+l 人 1 二 2 1 
他 ni+i n+2 ... 2»% 2n-1 
a ath at+2h … a+(n—-2)h at (nn~ 1)h 
| od 0 woe 0 0 
3)| 0 -9 2 0 0 
0 0 0 a 0 
0 0 0 —4a a ‘) 


a 


由 4 


-1 


他 8 一 2 


0 


dn-1 


BS 日 SS 
SG Su 
= 苇 内 
S 电 
S 9S 

| | 
AP 
LY 
Mot 


mi 
ie 


Us 


li+as 


1 


X11 


Xz1 


(C7) 


(8) 


lis 


0 1 
1 x X 区 
| 
<9)11 0 ~ 3 
0 ~ 
1 % x X 0 
l]+ai 二 XX] adit+X, **" di + Xa 
0) | G 十 Xi LT+G 十 X% Gy 十 Xa 
Ca 十 Xi ds +X 工 十 Ga 于 Xan 
| 2cos0 1 0 “ 0 0 
| 1 2cosg 1 … 0 0 
C11) | 0 1 2cos0 ... 0 0 
| 4 
6 0 0 ‘2cos0 1 
| 0 .0 0 … 1 2cos0 
ps CX+! Ch+2-1 | 
《12) Cri+3 Ch+ti 人 |s 
CA Chtl-, Cat 
| 1 Cs Ce& Co 
| 1 2 “1 
《13) | 1 Cm Ca 
| 1 Ch CB Co 
| 1 0 0 0 1 
(14) | { Ci Ci 0 x 
1 Ci., C2., ”2 Xx" 
A416 1 Cl, C28- 2 


Qi 十 a + 5b, ai+bs. 
1 
《13) | a,+9D, a, + 上 5, Gy 十 已 多 
LT _ 1 .1 
an +b, as +b, Ga 十 Da。 
| 1 cos0， cos20, … . cos(n~1)0, 
1 cos0, cos20, :.. cos(n ~ 1)0, 


] 
(16) | 
| 1 cos0。 cos20。 … cos 人 一 1)0。 


| sin (8—1)0, sin(n—2)0, … sin0， 
sin(n—1)0, sin (一 2)0， … sinC， 


《17) 


' sin (8 一 1)0。 sin(n—2)0. … sing, 


lx lt+xi  … 1+x? 


多 
1 1+X2 和 [十 Xe 
1 
—n X 一 2 2 

(19) ~ (n—1) x% 一 和 3 3 

2 21 十 2 

—1 X— 2 
《20) 计算 24 阶 行列 式 、 
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Qi Cis 1 Uln bi D : : as pin | 


Ce d 
C2 ,和 一 】 C2 - d,, d,， ) 
Cr: Ca se Con ds, ds ， . 。 da a-! df 
其 中 未 写 出 的 元 素 都 是 零 ， 


2,。 设 a Cas 0a 是 正 整数 。 证 明 ， 2 阶 行列 式 
1 Ul di 机 a 


一 1 
1 0 a … Qa? 


1 


1 Ga 0 1 a 
能 被 1” 2?-?...(n 一 2)*(n 一 1) 整除 。 
3。 (Burnside)》 设 1n 阶 方 阵 4= (ai 满足 qit= 一 aii， 
1<i，j<m， 则 方 阵 4 称 为 斜 对 称 方 阵 。 证 明 ， 奇 阶 斜 对 称 方 阵 
的 行列 式 恒 为 零 ， 而 偶 阶 和 斜 对 称 方 阵 的 行列 式 是 一 个 完全 平方 。 
4。 《Minkowski》 设 # 阶 方 阵 44= (a11;) 的 元 素 都 是 实 


的 ， 并 且 a,; ;二 0， aii<0, i 7 ， Saii>>0. 证 明 ， 
了 一 1 
Cli U2 Cs 


(dz1 U2 1‘“*° (Un 人 0 
| 


dn den “** Gun | 


5。 (Lovy-Desplanques) ” 设 % 阶 方 了 泗 4= (g;;) 的 元 案 


都 是 复数 ， 并 且 ic 1 >，iac,y |， 1 =1， 2， "**»> 1， 则 方 隆 竹 


7 一 站 
ji 
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称 为 主角 占 优 矩阵 。 证 明 ， 主 角 占 优 年 阵 的 行列 式 不 为 零 。 


6。 把 #4 阶 行 列 式 


人 一 Ci， “01s "0° din 
一 G21 人 一 Ga ， 5 ds 
“dsl — 0ns “+ 人 一 Cam 


展 成 和 的 多 项 式 ， 并 用 行列 式 det4 的 子 式 表示 它 的 关于 4 的 各 
次 圭 的 系数 ， 其 中 44= (Ga ; 1 ) 。 
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第 三 和 草 ” 第 WE 


和 矩 泗 是 线性 代数 研究 的 基本 代数 对 象 。 按 照 矩 阵 的 观点 ， 线 
福 代 数 就 是 研究 矩阵 在 各 种 意义 下 的 分 类 问题 及 其 标准 形 理 沦 ， 
$3.1 引 进 了 矩阵 的 定义 及 符 阵 的 代数 运算 一 一 和 矩阵 的 加 法 、 数 与 
矩阵 的 乘法 。 和 矩阵 之 间 的 乘法 。 读 者 或 许 在 这 里 第 一 次 遇 到 不 是 
数 的 一 些 数 学 对 象 可 以 象 数 那 样 进行 运算 ， 而 且 这 些 运 算 满 足 大 
部 分 数 的 运算 所 满足 的 运算 法 则 。$3,2 考 察 矩 阵 乘 积 的 行列 式 ， 
得 到 Binet-Cauchy 公式 ， 它 为 行列 式 的 计算 又 提供 了 一 种 有 
力 的 方法 。 在 适当 的 意义 下 ， 和 抢 阵 的 乘法 运算 应 当 有 逆 运 算 ， 
$3.3 处 理 了 抢 阵 的 求 送 问 题 。 天 阵 技 照相 抵 关 系 进 行 分 类 ， 是 最 
简单 的 一 种 矩阵 分 类 ，$3.4 利 用 初等 变换 的 方法 ， 彻 底 解 决 了 
矩阵 在 相抵 下 的 分 类 问题 。 读 者 通过 这 一 章 应 当 了 解 到 ， 什 么 是 
和 矩阵 的 分 类 问题 ， 研 究 矩 阵 分 类 问题 时 应 该 注意 哪些 问题 。 利 围 
. 初等 变换 ，$3.4 磊 便 给 出 了 求 矩 阵 的 逆 的 一 种 极其 有 效 的 方法 ， 
$3.5 通过 例子 进一步 说 明 如 何 使 用 矩阵 在 相抵 下 的 标准 形 来 解 
决 一 些 矩阵 问题 。 在 $3.6 中 ， 利 用 矩阵 在 相抵 下 的 标准 形 ， 人 解 
决 了 解 线性 方程 组 的 问题 ， 给 出 了 线性 方程 组 有 解 的 判别 准则 以 
及 线性 方程 组 的 解 的 结构 。 和 矩阵 的 逆 可 以 在 各 种 意义 下 推广 ， 得 
出 各 种 广义 送 的 概念 ，$3。7 介绍 了 两 种 广义 送 ， 并 说 明了 它们 
的 一 些 应 用 。 这 一 节 是 专门 为 关心 计算 数学 、 概 率 统计 以 及 其 它 
应 用 数学 的 读者 而 设置 的 。 读 者 完全 可 以 跳 过 这 一 节 ， 而 不 会 影 
陶 对 以 后 各 章 内 容 的 理解 。 
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让 至 本 


$ 3.1 和 拢 阵 的 代数 运算 


在 介绍 行列 式 理论 和 关于 线性 方程 组 的 Cramer 法 则 时 ， 已 
经 遇 到 1 阶 方 阵 的 概念 。 本 节 将 给 出 m xn 和 矩阵 的 定义 及 其 代数 
运算 规则 . 

定义 ” 设 F 玉 是 数 域 ， 有 是 a; jEF，,，1<i<m, ijn。 把 
1 XH 个 数 gijy，1=1;291， I= 二 4352s8 排 成 一 个 吕 行 ft 列 


的 长 方形 表 : 


; Gi Ui» Cis | 
U1 G22 *** G20 
、 
nl Gn2 *** gs | 
它 称 为 数 域 严 上 m x 和 矩阵， 简称 为 矩阵 ， 记 为 4， 或 者 
(a ij) mxa 3 


简 记 为 〈cij) 。 矩 阵 4 中 位 于 第 i 行 ， 第 7 列 位 置 上 的 数 ai; 称 
为 矩阵 4 的 (i,j) 元 素 ， 或 (i,j) 系数 ， 如 果 m=n， 则 4 称 
为 n 阶 方 阵 . 

如 果 数 域 严 取 成 实数 域 ， 则 数 域 严 上 m xn 矩阵 称 m xn 
实 算 阵 ， 如 果 数 域 玉 取 成 复数 域 , 则 数 域 严 上 m xm 和 矩阵 称 为 四 xn 
复 和 矩阵 。 如 无 特别 说 明 ， 本 节 所 说 的 矩阵 都 指数 域 忆 上 的 矩阵 。 
数 域 太 上 所 有 m xn 矩阵 的 集合 记 为 Fex"。 

设 4= (gi11)，B= (bi/)，A,BEF"*"。 如 果 a， ,26 
t=1,2,...,17, ;7=1,2,.. " 3H, 则 称 和 矩阵 .4 和 吾 相 答 ， 记 为 
A=B., 

定义 设 A4A, BEF"** 日 
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， Cn 1 Umn2 本 Unn bs,i Un 2 机 dm | 
则 和 矩阵 
/ Gri+ bi) G12+b1s .ars +b,, 
| dz + 0,, a,.,+0,, 四 Gu 十 Das。 
\ 
G 1 十 D ， 人 十 品 ， “n° as» tb 和 n | 


称 为 矩阵 4 与 了 B 之 积 ， 记 为 4+B. 


这 就 定义 了 和 矩 阵 的 加 法 运算 ,由 定义 可 知 , 如 果 A ,BEF***， 
则 .4 + BEF”***， 芭 F**" 对 矩阵 的 加 法 是 封闭 的 。 容易 验证 ， 
短 阵 的 加 法 运算 满足 下 列 公理 ， 

(A1) 加 法 结合 律 对 任意 A4,，B, CEF**“*, 均 有 (A+ B) 
+C=A+(B+O);, 

(A2) 加 法 交换 律 ” 对 任意 4,BEF"t", 均 有 A4+B=B+ 4， 

(A3) 零 矩 阵 ”所 有 系数 都 是 零 的 m xn 矩阵 称 为 零 矩 阵 ， 


记 为 (0) xs! 向 记 为 090。 对 任意 .AF"**, 均 有 A+0=0+A=4， 
(A4) 负 和 矩阵 对 任意 4 = (a;;)EF"***， 存 在 唯一 的 
B=(b11)EF"**, 使 得 4+B=0=B+A， 容易 看 出 ，B= (6,;) 
满足 ，611 = -ah =121，j1=12 9。 矩阵 妇科 为 

矩阵 4 的 负 乱 阵 ， 记 为 ~- 4. 


利用 负 和 矩阵 概念 ， 可 以 引进 矩阵 的 碱 法 运算 ， 
定义 设 4=(ai)， 呈 = (DEF 。 则 矩阵 A4+(-B) 
称 为 矩阵 4 与 了 之 差 ， 记 为 4-B. 


于 
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G11—011 di:—b:. 机 Grn ~ Or 


A-B= Gs1 — bi a,.—b,, 罗拉 Cr。 一 Di:， 


Gai — bo Gn —On, ''* Gn — Os 
矩阵 的 减法 运算 和 通常 数 的 减法 运算 具有 相同 的 性 质 。 
定义 设 信 4，4= (ohc。 则 年 阵 

far Adi, ‘7 KG。 

AG,s1 MAG,, ‘°° 人 G，。 


nl GD， MQ,, 


由 定义 可 以 看 出 ， 如 果 MAF，AtP"'", 则 AEF"**， 红 
F"*" 对 纯 量 与 矩阵 的 乘法 运算 是 封闭 的 、 容 易 验证 ， 纯 旱 与 矩 
阵 的 乘法 满足 以 下 的 公理 ， 

(M1) 对 任意 六 ， 上 EF，AEF"**， 均 有 

(UL)4=XNCUL 

CM2) 对 任意 4EF"x>， 均 有 1 。4 = .4 

(D1) 2 对 任意 ; 1 上 EF，AEF"**， 雹 有 

(M+ 4)A=iA+ LA 
《D2) 对 任意 FF，A,BEE mx*， 均 有 
A(A+B)=AA+AB., 

除 此 之 外 ， 还 具有 性质， 设 2EF, ASF"** 则 当 且 仅 当 
=0 或 4=0 上 时，X4= 0， 和 

和 和 数 域 下 上 + 维 行 疝 量 空间 了 了” 相 比 较 ， 可 以 看 出 FF*** 中 
和 矩阵 的 加 法 运算 以 及 纯 量 与 矩阵 的 乘法 运算 所 满足 的 公理 和 三 “ 
中 辣 量 的 加 法 以 及 纯 量 与 向 量 的 乘法 所 满足 的 公理 完全 相同 ， 因 


过 和 
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=1， 4 ”， 则 妈 为 1 行 4 列 的 矩阵 ， 即 是 数 域 由 ”上 nn 维 
加 量 。 和 而 1xn 矩阵 的 加 法 即 是 2 维 回 量 的 加 法 ， 纯 量 与 1x1 下 
阵 的 乘法 即 是 纯 量 与 1 维 问 量 的 乘法 。 因 此, 刀 ” ”是 刀 的 目 
然 推 广 。 

和 问 量 不 同 点 是 ， 和 矩阵 之 间 可 以 引进 乘法 ， 

定义 设 Atl"**”，BEP”*?*， 并且 


dil G2 Vin | b, 1. bl, ~ Di， 
B= 


Un 1 Cn "**" a | bs.i b,， | b,, 
则 mm xp 矩阵 | | 
: : ayib1i + a,2.0,1 十 … 和 十 GinsbDi Gilipi: 二 aaasp;s 十 … 


as1b1 +a:D 二 +ap Qa.101,+a,.0,,+*… 


GD 十 Guop，， 十 十 GD ， GilipDi， + a,.0,， 十 … 
+ay.0,2 … qiiboip+aispop 十 … 十 GD。， 


十 Gs 六， 机 ai1Dpp+aspp 十 … 十 Gy .bn， 


+anaDans … GniDip +On2b2pt+ +a.b,, 


称 为 矩阵 和 44 与 BB 的 乘积 ， 记 为 4 B. 


由 矩阵 乘积 的 定义 ， 如 果 记 4B=C= (ci;)， 则 


一 2 asrbri 2 二 2 }=1,2,.…,p, 
=1 


应 当 指 出 ， 给 定 和 矩阵 44 与 如 ， 只 有 当 抑 阵 4 的 列 数 等 于 矩阵 如 的 
行 数 ， 和 撼 阵 了 4 与 妃 的 乘积 4 下 才 有 意义 。 
， 和 矩阵 的 乘法 具有 以 下 人 性质 ， 
1" 乘法 结合 律 ” 对 任意 的 AEF***,，BEF**s,，CEF?*x4, 


均 有 (AB)C = A(BC). 
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证 i 记 A= (a,;), Bb .二 一 (0,;), C= (c,i;). 
AB=D=(d,;), BC=E=(e,i). 
容 扬 看 出 ， 4 也 和 有 呈 C 都 有 意义 ， 而 且 DC 和 4 也 都 有 意义 ， 
:并且 后 者 都 是 mxg 和 矩阵， 
由 和 矩阵 乘法 定义 ， di = 本 alt0 
A=1 


2 CAB)C=H=(h,;)。 则 


Lm | 
时 
| 一 

币 * 

Co 

EE 

| 

< 

sr. 

各 


六 p 并 了 
-Deseo ] 
i!=1 六 


i=1\k=1 =1 


其 中 112,7… Mm，fj=1;2;1….，g。 


p 
另 一 方面 ， 由 和 矩阵 乘法 定义 . ei1= picii =12 


:=1 


1， ;=1,2,..…,9。 因此 ， 若 记 A(BC)= AE =G = (g;;), 则 


-ee Dobe ]- 5 Sa Ci 
k=1 上 R=1 .1=1 k=1 [=1 
其 中 i=1,2,:…,m，7 =1,2,.…,g。 Boh 11 
1 1=1 2 94。 由 和 矩阵 相等 的 定义 , 匡 = G, 即 (4B)C 
= A(BC). | 

利用 算 阵 污 法 的 上 述 性 质 ， 可 以 定义 之 2 个 矩阵 的 乘积。 
设 4,，4,，…，A;， 依 次 是 mxXpi，pi xb，…， 思 -ix 和 矩阵 ; 
定义 A14,,4,4,4A, = (A,4,) 4A,. 设 A4,4,…A,-., 已 有 定义 ， 
则 定义 4,4,…A, = (A14,…A,-,)A,;。 利用 上 述 性 质 和 归纳 法 
可 以 证 明 ， 对 于 给 定 的 个 矩阵 41;.4,，…;A;， 它 们 的 大 小 分 
天 为 mxpi, pi Xpz, …, pi-1 Xn, 则 只 要 人 怀 持 这 上 小 矩阵 的 
甘 序 ,而 不 论 其 间 如 何 洪 加 拓 号 ,其 乘积 但 为 4 4 4。 例如 ， 
当 k=4 时 ,但 有 
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AiA,A,A, = (444)4 = (A14,) (Cd 4) =4 0444 
等 等 。 特 别 ， 如 果 4; ,4,,…,A, 是 同一 个 阶 方 阵 4， 则 
: AA...4 
个 
有 意义 ， 并 记 为 44， 它 称 为 方 陈 的 上 次 赛 。 
2" 单位 方 阵 是 1 而 站 和 的 
方 阵 称 为 # 阶 单位 方 阵 ， 记 为 6，， 


绅 和 


1 0 “:. \ 
1 1 ! | 1 | 


0 0 es 1 :Mn 


容易 看 出 ， 对 任意 Ath"",， 均 有 1., A=Al.,,, =-4。 
3。 设 AEF，,，AEF"*#， BEF#xs， 册 | 
(17A)B=.A(B) = 17(AB). 


4" 加 季 分 配 律 , 设 4，BEF"**,，CEF"*?,，DEFe*", 


和 


CA+B)C=AC+BC, D(A+B)=DA+DB. 

磊 当 指出 ， 拢 阵 的 乘法 与 通常 数 的 乘法 存在 着 重大 区 别 。 对 - 
于 数 的 溢 法 ,交换 律 是 成 立 的 , 即 对 任意 gc ，bE 了 fF， 均 有 ab= ga。 
但 是 ， 对 于 算 阵 的 乘法 ,交换 律 一 般 并 不 成 立 。 事 实 上， 设 
Athnx*，BEF”*?， 晶 m 夫 p， 则 虽然 4B 有 意义 ,但 BA4 却 无 
定义 ,因此 谈 不 上 4B 和 BA 是 否 相 等 ， 即 使 m=p， 即 4B 和 BA 
都 有 意义 ， 但 4B 为 加 阶 方 阵 ，BA4 为 n 阶 方 了 泗 ， 当 加 去 办 
时 ， 显然， -4B:FP4， 击 当 妇 =0 时 ， 仍 有 可 能 4B 上 PB4， 伍 : 
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0 0 0 0、 
Ab = 9 bA= _ 
\U 0 “1 0 


这 个 例子 还 表明 ， 两 个 非 零 矩阵 的 乘积 可 以 是 零 矩 阵 。 这 和 
现 个 非 零 的 数 的 乘积 一 定 不 等 于 零 也 不 相同 。 由 此 还 可 以 看 出 ， 
如 果 有 4,B 和 CC 分 别 是 mxn，m xn 和 nxbp 人 矩阵, 且 .AC= BC,， 
#0, 和 也 就 是 说 。 对 和 矩阵 的 乘法 ， 消 去 律 并 
不 成 这。 上 上述 的 不 同上 点 在 进行 第 阵 乘 法 运算 时 是 必须 注意 的 。 


衣 才 是 数 撼 严 了 和 阶 方 笑 10) = 可 eh 是 娄 域 刻下 天 于 
和 的 多 项 式 。 记 


f(A)= p101i, 


1 三 0 


其 中 约定 4° =J， 则 (4) 称 为 方 阵 4 的 多 项 式 。 容 易 验证 ， 如 


果 J(4),，g(^)，p(X) 栖 G(^) 是 数 域 记 上 关于 2 的 多 项 式 ， 且 
(MA) +9(A) =p(A), fA) g(t) =q(A), 


1 (4A)g(A) = g9(A)1 A) 
f (A) +9(A) = bp(A); 
f (4)g(A) = a(A)., 
定义 设 4= (a;;) 是 mxn 算 阵 ， 把 4 的 行 变 成 列 ， 列 变 
减 行 ， 得 到 的 nx m 甜 阵 称 为 矩阵 4 的 转 < 园 矩 阵 ， 记 为 4/， 即 


1 Ql 421 Gni 
| dly Ca 3 Un | 
: Cln Cn Qs 


容 多 验 证 ， 上 矩阵 的 转 置 共有 以 下 性 质 。 
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1。 对 任意 4，BEF" “rr， 均 有 (4+ 了 = 十 也 
2。 对 任意 EE"**，AEF"**， 均 有 (1.4) 7 = 入 4 
3。 对 任意 AEF"m**，BEF**r， 均 有 (4B)7 = 有 4/。 
一 般 地 说 ， 设 A,EFriYnit, 1i=1,2,..……,k, 而] 
(AiA,A.)’ = ArAr- sd 


4。 设 4EFnxr， 则 (47)7 = 4。 
对 于 复 矩 阵 4 = (a;;1)EC"*"， 可 以 定义 矩阵 4 的 共 生 矩 阵 下 


如 下 ; 
C11 Cl? Tin \ 
了 一 Cs 1 29 Ga | 
A= 9 
nl1 m2 Cm 


或 简 记 为 A= (&1j) ;其 中 Ci 是 复数 Ci 的 其 斩 复 数 ， 1 委 ? 委 7y 
1<7 委 人 。 关 于 和 矩 阵 的 共 鱼 ， 以 下 性 质 成 立 。 
1° 设 A4A，BEC"™*”, 则 (4+B)=4+B; 


2° 设 XEC，AEC"*"， 则 (XA) = 而 


一 wa mp 


3。 设 45sC" ”DPKC7 7， 则 AB = 了 5 


4° 设 AEC"m**， 则 (A) = (了 3)7， 并 记 为 也/。 

最 后 介绍 进行 矩阵 代数 运算 的 一 个 重要 方法 ， 即 把 和 抢 阵 分 
块 。 给 定 矩 泗 44= (a;;)tH"”。 所 谓 对 和 矩阵 女 进 行 分 块 是 指 ， 
设想 用 一 些 水 平 线 和 坚 直 线 把 矩阵 妇 4 的 元 素 分 隅 成 若干 个 长 方形 
小 块 。 人 例如， 设想 在 和 矩 阵 4 的 第 mt+t 司 +m; 行 与 第 tm 十 … 
+1m; 十 1 行 之 间 有 一 条 水 平 线 ，i=12ye py 1 十 IM 十 二 17。 
= 加 ， 在 4 的 第 n+… 二 ni 询 与 第 ?91 十 … 二 1; 十 1 列 之 同 有 一 
条 竖 直 线 ，J1 = 1 2，9，Hi 十 十 十 fq 三 %。 于 是 ， 矩 陈 4 便 
分 成 pxg 个 块 ， 
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ds; 1+1l8j 1+1 GT1+1o8i 1+2 (TI+199 
E 
u j 
Gps; 1+1 0) ;1)_1+2 7 


文 里 ss,=mi+m,+ 二 Mm fj 二 n+ 二 +n;，1 志 1! 硅 p， 


和 


4 = (4; 门 。 在 进行 矩阵 代数 运算 时 ， 可 以 把 分 类 算 隆 中 的 子 矩 
阵 当成 矩阵 的 元 素 ， 然 后 进行 运算 。 
设 A， BEF™””, 并 且 4， 互 的 4 分 块 方式 相同 ， 期 设 


A4= (4;)), B= (Bi)), 
其 中 4,; 和 号 ,都 是 mi xf 矩阵 ，1 委 1i 委 站 1 委 ) 委 9 则 显然 


4 二 已 il A,, +.b., 可 4 + 卫 ，， 
A+B= A,,+bP,, A,,+B,, ep. A,,.+b,, | 


4 + 也 A,, +B,, 机 A,s, +b,,. 


设 A 上 P， A= (A,i;)EF"*”, 其 中 4,; 是 m; Xxn; 子 矩阵 ， 
1<i<p，1 过 <] 过 q。 容 易 验 证 ，^4A = (A4,;). 

设 A= (4,1)EF"*” B=(B,j;)EF”?， 其 中 4,;) 是 4 的 
4 i X14; 子 和 矩阵 ;Bi 是 B 的 nn; Xp 子 矩 泗 ;1 i<<7， 1 < js, 
1 委 R 和 ss 1 私 1 委 1， 即 4 的 子 和 矩阵 4;; 的 列 数 等 于 Bj, 的 行 数 ， 


J - 


1? 


记 Ci= dBb l<i<r,， iit， 则 .AB= (Cj;)。 质 : 


&=1 
名 话 说 ,在 计算 矩阵 4 和 已 的 乘积 4 时 ,可 以 把 矩阵 4 和 呈 分 块 ， 
使 得 矩阵 4 的 列 的 分 法 与 乍 尘 瑟 的 行 的 分 法 相同 ， 那 未 ， 把 子 托 
阵 4,， 和 Bi1 当成 通常 的 系数 ， 然 后 按照 矩阵 乘法 运算 相 乘 ,其 
结果 便 是 矩阵 4 与 妃 的 乘积 

现在 来 证 明 这 一 事实 。 记 C = (Ci;;)， 其 中 


一 > 4,,B,, l<i<r, 1<[<t, 


太 二 1 


显然 C 是 m xp 矩阵， 于 上 且 具 有 r Xt 个 块 〈 子 矩阵》 ， 和 矩阵 C 
大 (1,7) 系数 Ci 二 证 在 下 个 绒 CC 中 。 于 是 ， 


m+ T+ 
pi tp t+ +h- 1D, + P+ :+p-1+pi, 
因此 ， 必 有 i 和 和 7)"， li mm,, 1<7)/'<p,, 使 得 


1 = 17， ee 


j= pi+ pit +piLit+i, 
这 表明 ，c,， 是 子 和 矩阵 人 Le 《1 7》 系数。 由 于 


Ey 
kl > A,B,,， 
d=1 


因此 ， 它 的 (i ,7 人 ) 系 妆 7; 是 A.B,,， gq=1,， 2,..….…,，S 咎 | 《1 ， 
17) 系数 《A,,B,,) i, 的 和 。 但 是 ， 


Coili+loe yi-i+l Cer_i+lyey- 1+2 和 人 ITI+1y9 ) | 


A | Os- 1 2:8 ;~1t1 Co-it+t2yevy_-1+2 四 Cek-it+2:e :多 
让 人 本 和 | 
' 
Cp, 1+ : (Cake 1+2 Gops9, 
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Do lt mit bo itiei-1+? 0 bs li+t1ow, 
Do itaswi11!! bo itaw-1+2 和 bo gtr) 


性 和 


Do wi_1+1 Dom/_1+? bs, 


-其 由 d= 二, Ve 二) 二 8。 十 十 如 9， |， =p, 丁力 : 
+++pi。 Bh / 


Fi 


4 
CA ,Bs ) i i? DuLite so ltebo ite wl1ti . 
PP 二 了 
5 wi 
Ci 一 DO ri te et etl 


< 一 


三 
I 
dp 


z 一 
对 矩阵 的 转 几 和 共 办 , 容 电 验 证 ,如 果 m xn 和 矩阵 4= (4,;)， 
其 中 4,1) 为 mM; Xn 子 矩 阵 ，1 三 1 万 p, 1 之 } 志 gqg， 则 
A’'=(A,,)’, A= (A;;). 
最 后 给 出 若干 特殊 类 型 的 矩阵 。 如 果 甜 阵 4 分 块 后 具有 以 下 
:形式 ， 
1 人 才 ，， 机 A,, 
A | 0 了 ， 4 |， 
:0 0 a 二， ， 
131 


妈妈 的 主 对 角 线 以 下 的 块 都 是 零 子 矩阵 ， 则 4 称 为 准 上 三 角 的 。. 


人 


当 A11，4,;，…，4,4 为 一 阶 子 方 阵 时 ，4 称 为 上 三 角 的 。 显 然 ， 
当 A, 1 ;A ， 27"°° 4,， 都 是 六 也 时 ， 也 是 方 阵 ;计量 由 Laplace: 
悉 开 定理 ， 
‘det A=detA,.detA,,..detA 
如 条 矩阵 4 具有 如 下 分 块 形式 : 
A= A,.， 4,, … 0 


2 


FE 旬 


A,, A,, 六 直 4) 
划 主 对 角 线 以 上 的 块 都 是 零 子 和 矩阵 ， 出 A 称 为 准 下 主角 的 当 
A,,,4,. 7 4 痢 是 一 阶 子 算 阵 ， 则 .4 称 为 下 三 角 的 。 同样 , 


A ,A,,, ‘A,b 为 子 方 阵 时 ， 
detA= detA,,detA,,.:.…detA,,. 


妇 忒 矩阵 4 既是 准 寺 三角 的 ， 又 是 准 下 三 角 的 ， 则 A 和 称 为 准 对 - 
期 的 此 时 记 4=diag(411，4,,，…， 4A,,); 特别 当 4 
4 为 一 险 子 方 阵 ， 者 是 零 时 ， 和 
亲 对 角 的 ， 为 《= Tag (odes ;Gun) 。 


习 题 
。 求 下 列 竺 和 陈 的 乘积 ， 
， Ghprc larc\ 
111/\1ca 
121Y 23 1VW121N 
(2) 有 1 .0 ?| 
12-1 
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(C3)|1310|; © 


1 A 
(5) )， 
U 1 


cosd — sin0 
(7) | 3 


sing cos0 


J 
pe 
co 
dd ， 
一 ee _ 
ey 
1 
: | 
[ 
各 
I 
全 
名 
| 
[ 
一 


4)1041144 


- U 1 
gr 
( a 7 ' 、 bb 
- 了 “ ™ 
村 对 “, 
咒 % 
Wh 
[9] 
全 
站 


Gd! G，… 0， 
上 1 1 … 
1. w ww WW 
"| 1 Ww wt 四 
1 WwW” 7 Wy (2~1)2 | 
` 其 中 屎 ”= 1 
2. 计算 4B=BA.。 
/121 4 11 
(1) 4=|2121 B=I1-420， 
i123 121 
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2 1 0 3 1T ~2 
(2) | 1 1 :| a-| 3: 一 2 ‘| 
\-121 \-3 5—1 
3。 求 出 所 有 和 方 阵 4 可 交换 的 方 阵 . 


101 
(1) A=I10101 
3 12 


,0100 
0010 
0001 
1000 
4。 证 明 ， 如 果 方 阵 4 和 如 可 交换 ， 即 4bB= 8A， 则 
(1) (A+B)’*=A’*+2AB+B’; 
(2) A’:*-B’ =(A+B)(A- 2); 
(3) CA+B)”= A”"+Ci1A”-'1B+C2A"-°B’+. 
+C"-1AB"”-!+B”. . 
5。 设 % 阶 对 角 方 阵 4 的 对 角 元 两 两 不 等 。 证 明 ，m 阶 方 阵 
如 与 4 可 交换 的 必要 且 充 分 条 件 是 ，B 为 对 角 方 了 泗 。 能 否 推广 到 
准 对 角 情 形 ， 即 
4=diag( 人 7 i,) ;A EE )s 
其 中 ;4,，… ,两 两 不 等 ，h, +h,+… hf 
6。 证明 下 述 结论 : | 
《1) 上 三 角 方 阵 的 乘积 仍 是 上 三 角 的 ; 
《 2) 如 果 4: 4 4, 是 8 个 4 阶 上 三 角 方 阵 , 且 方 阵 
4; 的 (ii) 系数 为 零 ，i=1,2,"…,n， 则 4,4,…A, =0. 
7。 设 是 正 整数 。 适 合 4: = 0 的 方 阵 4 称 为 宪 零 的 。 使 
4:=0 
成 立 的 最 小 正 整数 丈 为 方 阵 4 的 宕 零 指数 。 证 站， 上 三 角 方 阵 4 


- 


(2) A= 


了 34 


为 寡 零 的 必要 且 充 分 条 件 是 ，4 的 对 角 元 素 全 为 零 ， 并 且 4 的 圭 
零 指数 不 超过 它 的 阶 数 ， i 

8。 求 出 所 有 2 阶 寡 零 方 阵 。 | 

9。 如果 方 阵 4 适合 4 = 了， 则 4 称 为 对 合 。 求 出 所 有 2 阶 
对 合 方 阵 ， 

10。 如 果 方 阵 4 适合 4: = 4A， 则 4 称 为 塞 等 的 。 求 出 所 有 
2 防震 等 方 阵 ， 

11.。 证 明 ， 如 果 4 是? 阶 对 合 方 阵 ， 则 五 = 序 C4+To) 是 


寡 等 的 。 肥 之 ， 如 果 B 是 # 阶 完 等 方 阵 ， 则 4- 2B 上 此 ZE 
对 合 。 
12。 适合 4 = 4 的 方 阵 4 称 为 对 称 方 阵 。 证明 ， 
(1) 设 BF”*”， 则 BB/' 是 对 称 的 ， z 
(2) 2 阶 对 称 方 阵 4 和 马 的 乘积 4 8B 为 对 称 方 阵 有 必 
We 条 件 是 ， 方 阵 4 和 B 可 交换 . 


,适合 4 = -~ 4 的 方 阵 4 称 为 斜 对 称 的 。 证 明 ， 


《1 )》 人 舌 对 称 方 阵 4 和 B 的 乘积 4 B 为 斜 对称 的 必要 这 H 
充分 条 件 是 4B= - BA. 
(2) 血 对 称 方 隆 4 和 B 的 乘积 4 B 为 对 称 的 必要 1 . 宛 
人 B 可 交换 ， 
。 证 明 ， 任意 一 个 方 隆 4 都 可 以 唯一 地 分 解 为 对 称 方 队 9 
pr : / z 
15. 适合 + = 4 的 复方 阵 称 为 Hermite 方 隆 。 证明， 对 作 


意 A ‘*#* AA’ 是 Hermite 的 。 z 
江阴 ， 对 角 绕 都 是 方 的 淮 上 三 角 方 隆 为 时 零 的 必要 且 充 
和 人。 和 和 一 人 多 : : 
对 角 元 素 都 相等 的 对 角 方 阵 称 为 纯 量 方 阵 。 证 胡 /， 和 所 
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有 ?# 阶 方 阵 都 可 交换 的 方 阵 一 定 是 纯 量 方 阵 。 | 

18。 设 1 阶 方 阵 4 的 每 一 行 上 都 恰 有 2 个 元 素 为 1， 而 其 它 
元 素 为 地， J 是 元 素 全 为 1 的 阶 方 阵 ， 求 出 所 用 合 A4*+24 
=2J 的 1 阶 方 阵 .4， 


933.2 Binet-Cauchy 公式 


。 数 域 玉 上 所 有 阶 方 降 的 集合 记 为 F”"。 本 节 考虑 定义 在 
Fax# 上 而 取 值 在 已 的 两 个 重要 函数 。 

定义 nn 阶 方 阵 4= (ay) 的 所 有 对 角 元 素 之 和 称 为 方 阵 4 

的 迹 (trace), 记 为 Tr(A), 量 ] lr(A) dl1ta,, + 二 as。 


容易 验证 ， 函 数 Tr(4) 具 有 以 下 性 质 . 
1。 设 XF*，A,BEF*x*， 出 


lrCA+B)= Tr(A)+ Tr(B), 
Tr(2A) =XTrC4) : 


换 句 话说 ，Tr(4) 是 方 阵 4 的 线性 函数 ; 

2” 设 A,bBtF”**, 则 Tr(AB) = Tr(BA); 

3。 设 AEF*x*， 则 Tr(A')= Tr(4)s 

4 设 4EC?xr。 如 果 Tr(d37) = 0， 则 4= 0， 

定义 在 ff”*” 上 而 取 值 在 已 的 另 一 一 重要 函数 就 是 方 阵 的 行列 
式 det4。 和 方 阵 4 的 迹 Tr(J4) 不 同 ， 方 阵 4 的 行列 式 det4 不 
是 方 隆 和 4 的 线性 函数 ， 基 一 般 地 说 ， 对 NEF ,4， BEF**”*， 等 式 
det (A+B)= delA+ detB 和 det ($A) = Adet4 并 不 成 立 。 但 
冲 ， 方 许 的 行列 式 却 是 方 阵 的 可 和 柔 图 妆 。 其 体 地 说 ， 有 以 下 的 
定理 。 

于 1 设 A,BEF"*xs,， 则 det (4AB) = detAdetB. 

记 4=(eir)， B= (6,1). 则 


13& “ 


ye i1] yi "ainbj,, 


ji=1 7 > 二 7 j=1 
| ， 。 
2 ai Di > G2i Di 2， 入 2, Ga2ji sbi ny 
det (AB) = ji] =1 i ,=1 in=1 
# 2 | 
y 1 Qj, Pi ,, “° 2 Tiabi,, 


i 1=1 jj2=1 了 天 = 一】 


Qlj1 Giljs “* G1js 


Jdet (AB) = 》 Di Di ob;,, 42i1 4,1. 和 Gin 


lj ee 。 

Gnil Giji2 … 0 
当 上 式 右 端 被 加 项 的 行列 式 的 列 指标 记 ,7:，…，1。 有 两 个 相等 
时 ， 该 行列 式 应 为 零 。 去 掉 右 端 和 式 中 行列 式 为 零 的 那些 项 ， 则 
和 和 式 中 余下 的 项 所 相应 的 指标 14720…7 应 是 1,2,…,n 的 一 个 
排列 。 因 此 ， 

Wh Qj2 °° Qin 
det(AB)= OD pb 

(了 了 17 2 7, ) ! 2 于 ) ae- 


Gi Qnj2 *' Qui 

由 于 对 换行 列 式 的 本 列 ， 行 列 式 的 值 变 号 。 面 排列 157:…71。 可 

以 经 过 若 生 次 对 换 赤 为 标准 排列 1 2…m， 其 对 换 次 数 和 排列 
…1。 的 逆序 数 同 为 奇偶 。 按 照排 列 717,…7, 变 为 标准 排列 1 2.… 

1 的 对 换 方式 对 换行 列 式 det (asi ) 的 列 ， 则 行列 式 det (a,;,) 

哆 为 


1 37 


(aij Qj;. Cn Gi! Ors Qs, ni 
Gil chs Ce (7 2: ") CQ > > 人 > 
一 :” ， 
7 7 
| 
‘Usajl Uje Ujn Gl 0G, Con 
世间 
于 十 


wh Gs Gln 
| 

Qi 0.,; Gn 
.| 和 
| 学 临 加 妆 

1 

| 

Cai Lan Cs si 


上 式 右 端 中 的 因子 


1 2 Dr 
(1 232) 1 
即 为 行列 式 detB'= detB。 定理 1 证 毕 。 
定理 1 可 以 推广 到 4 和 8B 为 长 方 阵 的 合 形 。 | 
定理 2 (Binet-Cauchy) 设 AtFr*r ,BtEr*r, 则 | 


detCAB) 

0， 当 gq<p 时 ， 
.ldetA detB, : | 当 g= 力 时 ， 
Y 1 2 .… 旋 、 帮 

Li < , 本 ) :二 

~ ” 1 2 1 之 


Binet-Cauchy 公式 的 证 明和 定理 1 基本 相国 ， 请 读者 具 书 
完成 
利用 Binet-Cauchy 公式 ， 可 以 证 明 ， 
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定理 5 设 AEFr?*， BEFs*，， 并 且 记 C=AB。 则 和 矩阵 C 
:的 了 阶 子 式 


(0; | wr 
1 > - a 1 "reo. 


证 设 4A4= (a;;)， gp CAB C0.), 其 中 ci 


2 


一 01 和 bb，1 委 ) 委 SS。 则 
玫 王 卫 


cf i ， …- + )= det (4,B,) z 


ji js 和 jr 
， 
| | ， 
Za dsb kj Tuan bi, 2 Cire bre,i, 
| 
4 了 
和 qi 2 a, eb Dy Qionrbrri, 
1 ,三 】] x 一 ; 
| 
| i. 
| 
号 4 
0 0 } DO air, Deri 
对 和 抢 阵 4 的 子 和 矩阵 
[2 1 Gi,2 Ci 9 
Ci Qi Ci 
A, = 
| 
Ci 1 di : di 


和 和 矩阵 8 的 子 矩 阵 
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pi : Di ， 机 Dr ， | 
应 用 Binet-Cauchy 公式 即 得 定理 3 . 


”现在 举例 说 明 上 述 定理 的 应 用 ， 
例 .1 1 阶 方 阵 3 


{do Ol GG, Cn -TY 
Gun Gn dy Cn 
= da, Qi ao 和 … Un—3 


a C， 人 Qo 了 


称 为 轮 通 方 阵 。 求 二 阶 轮 胃 方 阵 4 的 行列 式 。 


解 这 w 是 2 次 本 原单 位 根 ， 印 四 和夫 1，1 委 1 和 2 一 1，o* 
= 1]， f(x)=as toxt+go.-1X"  . 取 n Bt 和 矩阵 吾 为 ”> 


1 1 1 1 
1 (9 CD“ CD + 
B=,1 cy CD CDz (+~—1) ， 
\ DT GD” 1 CD (1 
dp 一 . z . * 
合 多 LE 址 多 Te -2 , 


AB= Bdiag(f (1),f (0),f (0°),.,f (or!)). 
上 式 两 端 各 取 行 列 式 ， 则 由 定理 1 ， 


所 一 荆 \ 
a Hf js. 
\i=0 1 ' - 


显然 ，Vandermonde 行列 式 detB= 种 ，(ei-wi) 关 0， 央 


1 


2 
此 ，detA4= fw). 
i =3 
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例 2 设 4= (aii) 为 4 阶 方 隆 ， 全 中 aii 是 整数 7 了 和 了 了 的 
最 大 公 因 数 (i ,7)。 证 明 ， | 
det A= (1)P (2) .PP (n), 
其 中 9 (是 自然 数 站 的 了 uler 少数 ， 
证 取 ? 阶 方 阵 吕 = (Vi;;)， 其 中 
1， 当 71i 时 ， 


0 ， 当 7 十 1 时， 
容易 看 出 ， 方 阵 刀 是 对 角 元 素 全 关 1 的 下 学 2 角 方 阵 ， 因此 ，detB 
=1. 再 取 n 阶 方 陈 C= (cs)， 其 中 cij = P(i)bj;。 显 然 , 方 阵 
C 是 对 角 元 素 依 次 为 P(1) ,2(2) ,…,P(n) 的 上 三 角 方 阵 ,因此 ， 
detC =P(1)P(2).P (n). 记 BC sD= (di;)。 则 . 


= bie = DP bs. 


=1 ， «= 


因 闵 当 R 十 1 hy， b ,=0, 所 以 ， 
dij= Pk)= TV Pk). 
es 


rl 《7 7 


bii = 


四 


由 Euler 函数 (的 性 质 相 知 ，d 1 Qi, 让 .因此 ，BC=D 
= 4. 由 定理 1， 
det A= det B.detC = (1)P (2) .9 (n). 
例 3 利用 行列 式 证 明 Cauchy-Byaxsorcxnii 不 等 式 ， 即 当 
oa; 和 品 ; 为 实数 ， 1 二 < 
(abitab, te tab,) <A(oltalt..+a2) (hb? +b2+.: 
+ b2), : 


| 


其 中 当 且 仅 当 愉 =p = …= Fs. 


证 取 2xm 实 矩阵 4=(9 9 .9+)。 则 
bp b, .eb, 


tal 


i =1 i 二] ; 
AA’ = i 
Li 


至此 


detAA’ {Ee 后 中 [Bess | 


于 ] rf] 


7 一 方 闻 ， 由 Binet- -Cauchy 公子 


所以 


!: i 三 1 
二 此 好 得 Latchy-PyBaKobcK 了 让 不 等 式 ， 和 而且 内 日 仅 归 M4 对 每 一 对 


1,}, A( 1 “)= aibi 一 Qib; = 0 时 等 式 成 立 ， ” 轩 当 且 全 当 吉 
1 J 


设 4EF:x:*。 证 明 ，A* 一 Tr(A) A+ (det4)T ,=0. 
证 明 ， 不 存在 4, BF”， 使 得 AB B.A4=1 了 (， 
3。 利 用 等 式 
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to Fw 
Ld 过 


ep 

全 

心 

1 

pe 
Cc | OD 

心 


| pl 2 2 +- 
| 

量 亲生 昌 曙 只 审 

o 0 一 | bi b.,， ” b,, 

| 

Gril 人 13 Gin bi b |, 了 | 
站 G22 Gasn bs b,; b,， 


FF 


Onl Unr2 “0 Go bl hh, , 多 b,» 
证 路 定 焉 1 工 。 


4。 计 算 下 列 行列 式 。 


SS 1 
si 3S， 5 SS 
C1) ， 
ss Da Sntl 92 xX | 
ss Satl Sai2 "'” Den-1 X | 
其 中 等 震 和 si = XI TXT 十 Xr9y 有 二 < 
《2 ) 记 Pi (x)=ao0i tariXt OsloiX” 且 . 
Go00 Go 1 Ge ， 四 Coyn-i 
Guan Ul CI2 “""” Glsn-1 


Qn-i90 0 -191 Gnr-iy2 "” Gn-i9n-l 


Po CX1) P(X,) 四 Po (Xn) : 
DD) PLR) PX) ] 
| 
\ 
| 


[和 
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(3 ) | 
2? 32 4? 1? | 
Ul 人 ds Us | 
au, | 0d, dU,—1 | 
(C4) | 
TUr-1 dn Qi 人 一 人 | 
Us» | | 


5。 利 用 和 矩 阵 乘 法 ， 直 接 求 出 下 列 行列 式 det.A4B, 并 用 Binet- 
Cauchy 公式 加 以 验证 。 


211 3 1 
(1) .4= 和 PP=l21 
301 


1 0 
2 
1521 
(2) “i! | ). 
,| 2134/ 
2 3 


/123 / 
5 来 短 阵 4B=C 的 子 式 C| ， 其 中 4 为 主 对 角 元 素 


全 为 0 而 其 它 元 素 为 1 的 6 阶 方 阵 ， 而 
/135791\ 

124 6 8101| 

011112. 

101112. 

110112 

1{111012 

7 适合 44 = 了 ,= 4 4 的 n 阶 方 阵 4 称 为 正 交 的 ， 
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证 明 ， 

(1 ) 正 交 方 阵 的 行列 式 等 于 十 1 

(2 ) 位 于 正 交 方 阵 的 上 个 行 上 的 所 有 上 大 阶 子 式 的 平方 和 等 
于 1],， R=1,2,.…,n。 : : | 

8. 适合 44 = 了 ,= A 4 的 nn 阶 复方 阵 4 称 为 西方 阵 ， 


证 明 ， : 
(1 ) 西方 阵 的 行列 式 的 模 为 13 / 
(2 ) 位 于 西方 阵 的 个 行 上 的 所 有 阶 子 式 的 模 的 平方 和 
为 1， | 
3 。 > 11 = 1 二 1 二 时 ， 和 矩阵 4 的 子 式 4( 
1 17> 
“4 ) 称 为 矩阵 4 的 一 个 上 阶 主子 式 ，1<i < 让 < 荆 …… 区 到 灾 


"1 
设 AC"*”。 证 明 ， 和 矩阵 .44 的 每 一 个 主子 式 都 是 非 负 实数 。 
10。 设 4, BEF“x*。 证 明 ， 方 阵 4B 和 BA4 的 所 有 上 阶 主子 
式 之 和 相等 。 由 此 证 了 明 ， 
det( 人 7 一 -4B)=det( 一 有 4)， 
11. 设 4=(B,C)EC”% 其 中 中 是 矩阵 4 的 前 尺 列 构成 的 
子 算 了 泗 。 证 明 ，1 detA|*<18’BIllC’Cl. 


$3.3 可 逆 和 矩阵 


在 通常 数 的 乘法 中 ， 对 非 零 的 数 a， 总 存在 数 b ， 使 得 ab 
= ba=1， 数 65 即 是 数 a 的 倒数 , 记 为 a-!。 利 用 倒数 概念 , 数 的 除 
法 就 可 以 归结 为 数 的 乘法 ， 即 a+p=ab  ， 其 中 5 到 0。 在 考察 1 
阶 方 阵 中 是 否 可 以 引进 除法 时 ， 自 然 应 当 把 倒数 概念 推广 。 

定义 ”给 定 算 阵 4， 如 果 存 在 矩阵 B， 使 得 4B=B4=7， 
其 中 了 是 单位 方 阵 ， 则 矩阵 4 称 为 可 逆 的 ， 而 矩阵 如 称 为 矩阵 4 
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的 逆 矩 阵 ， 记 为 47 ， 


由 定义 容易 看 出 ， 可 刻 矩 阵 一 定 是 方 阵 . 长 方 超 阵 阵 一 定 不 可 
逆 。 但是， 并 不 是 所 有 方 阵 都 可 道 . 

定理 1 + 阶 方 阵 :ACP” ”可 北 的 必 牙 :及 充分 条 件 是 它 的 行 
列 式 不 为 等 。 

证 必要 性 。 届 4 阶 方 阵 4 可 道 ， 则 存在 ft 阶 方 阵 8B， 使 得 
AB= BA= 了 .,,,，。 两 端 取 行 列 式 ， 得 到 detAdetB=1. 因此 ， 
‘det A 0， 

充分 性 。 设 4= (4;;)， 日 det.A4 关 9。 记 行列 式 det.4 的 元 囊 
Qii 的 代数 余子 式 为 Ai ,1 三 i ,7 三 n。 取 nn 阶 方 阵 . 人 为 
A,, A,, 1 A 
A,, A,, | 


半 第 二 资 S3.2 定理 2， jaiiA,,; =0ilidel4，1 和 二;，R<s0。 因 


7 一 1 
此 ,AA*= diag (Cetddetd ydetd) 二 (det 7 。 因为 
det.4 关 0， 所 以 一 一 


4 


同 理 可 证 ，( -了 了 A* )4=1.。，. 根据 可 逆 方 阵 的 定义 ， 箱 


阵 A4 可 逆 ， 并 且 .4-! = A .定理 1 证 毕 ， 


定理 1 的 证 明 申 出 现 的 # 阶 方 阵 A* 称 为 方 阵 的 附属 方 阵 
Cadjoint matrix) 。 容 易 证 明 ， 对 任意 4 阶 方 阵 4 和 B， 均 有 
(4B)*= B*A*. 由 附属 方 阵 4* 的 定义 不 难看 出 ,如 果 AEF”*”， 
则 A*EF***， 从 而 41EF”**。 另外， 在 一 些 教科 书 上 ， 行 列 式 
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不 福地 的 万 库 称 为 非 弄 方 阵 ， 或 非 退化 方 阵 ， 否 则 称 为 奇异 方 


隆 ， 或 开 化 方 隆 。 因此， 定理 1 也 可 以 叙述 为 方 阵 4 可 道 的 必 
要 上 充分 条 件 是 4 非 异 ， 或 非 退 化 。 
自然 应 考 谍 的 回 题 是 ， 可 逆 方 阵 是 否 唯 一 ? 设 如 和 C 是 可 道 
方 阵 4 的 逆 方 了 泗 ， 则 4B8= BA4={，AC =CA=1. 因此 ， 
C=CI=C(4B)= (CA)B=1B=B. 
这 表明 ， 可 逆 方 阵 4 的 逆 和 矩阵 是 唯一 的 。 
1。 设 下 阶 方 阵 4 可 道 ， 则 它 的 逆 和 矩阵 4 "也 可 道 ， 并 卫 
(4 = 
2， 穿 脱 蛛 理 。 访 于 具 方 陆 4 疙 可 道 ， 则 它们 的 乘积 48 也 
可 逆 ， 并 且 (4B)- =B- A-'. 
利用 归纳 法 容易 证 明 ， 设 2 阶 方 阵 4 ,4,,…,A; 可 逆 ， 则 
它们 的 乘积 414,…A, 也 可 道 ， 并 旦 
(CAs Asi Ai) = Ai' Ail, di! Ai!, 
3, 设 EF， 70, 则 (54)-!1= ~14-!， 
4. (A’)- = (4 )’; 
5, deiAd-' = (detA)-’; 
6. 译 六 方 辽 4 和 1 阶 方 阵 B 可 逆 ， 则 m+n 阶 方 咽 
diag(4 六) 也 可 逆 ， 并 忆 (diag(4 DB)) Ch B-!)., 
给 冠 可 逆 方 了 省 4、 如 何 求 它 的 逆 矩 阵 .4 然 可 以 先 求 


出 方 阵 .4 的 附属 方 阵 4*， 然 后 求 出 逆 矩 阵 4-! = 1 不 


这 种 方法 很 拼 烦 ， 因 为 在 求 A* 时 必须 计算 时 个 4-1 阶 行列 
四 又 必须 计算 站 阶 行列 式 det4, 当 靖 很 大 时 ， 计 算 量 相当 大 。 
所 以 通 澡 不 采用 这 种 方法 .下面 的 例 1 给 出 利用 解 线 性 方程 组 来 
求 送 惩 阵 的 方法 . 

例 1 求 n 阶 方 阵 
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的 刘 定 阵 ， 其 中 数 CC19(29 0, 全 不 为 寄 . 
解 


芭 -4 = 六 = (%1;), 别 由 AX = 了 .得 到 ， 


Qi1X,i1 dl1X,， " Ql1X,, 1 0 0 … 0 
2X1 GX, “"* Qs2X3n 0 1 号 
4 =|001…0。 
人 Ga -1Xn， dn-1iXns i .| 
QaXy dXis ，… QsXi, 0 0 0 
由 此 得 到 ， = = 工 ， “9 Xasn-l™ ! ? xi = 工 ， 
| Us 人 nm-1 Un 


向 其 它 的 Xii = 0 。 因此 ， 


求 道 矩 阵 的 方法 还 有 很 多 ， 以 后 遇 到 时 再 随时 介 


- 1 \ 
00 0 0 
| a, 
| 

1 0 0 0 
| 

| : 
00...00 | 
9 

0 0 0 _ 0 


绍 。 


利用 逆 和 矩阵 ， 可 以 将 关于 线性 方程 组 的 Cramer 法 则 简洁 清 
新 地 表述 出 来 。 友 给 定 1 个 未 知 量 X19Xn ss Xs 线性 方程 组 
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( Ql1X1 十 Gil 2 水 2 十 talsX, =b,， 

Us i1X1 a， 2 Xs 十 …: ta; An 一 b,， : (3。 3.1) 
f 
1 


CixXi 十 GuaxXa 十 十 Conaxn 二 Do。 


它 的 系数 年 阵 为 
di1 Ul2 Gin 、 
4AE U21 Qs,， Qn : 
dnl1 dys …: dns | 
并 HdetA 关 0。 记 
| xX) 7 
| 2 . 4 b, 
服 措 本 者 
| 
Xx, | b, 
于 是 利用 怎 话 乘 过 ， 方程 组 (3。3.1) 可 以 记 为 


现在 证 明 Cramer 法则. 先 证 明 方程 组 (3.3。2) 的 解 存 在 。 
事实 上 ， 半 为 det4 关 0， 所 以 4 存在 。 取 x=4-:B8， 代 入 
(3.3.2) ， 得 到 4(4-pB) = (44 7)B8B=1 8=PRB。 因 此 ，x 
=-4 :8 是 方程 组 〈3。3.2) 的 解 。 再 证 明 方程 组 (3.3。2) 的 解 的 
唯一 性 。 事 实 上 ， 设 另 有 解 x“” ， 代 入 (3.3.2), 则 Ax'” = 有 
两 端 同 滋 .47:， 得 到 4 (4x 9)=4 'B, 即 (A 4)x 
=-4 8， 因此 ，! wx =x" =A 8 这 就 证 明 ， 方程 组 
(3.3.2) 的 解 是 唯一 的 。 

由 于 


“A -ea ) 
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1 
| det4 2 0 


1 3 


| | 
n | 
detd > bi Ai: 


:= 9 


{ 11 
etd 


:1 


1 | ™ rr. 
六 二 。 一 2 he ™ E 
划 J det 4 人 Ad， R | ， 3 天 。 和 注意 ， 


411 Ui?2 ”Gil b, Cigtil CI 
5 b,A,, _ lasi 0 2. Qo,k-1 U2 U2,k+1 U2n = 人 ,> 
了 -上 本 本 沉 用 种 闪 本 本 出 二 


Un! Una "0 nk-l b, Ga， 下 


因此 ， “= kh=1,2,...,+ 这 样 就 重新 给 8 出 Cramer 法 则 的 : 


矩阵 证 明 ， 
有 了 逆 矩 阵 概念 ， 和 矩阵 分 块 运算 就 成 为 矩阵 论 中 一 种 重要 的 
技巧 ， 即 抱 阵 打 洞 。 所 击 和 矩阵 打 洞 是 指 ， 把 矩阵 分 块 ， 然后 经 过 
适当 地 变换 ， 使 所 得 到 的 矩阵 在 某 些 指定 的 块 为 零 子 矩 了 泗 。 和 矩阵 
打 洞 所 根据 的 主要 是 以 下 的 Schur 公式 。 
Schur 公式 设 AEFPFr*r， Bt CE 
DEFR (Hp) Xx 【了 ~ 一) ， 并 且 方 阵 A 可 遂 
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0 0 ( B' B ) 
. $ 
‘CA-':JI,_,, 人 MC 小 0 D-CA-iB 


} 
| 
2 ( A -A- 小 人 0 


C 万 人 0 oo-- C D- i 


人 0 扩 J — A-'B 
J。 
-CA ) C 万 / 0 1 ,,,) 


[4 0 、 
0 D-CA 有 让 


Schur 公式 的 正确 性 是 不 难 验证 的 〈 留 给 读者 作 练 习 ) 。 
于 Schur 公式 的 由 来 ， 则 可 溯源 于 年 阵 的 初等 变换 。 这 点 次 
以 后 加 以 说 明 ， 下 面 举例 说 明 Schur 公式 的 一 些 应 用 。 

例 2 设 42C， 和 DEC ， 并 且 -L4C=C4。 证 明 ， 


\c DD 
证 “ 先 证 明 方 阵 4 可 递 的 情形 。 此 时 由 Schur 公式 1， 


人 0 4 -4 B 


CA-! I,, VC DA D-cAB) 


{4 Bb 
det = det (AD -~ CB). 


| U 
中 然 ， ot ( j=1. it 上 式 两 端 取 行列 式 ， 
-CC4 Te 


:A B' ‘4 B 
det| | =det [ : 
CC DD 0 D-CA-'B 
| = det/Adet (D-CA-'B)=detA(D-CA-'B),. 
央 了 于 AC=CA, 所 以 A(D-CA-'B)=AD- (AC) A-'B= AD 
-CA4-'B= AD-CB. 于 是 ， 
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A Bb : 
et( )=sercap -ca 
C DD 


再 证 明 方 阵 .4 不 可 逆 的 情形 。 记 


Gil 十 人 Ci (ln 
Gl G，， 十 入 Gy， 
Qa, Gd,。"… GQ,,.+ 人 人 


其 中 4= (a;,)。 容 易 看 出 ， 行 列 式 detA, 是 关于 4 的 n 次 多 项 
式 .。 因此 ， 它 具有 ?个 根 和 ,0，…, 久 ,。 设 X11) 六,，… ,入 不 全 为 
过 ， 并 记 人 = min{ | 人， |: 人 ; 关 0， ] < i111 . 取 正 数 s， 使 得 
0 一 se<X,。 于 是 对 任意 ,0<X<s，det4i 关 0, 即 4 可逆。 由 于 
4C=C4， 故 4iC=C43 如 果 和 人:，… 人 人。 全 为 零 ， 则 同样 存 
在 正 数 s， 使 得 对 任意 人 ,0 一 人 一 s， A 可 逆 ， 并 旦 41:C =CAi. 
于 是 ， 利 用 上 段 证 明 的 结论 ， 
已 
j -aeco-co 


A 
| 
C DD 


二 式 两 问 都 是 关于 人 的 多 项 式 ， 从 和 而 是 的 连续 函数 。 因 此 当 久 
趋 于 零 时 ， 上 式 就 化 为 


A B. : 
etl j= eet aD -C8 
D DD 


应 当 指 出 , 例 2 中 关于 方 阵 4 不 可 道 情形 的 证 明 所 使 用 的 方法 


例 3 设 AtF"**，BEF”*"。 证 明 ， 
det (六 — AB) = det(T ,,, ~- BA). 


[i,., A 
证 明 让 mtn 防 方 攻 ( .出 Schur 公式 1 


得 到 ， 
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-一 


wy 


BE z 


/I (m) 0 | A ) ( (站 4 ) 
(® Le b / Lo,, ， 0 7 .一 了 4 
仿照 Schur 公式 1， 


7 ， A 4 
TB ev B 1 


取 上 于 述 两 式 的 行列 式 ， 得 到 ， 
I (m) A 
al -seed 1 — BA)= det(I.,, -AB). 


BB I,,, 
于 是 例 3 得 证 。 
顺便 指出 ， 例 3 给 出 一 种 计算 行列 式 的 方法 。 例 如 ， 
十 Xiyn Xi yy s MX 1 人。 | 
Xaya 1+X2ys 义 2 yn 
Xa ya Xeyaz … lL+X ys 
| 
-det To - (一 9 一 ya 
x 


XL. 


XX2 
=detf1l- (yi Yay yn) 。 


X， 


=]+xX,yi1i+X,. Ys T+ X.Y.。 


12...k 
例 4 + 隐 广 隆 4 的 # 个 了 式 4[ ， 中 = 1,2，…m 称 为 


方 了 4 的 咕 序 主子 式 。 设 方 隆 AER"" 的 顺序 主子 起 者 是 正 的 
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向 韭 对 角 元 都 是 负 的 。 证 明 ， 道 矩阵 4 的 每 个 元 素 都 是 正 的 。 
证 ”对 阶 数 4 用 归纳 法 。 当 n=1 时 ， 结 论 显 然 成 立 , 设 结 
论 对 #4 一 1 阶 方 阵 成 立 ， 并 设 A 是 n 阶 方 阵 。 把 方 阵 4 分 块 为 


A, :A 
4 ) 其 中 o 8 是 (mn 一 1) xl 下 阵 ，4 是 4 的 1 一 | 
d,s 
全 ‘(nC—1). 


上 因 此 ，4， 
12 … (no—1). 


阶 子 下 阵 。 由 候 设 ，det A,=4 


FT 证。 由 Schur 公式 ， 
(fea J (2 via- | 


\_ pi’ .BB’ a | 0 1 
机 0 \ 
- 0 a, Ba 
两 端 取 行 列 式 ， 得 到 detA= (ga,, 一 B'AY'o0)detA,。 因为 detA， 
->0，det/1>0， 放 qa,,- B'Ai'0>0， 容易 验证 ， 


We ) -= 0\ 
‘BA 1 BT 1 


Io LN AT 全 
| | - 


0 1 、 0 1 J 
汉 此 
人 Ps ] 六 (nl) oy 0 yt/ (na—1) 人 
BB” a,,! \B/Ai! 1/\0 _B7 4 (2 人 0 ] / 


于 是 由 穿 脱 原理 ， 


a/ | ， 
( 2 0 人 | 
0 1 ho oe Br -8B/Ai' 1 


(和 - (as-BA4 OO Ai 
‘~ (a,»—B’'Ai'o)-.'B’Ar (gas,。—B’'Ai'o) . 
由 于 (ga, 一 B'Ai'0) >>0， 故 方 阵 47' 的 (n,m) 系数 是 正 的 。 
由 归纳 假设 ，A7' 的 每 个 元 素 都 是 正 的 ， 而 B' 的 每 个 元 素 都 是 
负 的， 从 而 - (es,- 8'4icoer5B741 的 每 个 元 素 都 是 正 的 ， 
最 后 ， 由 于 4,B' 的 每 个 元 素 都 是 负 的 ， 因 此 ，a8" 的 每 个 元 
素 都 是 正 的 ， 又 .41 的 每 个 元 素 都 是 正 的 ， 所 以 4 + (gs 一 
B'Ar'% -'B'Ai' 的 每 个 元 素 都 是 正 的 。 例 4 证 毕 。 


习 题 
1。 求 下 列 方 阵 的 着 矩阵 。 
1 1 1 1 ,1 1 t 
1 1 -1 -1 [0 1 1 
(1) | 2) i : 
/ 1 一 全 1 — 1 ,3 | ss 多 
1 -1 -1 1 \0 0 1 1 
:1 1 1 本 
| 了 0 2 . *-! | 
(C3) ] 1 CD4 0 (1) | 


2x . .2A 
其 由 = co0s 一 一 十 1s1n ; 
各 i 


/ 2 一 1 0 … 0 
一 7 -1 : 0 0 
0 一 2 … 0 


(4) 
| 加 | 
| 0 0 2-1 | 
\ 0 -1 2: .x 
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“ 设 4 是 4 阶 血 等 方 阵 。 证 明 ， 方 了 泗 工 ,一 4A 可逆, 并 且 如 
可 R， 则 (人 T — A =I +A+:…+A*-. 
3。 证 明 ， 设 ” 阶 方 阵 4 不 可 道 ， 则 存在 # 阶 非 零 的 方 阵 B， 
人 得 4B- 0。 
”4。 证 明 ， 当 且 仅 当 对 角 元 素 全 不 为 零 时 ， 上 三 角 方 隆 可 道 
并 及 它 的 逆 仍 是 上 三 角 的 ， 
”5。 证 明 ， | 

“(1) 正 交 方 阵 一 定 可 递 ， 并 且 它 的 道 仍 是 正 交 方 阵 : 

(2 ) 西方 阵 一 定 了 可逆， 并且 它 的 道 仍 是 西方 阵 ; 

(3 ) 可 道 对 称 方 阵 的 逆 仍 是 对 称 方 阵 ; 

(4 ) 可 道 斜 对 称 方 阵 的 送 仍 是 斜 对 称 方 阵 。 

6。 设 44F" “”，DPEF 并且/ 一 4 了 2 可 首 。 证 明 ， 
1 -8B84 也 可 道 , 并 且 (1 6-BA)-'=T6+B (i 
-AB)-'A. | 

7。 设 ? 阶 方 阵 4 适合 ao4d"+a4d7 +:…+as-1A+a,l (，) 
= 0 ， 其 中 m 宇 1，a6as 冯 0。 证 明 ， 方 阵 4 可 逆 ， 并 求 4 ， 

8。 系 数 都 是 整数 的 个 阵 称 为 整 系数 和 起 隆 。 行 列 式 等 于 土 1 的 
整 系数 矩阵 称 为 么 模 答 了 泗 。 证 明 ， 整 系数 短 阵 4 的 逆 和 矩阵 仍 是 整 
要 条件 是 4 为 么 模 算 阵 。 

9。 设 4 表示 呈 阶 方 阵 .4 的 附属 方 阵 。 证 明 ， 

(1) (人 4)”= 人 ”44， 其 中 人 是 数 ; 

(2) (4B)*=b*A*， 其 中 8B 是 1 阶 方 阵 。 

10。 设 4;; 是 fi 阶 方 阵 44= (a;;) 的 行列 式 det.4 的 元 素 
aij 的 代数 余子 式 。 证 明 ， 

Aj, 


|， A,, 

12. (2 1) (+T1) (7 一 1)(07T 二 1 

-Does det 4， 
12... (8—1)(R+1)... (1 —1) (0 十 1) 7 
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其 中 li<j<n, 1l1<hk<il<n, 
1]1, 设 .AEF"**，BEF**n， XEF。 证 明 ， 
Mrdet (XT ,, ~ AB) = Mndet(OT ,,, ~- BA)., 
12。 设 4,BEC”™”， 而 复数 i 适合 i = ~1。 让 胃 ， 


A 一 总 四 
ae )-iet at iBdet diD). 
BB 4 


13。 求 # 阶 方 阵 4= (aij) 的 行列 式 ， 其 中 ai =X+ai， 
本 一 工 ;2 4a;;=a;， 1 < 过 i 大 ] 雪 1。 z ”i 
14. 设 AER?:**?” 月 


| 0 i Gn) : | / 0 / 和 
人 ”je . 
-Le 0 1,, 0 


证 肯 ，det4=1 


8$3.4 移 阵 的 秩 与 相抵 


和 矩阵 的 秩 是 一 个 基本 概念 ， 它 在 线性 空间 理论 和 矩阵 论 中 占 
有 基本 的 重要 性 。 它 具有 多 种 形式 的 等 价 定义 。 下 面 的 定义 是 
Sylvester 1851 年 给 出 的 。 
定义 mxn 和 矩阵 4 的 所 有 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 称 为 矩阵 .4 
的 秩 ， 记 为 Tankd4。 | 
由 定义 可 以 看 出 ， 对 任意 mxn 矩阵 4，rankg4s 过 min {m， 
n};rankA= rankA';rankA4=0 的 必要 有 是 充 分 条 件 是 4 为 零 佐 
阵 ， 如 果 给 阵 4 具 有 非 零 的 7 阶 子 式 ， 则 rank4 之 r; 如 果 和 矩阵 4 
的 每 一 个 1 阶 子 式 全 为 零 ， 则 由 Laplace 展 开 定理 ， 窍 隆 4 的 所 
有 上 阶 子 式 全 为 零 ， 这 里 >1， 从 而 rank4 过 1 上 一 1。 因 此， 如 
果 和 矩阵 4 具有 非 零 的 r+ 阶 子 式 ， 并 且 所 有 了 +1 阶 子 式 全 为 零 ， 
则 rank4=r。 这 为 求 和 矩阵 的 秩 提供 一 种 方法 。 例如， 设 
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它 的 二 阶 子 式 
1 2 -1 0 
4 }- 0, 
1 2 0 1 : 
而 它 的 所 有 三 阶 子 式 都 为 零 ， 因 此 rankA = 2。 
对 于 4 阶 方 隆 ， 它 的 秩 至 多 为 hn 。 秩 为 ?的 4% 阶 方 阵 称 为 
满 秩 的 ， 否 则 称 为 降 秩 的 。 显然 ， 满 牧 的 4 阶 方 阵 4 的 行列 式 不 
为 等， 居 此 ， 方 阵 4 可 道 ， 有 反之 亦 然 .。 因此，“ 满 秩 ” 和 “可 
六 ”是 等 价 的 和 概念。 对 于 mxn 和 矩阵， 牧 为 由 的 由 xn 矩阵 称 为 : 
行 并 秩 的 ; 秩 六 1 的 mxn 不 隆 称 为 列 满 秩 的 . z 
关于 征 阵 乘积 的 秩 ， 看 四 
定理 ] 设 46F” PE， 则 
rank AB<min{rank A, rankB}. 
证 设 raakA4=r，rankB=s,，4B=C. 任 取 符 阵 C 的 


= 


: 1 
r+1 队 子 式 C| ) 1 < 1 < 一 1 < jn 


jif, Jr+1 


< [= min{m,p}。 出 Binet-Cauchy 公式 ， 
1 
全 村 
J1)2" jr 
2 Po i 
= ,| .4 B z 。 
- LS < sy ,人 # AR， R, | 117 ， | 
天 为 rank A=7, Pr 4 的 每 一 个 十 工 阶 子 式 都 为 零 。 因 此 ,. 
If 
cl j= 这 表明 ， 知 阵 C = AB 的 所 有 r+1 脐 子 式 


1 i112 y+ 
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全 为 零 。 因 此，rankAbB<<r， 

同 理 可 证 ，rankAbP 志 s。 定 理 1 证 下 ， 

由 定理 1 直接 得 到 ， 

定理 2 设 AEF"*”，PEF"*"，QEP”?”, 并 且 P 和 QQ 可 省 
贡 


rank PAQ = rankP.,’ ank4GQ= rankA4. 


证 ”由 定理 1，rankPA<rankA。 另 一 方面 , 因为 可 道 ，. 
所 以 4=P- (PA) . 由 定理 1，rankA 志 rankPA。 因此， 
rank PA= rankA . 同 理 可 证 ，rank AQ=rank4A4 .于 总 ， 
rankPAQ= rankP.A。. 定理 2 得 证 。 z : 

给 定 一 个 姑 x 站 和 矩阵 4， 尽管 可 以 根据 秩 的 定义 确定 矩 阵 .4 
芍 秩 ， 但 毕 范 太 麻 烦 。 下 面 介 绍 求 矩阵 的 秩 的 一 般 方法 。 

定义 ”给 定 mxn 矩阵 4， 对 矩阵 4 施行 如 下 的 行 (或 列 ) 


1° 对 换 和 矩阵 4 的 某 两 行 〈 或 列 ) 

2” 矩阵 4 的 荣 一 行 ne 江汉 以 革 个 非 备 的 数 a， 然 后 
加 到 另 一 行 《 或 列 ) 

3"” 矩阵 4 内 某 一 行 (或 列 ) 演 科 以 荣 个 非 零 的 数 b， } 别 称 
为 对 矩阵 4 施行 第 一 、 二 、 三 种 行 (或 列 ) 的 初 等 变换 | 统称 
为 初等 行 〈 或 列 ) 变换 。 怎 阵 4 的 行 或 列 的 初等 变换 ， 简称 为 
匀 肤 变 所 。 

矩 阵 的 初等 变换 可 以 通过 矩阵 张 法 及 表示 , 记 n 阶 方 
性 PD，,， = 一 北 ; 一 五 7 +h,, +E;;, 1<;i 尖 7 < Qi (a) 
= 了 To taE,;, a€tF ,1<i,j<n, P;: (b=1,,, + (60- DE,,, 
1<i<n， 其 中 书 ,; 是 (i, 站 系数 为 1 而 其 它 系 数 为 零 的 # 阶 
方 阵 ，1<i,j<<n。 容易 看 出 ， 方 阵 了 ;;，Q;j (a)，P; (a) 痢 是 
可 逆 的 ， 并 且 它 们 的 逆 和 矩阵 分 别 是 ,p71 =P P,j;, Qis (a) ~ 
=Qij(-@) ,Pi(b)-!=P,(b-') ,也 即 与 原 方 阵 是 同一 类 型 的 矩 
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-Fr 


阵 :。 n rE: Psi, Qi; (a) 和 站 ; (b) 称 为 初 入 方 阵 ， 其 中 忆 ,; 特 : 
别称 为 初等 置换 方 阵 ， 而 初等 置换 方 阵 的 乘积 称 为 置换 方 阵 。 


和 


可 以 验证 ， 对 和 矩阵 4 施行 初等 变换 可 以 用 左 乘 或 右 乘 初等 方 
阵 来 实现 ; 

1°。 对 换 和 矩阵 4 的 第 i 和 行 和 第 7 行 ， 相 当 于 用 初等 置换 方 阵 
fo 左 乘 和 矩阵 4; 而 对 换 和 矩阵 4 的 第 i 列 和 第 7 列 ， 相 当 于 用 初 
等 置换 抢 阵 万， 右 乘 矩阵 4， 

2”"” 乍 阵 4 的 第 7 行事 乘 非 零 的 数 a， 然 后 加 到 第 i 行 ， 相 
0 Q;; (a) 左 乘 矩 阵 4 ;同样 用 %n 阶 初 等 方 阵 

0) 右 乘 符 阵 4， 便 得 到 矩阵 4 的 相应 列 变换 ， 

3” 乍 阵 .4 的 第 对 行 遍 乘 以 非 零 的 数 5， 相 当 于 用 产 阶 方 阵 
了 ,; (Db) 左 乘 算 阵 4; 算 阵 4 的 第 庆 列 遍 乘 以 数 2， 相当 于 用 7 阶 方 
阵 二; ( 纪 右 乘 和 矩阵 4。 

定理 3 乍 阵 的 初等 变换 不 改变 抢 阵 的 秩 。 

证 对 mxz 征 阵 4 施 行 初等 变换 ， 相 当 于 用 痛 阶 初等 方 阵 
三 左 乘 抱 阵 4， 或 者 用 +r 阶 初等 方 阵 QQ 右 乘 和 矩阵 4。 而 初等 方 阵 
独 是 可 逆 的 ， 由 此 由 定理 2 ，rankP4= rankAQ= rankA。 定理 
3 得 证 。 
定理 4 设 mxn 矩 隆 妇 的 秩 为 r 7， 包 惩 隆 44 可 以 经 过 有 限 
次 初等 变换 化 为 如 下 形式 ， 


I | 
“0 of 


证 如 打 4=0， 则 4 本 身 具 有 上 述 形 式 。 因 此 设 4 关 0。 则 
站 必 有 菜 个 系数 aij 六 0。 对 换 4 的 第 1 行 和 第 i 行 , 第 1 列 和 
第 到 所 得 到 的 和 矩阵 的 (1，1) 系数 就 是 ai 和 0， 用 数 
71 黑 以 第 1 行 ， 短 阵 就 化 为 
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Om1 Qn2 Gom 3 ”” Qn 
再 用 一 ai 1: 乘 以 上 述 矩 阵 的 第 1 行 ， 并 加 到 第 丫 行 ，i 二 2,3,…， 
4， 得 到 算 阵 


0 ao a 7 Qn : 
其 中 ay =air 一 Qi1Q1j， Si<m, ZIAn, 再 用 -all 滋 以 
上 述 和 矩阵 的 第 1 列 ， 并 加 到 第 7 列 ， 得 到 算 阵 8B 为 
1 0 0 … 0 


0 b,， b,， ” 刘 


其 中 bp =a 和 2<i<m， 2 过 ) 委 0， 了 ,= (bi;;)。 如 果 Bi 为 党 
矩阵 ， 则 做 止 。 如 果 B, 冯 0, 则 重复 上 述 过 程 ， 即 B, 可 以 化 为 如 
下 形式 ， 


于 是 矩阵 如 化 为 


9 C) 
再 对 矩阵 C， 重复 上 述 过程 ， 等 等 。 因 此 逢 阵 .4 可 以 经 过 有 限 次 
初等 变换 化 为 
167! 


根据 定理 3，s = rankD=rsak4d=r。 这 就 证 朋 j」 定 至 4。 
定理 4 有 两 个 重要 的 推论 。 | 
推论 1 设 AEF"*”，rankA4=r。 则 存在 可 遂 的 PEF"" 各 


CS 一， 信友 
l (r) 0 
Pd4Q- } 
0 0 z 
证 ”由 于 对 甜 隆 4 施 行 初等 变换 相当 于 用 初等 方 阵 赵 乘 或 右 
乘 于 .A， 因此 由 定理 4， 存在 严 阶 急 壹 方 PP, PP, Rn 
阶 初等 方 阵 Qi1，Q,,…,Q,， 使 得 


| 0 
PiPsP,AQ,Qs.Q, =| ) 
、 0 


记 大 = 大 Q=QQ:…Q，,， 由 于 可 造 方 阵 的 溢 和 仍 是 : 
订 逆 人， 民 臣 ， 乒 ,QQ 是 可 道 向 ， 关 且 


入 


i.,, 0 
PAQ -= 上 
0 0 / : 
推论 2 和 阶 方 阵 4 可 道 的 必要 有 昌 充 分 条 件 是 方 阵 4 可 以 开 : 
为 有 限 个 初等 方 阵 的 乘积 。 
证 ”因为 方 阵 4 可 道 ， 故 rankA=n。 由 定理 4,， 存在 % 阶 
初等 方 隆 P,P,… ,了 ， ,Gy CQ 9 “多 QW,， 使 得 
P,P, P,AQ.,0O,.L…0, = . 


因 焉 ， | 

A= PriP7l,.. PP OQ710Q71)...Q7!, 
由 于 初等 方 阵 的 道 方 阵 仍 是 初等 方 阵 ， 因 此 上 式 示 上 明 ， 可 道 方 
4 可 以 表 为 有 限 个 初等 方 阵 的 乘积 。 必 要 性 得 证 。: 充 分 性 是 


由 
2 内 栈 ， 


a 导 
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推论 5 4 阶 可 北方 阵 44 可 以 经 过 有 了 眼 次 行 的 饥 等 变换 变 为 
2 阶 单 位 方 阵 。 

证 由 推论 2， 存 在 ?4 阶 初 等 方 阵 己 使 得 
A=P,P,…P,。 因此 Pr'Pril,…Pz'Pi!A=1T.,,, 。 册 于 初等 方 
阵 忆 ,的 道 和 矩阵 P7? 仍 是 初等 方 孟 ， 因 此 上 式 表 明 ， 方 阵 4 可 以 
经 过 有 限 次 行 的 初等 变换 变 为 辕 位 方 阵 . 

推论 3 对 列 和 的 初等 变换 也 成 立 。 

应 当 指 出 ， 推 论 3 给 出 求 道 矩阵 的 一 个 重要 方法 。 给 定 n 多 
可 道 方 阵 4， 由 推论 3 ， 和 存在 # 阶 初 守 方 阵 Pi ,PP,，…, 人 了 ;:， 使 
得 P,P,_.…P,P,A=[,,。 因 上 时 ,A ?=P,P,_,…P,P). 到 
nx2n 矩阵 了 P= (4, 卫 ,,,)。 则 

PP, P.P,B= P,P 1 PP, A, P,P,_,:… P,P,) 
= (7,,,, P,P,_,...P,P,). 
= (1 ,A ). 
出 于 -初等 方 阵 左 乘 矩阵 如 相当 于 对 矩阵 号 施行 行 的 初等 变 换 ， 因 
此 上 式 表明 ， 对 矩阵 了 3 施行 行 的 初等 变换 ， 使 得 它 的 左 半 部 分 4 
化 为 单位 方 阵 ， 别 冠 阵 吃 阿 后 半 沛 分 就 变 成 4 . 于 是 就 求 出 方 
得 -4 的 道 和 阵 

例 1 求 2 阶 方 阵 4=(ao) 的 道 算 阵 ， 共 中 ai=0， 

li<<n, di;=1， 1<i 大 7 过 1， 


解 取 ”*x22 征 阵 


PE 
Cy 
P= 
> 
Co 
be 
CC 
C2 


村 
Le 
Cw 


把 矩阵 B 的 第 2，3 ，…， 放行 都 加 到 第 1 行 ， 和 矩阵 了 化 为 
/1 nl no-l1 一 :1 1... 1 


| 
| 1 0 1 1 :010..0 
| 
B=| 1 1 0 1 :001..0., 
1 1 1 0 :000 1) 


用 - 一 二 记 乘 抢 际 如 ,的 第 1 行 ， 然 后 分 别 加 到 第 2 ，3 ，…， 
行 ， 和 矩阵 B, 化 为 


1 1 i ] 
1 1 1 ... 1 和 - 
ni— | n—l nn—l] n—l 

1 nn—2 1 1 

— | ， -i _ 
' 0 nC—1 nC—l 人 一 上 人 一 1 
0=|0 0o0-1.0:- 1 .1 -2 __1 |. 
nl nn-l 7 一 1 nl 
1 1 1 人 一 2 
0 0 ,。。_- _ 一 

| 1 一] nn-l nn-1 n—l 


以 第 2，3，…， 姑 行 ， 年 阵 忆 :变革 


100.0:_-?-2 1 1 .. l 
a : nl 17— | nl 人 一 于 
| 
010..0: 了 -32 1! 1 
1 一] 好 一 2 一 他 一 于 
,= 1 1 名 一 2 1 
001 0 + 。 
9 一] 89 一 二 各 一 二 nn—1] 
000.1: .1 1! _I _n-2| 
164 各 一 上 n-i nn-l 1 一 1 


由 此 求 得 ， 4- = Cii)y 其 中 当 1 <ii 一 1 


而 当 i=1,2, ,1 时 ， Cii = 一 一 一 


现在 引进 逢 降 相抵 的 报信 

定义 设 4,BEF"*7. 加 果 短 险 4 可 以 经 过 有 限 次 初等 变换 
变 为 抵 阵 呈 ， 则 怎 阵 4 和 召 是 相抵 的 。 

由 于 对 些 阵 4 施行 初等 变换 相当 于 用 m 阶 初等 方 阵 己 堪 乘 托 
阵 4， 或 用 * 阶 初等 方 阵 Q 右 乘 矩 阵 且 , 因此 上 述 定义 等 价 于 说 ， 
如 果 存 在 m 阶 初等 方 了 泗 P,,P,,…,P, 和 n 阶 初等 方 阵 Q, ,Q,,…， 
Q, ,使 得 PiP,…P,4Q,Q,…Q, = B, 则 矩阵 4 和 号 称 为 相抵 的 ; 
由 于 P= PP,P,…P,，Q=Q,Q,…Q, 可 逆 ， 以 及 推论 2 ， 因 此 上 
述 定 义 还 等 价 于 说 ， 如果 存 在 ma 阶 可 利 方 隆 忆 和 上 阶 可 进 方 阵 @， 
使 得 PAQ = 如， 则 矩阵 4 和 妇 称 为 相抵 的 。 

安 易 验 证 ， 知 阵 的 相 折 满 是 以 下 人 性质 

. 自 反 性 对 任意 4EF"*”， 抢 阵 4 和 自身 总 是 相抵 的 5 

2. 对 称 性 ”对 任意 4, BEE 如果 短 阵 4 和 思 相 抵 ， 则 知 
阵 B 和 A 也 相抵 3 Ee 

3。 传 递 性 ”对 任意 4, 卫 ,CEF xn， 果 二 险 4 和 8: 让 
阵 5 和 C 相抵 ， 则 和 矩 阵 妇 和 CC 相抵， / 

在 所 有 m xm 矩阵 的 集合 F"x "中, -所 有 和 m xn 二 隆信 的 的 

合 记 为 RR，E 称 为 矩阵 A 所 属 的 相抵 等 从 类 ， 关于 相 振 等 从 


类 ， 以 下 性 质 成 立 ， 站 
性 质 1 设 刀 ,CER ，， 出 逢 陛 甩 和 CC 相 白 ， i 
证 因为， CER4， 所 以 矩阵 B， C 都 和 甜 阵 4 相抵 、 册 粗 托 

的 对 称 性 ， 乍 阵 .4 和 C 相 抵 。 由 于 和 矩阵 有 和 4 相抵 ， 短 阵 4 各 C 相 

抵 ， 因 此 ， 由 相抵 的 传递 性 ， 和 矩阵 号 和 人 L 相抵 ， 
性 质 2 设 4, BEF"**， 则 Ri4NR， 为 空 集 ， 或 者 二 4 人 NMR 
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= R=,. z 

证 设 RyNRs 关 $$。 则 存在 CER4 介 Rsp， 即 矩阵 C 分 别 和 算 
阵 有 4, 了 相抵 。 因 此， 和 矩阵 4 和 B 相 抵 ， 即 AER，， 且 BER。。 设 D 
ER4， 则 矩阵 号 和 44 相抵， 而 矩阵 4 和 8B 相抵， 从 而 矩阵 D 和 8 了 相 
抵 。 因此，DER;, 凶 RR 全 R;。 同 理 可 证 ,Rs 守 R4。 于 是 RL = 上 
= EE, NK,. 

性 质 2 表 嚼 ， 未 同 汐 相抵 等 价 类 不 相交 ， 而 忆 -x 中 竹 个 矩 
阵 都 一 定 属于 某 个 相抵 等 价 类 。 因 此 ， F"** 便 分 六 解 为 不 交 的 相 
抵 等 价 类 的 并 集 。 从 "的 每 一 个 相抵 等 价 类 中 各 取 一 个 矩 阵 
作为 该 相抵 等 价 类 的 代表 元 素 ， 所 有 这 些 元 素 的 集合 称 为 FI" ”在 
相抵 下 的 豆 异 代表 元 系 . 


由 性 质 荆 ， 同 一 个 相抵 等 价 类 中 的 矩阵 部 相抵 ， 因 此 ， 相 托 
:过 价 类 中 每 一 个 矩阵 都 可 以 作为 该 等 价 类 的 代表 元 素 。 问 题 是 ， 
在 寺 价 类 中 如 何 选 取代 表 元 ， 使 它 具 最 简单 的 形式 。 这 就 是 矩阵 
”在 相抵 下 标准 形 的 问题 .其 次 ， 任 给 两 个 mxn 和 矩阵 4 和 BB， 如 

何 判 定 它们 是 否 同属 于 一 个 相抵 等 价 关 ， 妈 是否 相 抵 ， 同 属于 一 
个 相抵 等 价 类 的 和 矩阵 必然 具有 某 种 共同 性 质 ， 这 种 共性 应 当 在 某 
种 量 上 得 到 反映 。 如 果 一 种 量 为 相抵 等 价 类 中 每 个 矩阵 所 具有 ， 
那 末 这 种 量 称 为 矩阵 在 相抵 下 的 不 变量 。 如 果 一 组 相抵 下 的 不 变 


量 足 以 区 分 不 同 的 相抵 等 价 类 , 即 可 以 判定 两 个 矩阵 是 否 相 抵 , 而 
是 当 这 组 不 变量 缺少 某 一 个 就 不 足以 区 分 不 同 的 相抵 等 价 类 ， 那 
末 这 组 不 变量 就 称 为 矩阵 在 相抵 下 的 全 系 不 变量 。 因此 ， 判 定 两 
个 矩阵 是 否 属于 同一 个 相抵 等 价 类 的 问题 ， 就 是 寻求 相抵 下 的 全 
系 人 不详 量 。 归 结 起 来 ， 寻 求 矩 阵 在 相抵 下 的 标准 形 和 全 系 不 变量 
是 矩阵 在 相抵 下 分 类 问题 中 的 两 个 基本 问题 。 
a 负 轩 已 经 解决 了 在 相抵 下 矩阵 的 分 类 问题 现 ; 把 
台 重 这 本 下 。 
1 5 人 rank A=7. 由 市 阵 “家 荆 于 如 下 第 阵 


i65 


(r) 0i 
0 0 | 
而 且 4, BEF"* "相抵 的 必要 且 充 分 条 件 是 rank 4= rankB. 

证 ”前 一 结论 即 是 定理 4 。 现 在 证 明 后 一 结论 。 必 要 性 ， 因 
为 矩阵 4 和 有 如 相抵 ， 所 以 矩阵 4 可 以 经 过 有 限 次 初等 变换 变 为 矩 
陈 召 由 定理 3，rank4= rank 妃 。 充 分 性 ， 芭 rank A= rankb 
= rankr。 定理 4 表明 ， 乱 阵 4 和 (* “。) 相 折 ， 算 隆 (0 ) 


和 和 iB 相抵 ， 由 相抵 的 传递 性 ， 答 阵 4 和 8B 相抵 。 定 理 5 得 证 。 
起 阵 ( 5 ) 区 为 短 隆 4 的 Hermite 标准 形 . 定理 5 的 后 
一 结论 表 国 ， 短 阵 的 牧 大 条 孟 在 相抵 下 的 不 变 中 而 且 是 全 系 不 
例 2 没 A BF 2€F。 证 明 
det ON (m) - AB) = rdet(7 ,, -BA). 
证 设 rankA=Y。 则 由 定理 5 ,和 矩阵 4 的 He mite 标 次 形 六 


(7 ) 即 存在 可 省 的 PEF"*"，QEP”…"， 使 得 


= pe mo 


0 0 
于 证 ， 1 
27det (NT 0 48) ae Tu, ?Co 9)QB) 
z =2°det[ POT La (9 0 QBP )P-! | 
cairo aa 
记 QBP= (B41 B81:)， 其 中 BEP"**。 则 上 式 化 为 


人 67 


hrdet 1 im ~ AB) = A"det(H em 一 (全 ) 


人 7 —B,, 一 总，: ) 
1 0 人 om- 
人 -PB )。 


= XA"det ( 


另 -方面 ， 

. hndet(h1 (,) ~ BA) = "det (30, ap 人 0) Q) 
Medet [oe (Mo ~- QBP (人 0)) | 
det Gm _ QBP (1 0)) 

jndet (21 6, - Bp': 0)) 

= jndet (~ oo 中 


一 人 +R 一 rdet (A ,) - B,,). 
于 是 得 到 ， A™det (A (mn ~ 48) = Mdet (21 (1) — BA)., 


有 


相 题 
1。 求 下 列 矩 阵 的 秩 ， 
2 -1 3 -2 4 ] 3 5-1 
ol -2 5 1 ] nl 一 —3 中 
2 -1 1 8 2 5 1 -1 7 


《3) 4= (aij)EF***", 其 中 aij=ajs, 1<i,j<n， 并 
Bl<i<i<n, ay = 力 而 of =i, i =1,2,.… 
发 4] A= (a,1)EPF™*", 其 ays = ~ aii， 1<i, jn, 本 
”县 当 1<i<j<# 有 时， Qj= 。 ! 
~- 。 求 4， 使 得 矩阵 A 的 秩 为 最 小 ， 其 中 


168 


1 1 
4 1i0 
7 17 
2 4 


,| 


3 | 


3。 利用 初等 变换 求 下 列 矩 阵 的 送 矩 阵 


-4 -3 \ 


C1) 


(3) 


> 


Ca 


Pe 


Cw 码 


tj 一 


i wir 


1 
2 
3 


A 


A 


p> wm 


1 
1 
2 


| 


一 一 一 一 一 


"二 
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(4) 


,一直 噶 mn I ee die pe ee et pe pp i pp . 
Ti 


0 0 OQ 2 一 | 


pr 
Te 


' 0 U 0 四 jl | 2 到 
4。 主 朋 ， 只 用 行 拉 初等 变换 网 及 对 换 革 两 列 ， 任 意义 X7 算 
兽 肌 都 可 让 化 为 : 


5。 证 明 ， 任 意 一 个 秩 为 了 的 算 孟 部 可 以 表 为 个 牧 为 1 的 


6。 证 明 ,m Xn 给 阵 4 的 秩 为 1 的 必要 且 充 分 条 件 是 4= 28 
其 中 和 分 别 是 m x1 和 1xn 的 非 零下 阵 
.这 A,BEF"“”。 证 明 ， 
rank (A+ B)= rank A + rankB. 
设 AtF"““。 证 用 ， 
rank AA’ = rank A’A= rankA. 


A,, A,, 
。 设 n 阶 方 降 A4 分 六 块 为 4 -人 J] 其 中 4 ,是 r 阶 可 闭 


21 2 2 


年 阵 。 证 明 ， rank A=r 的 必要 且 充 分 条 件 是 4,,= A,,Aii4,.,.、 
10, 设 AEF**”，rankA=r。， 从 算 阵 A 中 任意 取出 s 个 行 档 
成 5s xrn 算 阵 PD， 证 明 ，rankb 之 r+ 5s 一 ph， 
11。 设 AEF***，rankA=r， 从 矩阵 4 中 取出 s 个 行 ，i 个 列 
上 的 交叉 元 素 构 成 的 sxt 矩 阵 记 为 B。 证 明 ，rankB>r+s+ti 


Tm 
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1]2。 设 基 阶 方 阵 .4 至 少 有 时 -下 + 个 元 素 为 零 。 证 朋 ， 
rankA 二 n。 并 求 rank.A 的 最 大 信 ， 
13。 rn 阶 方 阵 4 的 附属 方 阵 记 为 4#。 证 骨 ， 
C1) rankA*=# 的 必要 朋 充 分 条 件 是 rankA=n) 
(2) rankA*=1 的 必要 且 充 分 条 件 是 rankA=n-1s 
( 3) rankA*=0 的 必要 且 充 分 条 和 件 是 radk A<n— 1 
(4) 当 8>>2 时 ， (A*)* = (det.A) ”- 4; 当 %n=2 时 ， 
(A*)*= 4. : 
14。 设 4,8B 是 行 数 相 同 的 矩阵 ， 4 和 并 排 而 成 的 矩阵 记 为 
《4,B)。 证 明 ，rank(A,B)< 过 rankA+ rankB. z 
15。 设 4 是 mm xn 整 系数 和 矩阵。 证明 ， 存在 可 谤 的 加 阶 整 系数 
矩阵 了 和 # 阶 整 系 数 人 矩阵 Q ( 逆 和 矩阵 仍 是 整 系 数 的 整 系数 矩阵 称 
为 可 逆 的 ) ， 使 得 


其 中 aq qd , 十 正 整 数 ， 并 有 旦 di [Ci 1 三 ;2 9 5 一 


16. 证 明 ， 二 阶 么 模 和 矩阵 和 4 可 以 表 为 矩阵 P=( 了 1) 和 


:= 0 1 三 
0 /的 方 瞪 的 乘积 ， 


7. 设 AER***。 证明， 如 果 和 矩阵 4 4 的 每 一 个 g 阶 主子 式 部 
好 则 rank.A< kh. 
8 .证 明 ，” 阶 方 阵 4 都 可 以 表 为 形 如 7 0 +aBij 沪 方 隆 的 
滋 积 ， 其 中 忆 六 是 全 7) 系 数 为 1 和 其 它 系 数 都 为 鹤 科 fi 防 方 隆 


1 < ， ) 1 


$ 3.5 一 些 例子 


矩阵 在 相抵 下 的 Hermite 标准 形 有 着 广泛 的 应 用 . 下 面 举 
例 说 明 ， | 
例 1 mxn 和 矩阵 4 为 列 满 秩 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 存 在 m 阶 


可 北方 阵 P， 使 得 4=P(1 7')， 其 中 0 是 (m 一 nm) xn 零 甜 阵 ， 


证 ”充分 性 显然 。 下 面 证 明 必 要 性 。 因 为 4 是 列 满 秩 的 ， 即 
rark4=18。 因 此 存在 mm 阶 与 2 阶 可 逆 方 阵 并 与 上， 使 得 


4=RUC 信 )7. 
由 分 块 矩 阵 的 乘法 ， 

了 人 0 了 

4=R( )=R(， T 人， ) 
二 
T 0 
P=R( ;1 小 
方 阵 忆 是 可 递 的 ， 并 且 
on 、 


4= 有 R )- 
例 2 设 AEF"“*, 证 明 ，rank4=r 之 1 的 必要 且 充 分 条 件 
是 ， 存 在 列 满 秩 的 mxr 矩阵 已 与 行 满 秩 的 >xz# 德 阵 C， 使 得 
A=BC. | 
证 必要 人 性， 设 rank4=r。 则 存在 m 阶 与 9 阶 可 逆 方 阵 与 
Q， 使 得 
4=P( 六 0)e. 
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B-P( "") ，LC= (0) QQ， 


则 rank = cankP 人 ) = cank( ) =r, rankC 
0 


= rank( 0OQ=trank( ,0) =r， 芭 总 与 C 分 别 是 列 满 秩 与 
行 满 秩 的 ， 并 且 4= BC， 

充分 作 ， 设 4= BC， 其 中 总 与 C 分 别 是 列 满 秩 与 行 满 秩 的 。 
刚 岂 名 1 1 ， 


3 中 为 mbt 可 这 方 咱 . fiC / 为 列 涝 秩 的 因 此 9 


cr -or ) 


其 中 QQ 是 #8 阶 可 道 方 隆 。 了 于 是 
了 -0 
A=P( ，】) (L400) 0 uvQ= -A “Jo. 


mr 


所 以 rank4=>。 例 2 证 毕 ， 

例 2 说 明 ， 任 何 一 个 乍 阵 都 可 以 分 解 为 一 个 列 满 秩 算 阵 与 一 
个 行 满 秩 和 矩阵 的 乘积 。 这 一 事实 称 为 矩阵 的 满 秩 分 解 定 理 。 它 有 
许多 应 用 。 

例 5 设 4 是 给 定 的 mxn 算 洗 ，X 是 mxn 矩阵 ， 求 和 矩阵 方 
程 4 和 = 有 /4 的 所 有 解 到 。 

解 设 rankA=r. A 与 中 阶 可 逆 奖 方 隆 PP 与 Q， 使 得 


4-P (rr 
注意 ， 让 让 的 与 Q 不 一定 叭 一， 取 定 .与 Q。。 使 得 
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A=P,( | )Q, 
NA 得 到 
0 (- ,0 
ol( PX = XP, (~ oe.. 
因此 ， 
: 1,,，0 
(* Psi = (PX Qs')( | 小 
1 
Y,, Y ,， 


)， 


Pr XQo 一 Y 一 
Y ,) Y ,， 


其 中 了 是 7 阶 方 阵 。 代入 上 式 得 由 
,Yi Y ,， 了 1， 


0 0 ) Gy 路 


六 此 ， Yl,=Y,,, Y,,=0., 可 龙 ， 


y ，， 
X=(P0)-' XQ,= (Po , )Qs. 03.5.1) 


其 中 了 ,是 任意 的 r 阶 对 称 方 阵 ,Y, ,与 Y, ,分别 是 任意 的 (m 一 7) 
xr 与 (m~r) x (nr) 和 矩阵 。 这 说 明 ， 原 算 阵 方程 的 解 卫 应 具有 
形式 (3.5.1) . 

友之， 容易 验证 ， 1 (3, 5.1) 向 证 阵 么 一定 是 原 矩 阵 方 
程 的 解 。 因 此 ， 式 (3.,5 给 出 了 原 和 矩阵 方程 的 上 所 有 解 。 

例 4 证 明 ， 的 对 称 方 阵 S 〈 即 适合 S/ = 9) 
至 少 有 一 个 了 阶 主 子 式 不 为 零 ， 而 且 所 有 有 非 党 的 了 阶 主 子 式 都 
Hl 地 ， 

证 因为 rankS =r， 所 以 存在 1 阶 可 道 方 际 了 与 Q， 鸽 得 
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由 S'= 8 得 到 ， 


Jr) 0 
到 0 j= 0 9 
To 0 0， 
(oo Eo 
志 
大 ， 
-1Q/=R:= (| Rs 本 
其 中 长， 是 阶 方 阵 ,代入 上 趟 得 到 R= Ri = 0 二 是 、 
Ri, RR,, Rs 
”QQ = 1Q’ = 
" ， R 下 (os a 
从 而 Q= (7 “Pr 因此 ， 
Ri, FR, 
[i,) 0 Kk 0 Fh,, 0 
-7 0 0 -7( 0 ee 


由 于 方 阵 已 可 道 ， 所 以 ， 


LankS = ca 人 = rankR,, - 7 。 


CC 0 


由 于 并 是” 阶 他 jp 因此 ， 必 1 年 可逆 逆 对 称 方 阵 ， 


?1 
现在 设 S(。。””“) 是 方 阵 5 的 任意 r 阶 主子 式 ，1<i <iis 
ii 1 


一 …<i < 去?。 由 Binet-Cauchy 公式 ， z / 
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1 1 ，， 四 本 


TaetR (3.5.2) 
.人 


SP 


由 此 可 以 看 出 ， 关 果 天际 的 所 有 ， 阶 主 子 式 者 为 零 则 对 任意 i， 


1 


3 < sm P(, 0， 于 是， 


对 行列 式 det 忆 的 前 > 列 作 Laplace 展开 ， a 


i gi, 
et 1<: i ( A )? (ee ) 

= 0， : 
和 方 阵 上 可逆 矛盾 。 因 此 ， 方 阵 = 至 少 有 一 个 r 阶 主子 式 不 为 专 。 
另外 ， 由 式 (3.5,2) 可 以 看 出 , 方 泗 3 的 任意 7 阶 非 零 主 子 式 都 
和 行列 式 detR,, 同 号 。 因 此 ， 对 称 方 阵 > 的 所 有 r 阶 非 等 主子 式 
都 同 号 ， | | 

例 5 证 明 ，7 阶 寡 等 方 阵 4 (其 适合 4 = A4) 的 秩 等 于 它 


的 迹 。 
证 设 rank4=r， 则 存在 # 阶 可 逆 方 阵 了 和 CC， 使 得 
pfl 1 1 
\, 0. 
(7) 1 0 Lo) 0 
Ye Yon 册 


即 


R,, R,, 
记 QP=R=( )， 其 中 R, ,是 + 阶 方 降 。 则 上 式 化 为 


21 22 
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fl 人 ) 一 det CAI { 好 ) ~ A) 


= detr21l (1) 一 天 (7) kk,， ) 1 z 
0 0 - 


= det PRA (9) ( 


_ 加 [,) Kk,, 

= det[CAL ,0,) ( | 1 ) 

= A"-"r (7 1)°, 
所 以 ， 帮 人) 的 2-1 次 项 系数 为 -r,. 但 是 ，f(X) = det (2 (,) -A) 
时 # 一 多 项 系数 为 -(a11+a,，+… 二 Go)， 其 中 al Ca :， 
“yg ca, ,是 方 阵 4 的 主 对 角 元 ， 而 Jr 人 = ol +asst .ta 因 
此 ，Tr4d=r， 

从 土 节 知道 ， 在 讨论 矩阵 在 相抵 下 的 分 类 问题 时 ， 和 矩阵 的 初 

等 变换 起 着 重要 作用 。 和 拢 阵 的 初等 变换 可 以 推广 到 分 块 矩 阵 。 设 


mx 其 际 上 4 分 块 为 4=( 人 7， 人 人 其 中 4 为 sx 子 扰 
阵 。 则 
0 Tad4d， ,4,, 4，， 
- (1 10 ) (4..4..)-(4. 4) 


A,, 4,, 


(4,, 4) (0 0) (4 4 ). : 


07 


邯 将 分 块 生 阵 的 每 个 小 块 当 成 一 个 元 素 ， 对 换 分 块 不 阵 4 的 两 行 
(或 列 ) 可 以 通过 诺 科 (或 帮 习 ) 以 ] 形 如 ( 了 /) 汰 分 块 矩 阵 


实现 ; z 
/了 二， 过 A +BA4,, A,,+BA,. 

< ( 0 1 ) (4, 4 ) ~ A, 4,， ); 

Ii:) 0 A,, A,, A,, 4,， 

(cr ) (4 4..)=(3 A,,+CA, 4 4 C4) 
邯 用 其 个 和 矩阵 左 乘 分 块 矩阵 4 的 某 一 行 ， 并 加 到 驴 一 行 ， 可 以 
按 上 述 方式 堪 乘 一 个 分 块 算 阵 实 现 。 对 列 也 有 类 似 的 结论 。 容 易 
看 出 ， 恕 采 在 于 式 中 令 4 + CAl1= 0， 且 设 A11 可逆， 则 CC 
= -A, ,4ii。 于 是 就 得 到 >chutr 公式 1。 所 以 ，9chur 人 公式 只 
是 对 分 块 移 阵 施 行 初 等 变换 的 特殊 情形 而 已 ; 


I A,, 4,, A 4,,， 
3。 | 和 站) (4 4..)= (B44 BA,,)’ 
0 A, A,, CA,, CA 


GG 了 1) 4 小 


勒 用 某 个 抢 阵 左 乘 / 分 块 矩阵 4 的 某 一 行 ， 可 以 按 上 述 方 式 左 乘 
一 个 分 块 矩阵 实现 。 对 列 也 有 类 似 的 结果 。 
分 块 和 矩阵 的 初等 变换 可 以 用 来 证 明 有 关 夭 阵 的 秩 的 许多 命 
霓 。 在 利用 分 块 矩 阵 的 初等 变换 证 明 秩 的 命题 时 ， 经 党 用 到 下 述 
时 而 兄 见 的 事实 。 其 正确 性 清谈 者 自行 证 明 、 | 
1。 垂 阵 4 分 执 后 ， 失 阵 4 中 某 个 块 的 秩 不 超过 整个 矩阵 4 
的 秩 ; 
， 设 AEF”x*，BEF?xa， 则 
rankAdiag (A, B)=rankA+rankB, 
3,。 设 AtF"™** BEF?Y4 CEF™*4 出 


nif = 
例 6 (Frobenius 秩 不 等 式 ) , 设 AEFP"**, BEF"*?,CEF?0。 
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证 朋 ， 
~ rankAB + rankBC -rankB<<rankABC, (3,.5.3》> 

其 中 等 式 成 立 的 必要 且 充 分 条 件 是 矩阵 

AB 0 AB 0 

( pC)S( B BC) 
相抵 . / 

rank AB + rank BC<rank ABC + rankB., 
因此 式 (3.5.,3) 压价 于 / 
AB 0. ABC 0 


rank( 0 BC)<rank( 0 a) : (oe) 
由 于 
Tm A ABC 0、7 0 0 -Lo) 
0 . 1 ) 人 0 8) -C 1 ) (7, 0 
4 
(人 po) 《3.5.57 
其 中 方 阵 


[nm A | ，。 0 0 fT_,, 
0 ro ) ce 让 (7, 0 ) 


都 是 可 逆 的 ， 因 此 由 上 节 定理 2， 


ABC 0 AB 0 
rank{ 0 p) = rank( 万 pC) 
AB 1 -AB 0 ABC 0 


rank( 0 BC)<rank( Bp BC)=rank( 0 8)- (3。5 .6 
这 娆 得 明 式 〈3.5.3) 成 立 。 容 易 看 出 ， 式 〈3.5.3) 中 等 式 成 立 
的 必要 且 充 分 条 件 是 式 〈3.5.6) 等 式 成 立 ， 

特别 ， 当 B 取 为 42 阶 单位 方 阵 时 ，Frobenius 秩 不 等 式 即 为 
rank A+ rankC — rn <rankAC., 
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辣 合 池 定 理 ] 3 好 有 
rankA+rankB.- n <rankAB<min{rankA, rankB)}, 
其 由 AEF”m**，BEF**? 这 就 是 Sylvester 秩 不 等 式 。 


例 7 了 坟 #? 阶 方 阵 4, ,A,， .4 尘 趾 4 十 4 十 二 4 
= 。 证 明 ， 方 阵 4，4，…，44 为 括 等 的 必要 且 充分 条 
件 是 ，rank.A, +rankA4,+-:…+rankA,= 站。 

特别 ， 当 =2 时 ， 记 4=.4,，B= 4， -To -4. 如 果 方 
阵 4 为 幕 等 的 ， 则 

B= (1,,, -A)’:=1,,,), -2A+A:=1,,, -A=8B., 
因此 ， 人 命题 化 为 ， ?2 阶 方 阵 A 为 蠕 等 的 必要 上 且 殉 分 条 件 是 ， 
rankA+rank({! yy -.A)= 1. 

证 ”必要 性 ， 设 方 阵 4,，4,，…，A4 为 宕 等 的 。 则 由 例 
5, rankA,;=TrA,;，1<<i 壹 k， 因此 ， 
rank.A, + rankA,+:……+rankA, = TrA, + TrA,+.…+ TrA,. 
由 于 TrA 是 方 阵 4 的 线性 国 数 ， 所 以 ， 

rankA, 上 +Trank4, +…+rank4 =Tr( +4 +…+4) 


= Try= 2。 
到 用 人 性; 沽 上 =2 时 ， 
A, 0 
rankA, +rank.A, aa 0 A, 1 )=rank( 0 0 71,,,—A, ). 
由 于 
1 Ai,, 0 7 1 To) Fon A, 0 
: 0 Fi) 0 0 ) 0 1 ) (or 了) 
To Lo 0 .Ai?:-A, 0 
( 0 7 ) (4 1 )=( 0 7 
因此 ， | 


4 0 Ai-—-.A, 0 
rankA, + rankA, = rank( 0 了 -4 ) = rank( 0 了 ) 
《 天 】 (xn 
= rank(Ai ~ A,) + rankl (,,) 
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= 1 二 rank( di 一 4)。 
所 以 ，rank (A?3 一 A1) = 0 。 期 41 =A,。 这 就 证 朋 ， 方 阵 44, 大 
车 等 的 ， 
现在 转 到 一 般 的 h&。 记 Bi=A,+As+…+ A 1+Ait: 
+…+4 则 4+ 了 =，1<: 过 R。 因 为 
rankB,=rankCA,+.…+A,. ,+A,,1+.…+.A,) 
二 rank4 + +rankA, ,+rankA;,i+ .+ 
rank.A,, 
frankA, +t rankA,+:.…+rankA,= 7n， 所以， 
rankB,<n .~ rankA,, 
a . 
rank.A, + rankB,= nn. 
一 方面 ， 
fank 4 +Yrank 忆 ,三 Tank( 4 十 咏 ;,) = rankI 1) 二 
因此 ， 
rank A,+rankB,= nn, l<i<bh. 
这 说 明 ， 方 阵 4, 与 B; 满足 R= 2 时 的 条 件 ， 由 上 面 的 证 明 ， 方 
阵 4, 是 罕 等 的 ，i =1，2，…，R。 | 
例 8 (Roth，1952) 设 AEF"*”，BEF?*4,，CEFm4， 
XEF*x9 YEE™w<? 则 和 矩阵 方程 
AX-YB=C (3.5.7) 
有 人 解 的 必要 且 充 分 条 件 是 矩阵 / 
4 0 


(0 8) 5 (0 ;) 
相抵 。 


证 ”必要 性， 设 入，Y 是 方程 (3.5.7) 的 解 。 则 
T -YY、 ,A 0 1, XX A AX-YB 
( 0 1 ) (0 B) 0 oh - B ) 


-(0 a)- 
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内 此 年 和 


:A 0 :AC 
(0 5) 村 ( B) 
元 分 性 ， 设 年 阵 
4 0 4C、 | 
(0 中) 与 (0 Bp) 
相抵 。 列 


A 0. ALC 
rank( 0 »)=rank( 0 »). (3。5 .8 六 
记 fank4=7，rank 刀 =s， 则 存在 可 六 的 PEP™*”"”，QEF”*”， 
REF ?x? 与 TEP4x*， 使 得 


pAQ=( 人 站， RBT = ( 0 


办 0 0 
站 0 0 


(r 
/ 0 
(, x) (4 ;) (0 | 0 0 0 ， (3.5.9) 
oo 9 4 


其 中 KEP™*? Ex， 出 


1 x ’ : QQ 0. [ys -LL、 
(0 1 ) (0 R) lo B (To J ) 


(oo 0 0 0 


0 0 0 Cy .| 
-| 0 01 0 (3.5.10) 
0 0 0 01 


四 (3.5.8) ， G3 5, 人 与 C3510) ，C,,= 0。 因 此 


(人 C m (2 0 
(0 8)-= ( 六 (1 0 i(0 x) (0 
1 Q” 10 


Q 0 ) 
(0 r)( 0 ，) ( 


C=-4(QLT- )- (-P™ KR)B. 
这 就 证 六 ， 六 =QLT ,了 Y=-P” Kk 是 方程 (3.5.7) 的 解 。 


出 此 得 到 ， 


本 题 
1。 证明 ， 设 A4 是 7? 阶 方 泗 。 如 果 和 存在 正 整 数 k&， 使 得 
rank A* =rankA**'", 出 - 
rankA* ~ rankA**’ ~ rankA*’*? =... 
2. 设 4 和 B 为 # 阶 方 阵 。 证明 ， 
rank CAB-I1.,,) rank (A—1.,,)) trank(B—1,). 
3。 证明， 阶 斜 对 称 方 阵 玉 的 秩 是 偶数 ， 并 且 秩 为 的 斜 
对 称 方 阵 至 少 有 一 个 上 阶 主 子 式 不 为 零 ， 同 时， 所 有 非 零 的 了 阶 
主 于 式 都 同 号， z 
4。 没 4 和 B 为 n 阶 方 阵 ， AB= BA= 0， 并 匡 rank A 
一 fank4 证 明 ， rank(A+ B) = rankA+ rankB. 
5.。 设 4 和 8B 为 4 阶 方 阵 ， AB=BA= 0 。 证 明 ， 行 在 正 整 
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数 忆 ， 使 得 frank(A*+B*)=rankA*+rankB:*. 

6 设 AEF"”**x” BEF*xm 证 明 ，rankA4B=rank4 的 必要 
且 充 分 条 件 是 ， 存 在 CEF""， 使 得 4=ABC 。 由 此 证 明 ，、 如 税 
方 阵 4B 蹇 等 ， 则 方 阵 B84 也 宁 等 。 
”7 了 。 设 整数 4a, ，a。，…，@a， 的 最 大 公 因 数 为 d 。 证 明 ， 和 存在 
n 阶 可 逆 的 整 系数 和 矩阵 已， 使 得 

(G1, G2, **, a.) P= (d, 0，…，0)， 
n 一 1 个 

8. 证 明 ， 存 在 ” 阶 可 逆 的 整 系数 矩阵 已 ， 使 得 它 的 第 1 行 
为 整数 al，d:，…，au 的 必 要 上 且 充分 条 件 是 ， 整 数 a,，a,， 
‘a 互 崇 ， : : 


$ 3.6 ”线性 方程 组 


给 定 n 个 未 知 量 xX,， Xs Xs» 的 线性 方程 组 


Ul1Xi +t+arsXs + +al,.X, =b, 


GoiXI 十 Go2Xs 十 十 GoXn = b,,， 
(3.6.1) 


oe 
其 中 a;;，1<i 和 <m，1 志 7 志 n 和 06;，1 和 i 志 m 是 已 知 的 。a,j 称 
为 方程 组 (3.6.1) 的 系数 , 1<<i<m，1 志 7 万 n，bi 称 为 方程 组 
(3.6.1) 的 常数 项 ，1 和 i 和 m, 记 : 
Gil Gs … 人 1 Xl 
| | 
| Ga ， Caz 人 a,, | | z 
A= 9 多 一 B= 


| 
| Ud, 机 Conan 


则 方程 组 (3.6.1)》 可 以 改写 为 矩阵 形式 
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Ax= B., . (3.0.2) 
m Xx# 和 矩阵 4 称 为 方程 组 (3.6.2) 的 系数 矩阵 ，m x (n+ 1) 矩阵 


(4，B) 称 为 方程 组 (3.6.2) 的 增 广 矩阵 。 设 x* = (xx8 

x0) 7、 如 果 把 史 =x，x, =x，…， 和 二 允 代入 方程 组 (3.6.2) 
的 每 个 方程 ， 都 使 每 个 方程 成 为 等 式 ， 也 即 4x* = B， 则 x* 称 为 
方程 组 (3.5.2》 的 一 个 解 。 方 程 组 〈3.6.2》 的 所 有 解 的 集合 称 
为 方程 组 〈3.6.2》 的 通 解 。 如 果 方程 组 〈3.6.2) 有 解 ， 则 方程 


组 (3.6.2) 称 为 相 容 的 ,否则 称 为 不 相 容 的 。 如 果 方 程 组 (3,6.2) 

的 每 个 常数 项 都 为 零 ， 即 B = 0 ， 则 方程 组 3.6.2) 称 为 齐 次 

的 ， 否 则 称 为 非 齐 次 的 。 容 易 看 出 ， 齐 次 线性 方程 组 总 有 解 

x = 〈0,0,…,0)7， 它 称 为 零 解 ， 或 者 平凡 解 。 如 果 齐 次 方程 组 
7 个 | 

的 解 不 是 零 解 ， 则 称 为 非 零 解 ， 或 者 非 平凡 解 ， 


对 于 线性 方程 组 ， 值 得 关心 的 问题 是 ， (1》 线性 方程 组 有 解 
的 必要 和 充分 条 件 是 什么 ? (2) 在 有 解 情 形 下 ， 线 性 方程 组 何 时 
有 唯一 解 ， 何 时 解 不 唯一 ? (3) 在 方程 组 有 解 条 件 下 ， 它 的 通 解 
是 什么 ， 如 何 求 出 它 的 通 解 。 下 面 将 采用 和 矩阵 在 相抵 下 标准 形 理 
论 来 处 理 这 些 问题 。 先 讨论 齐 次 方程 组 4x = 0. 
定理 1〈 章 次 方程 组 解 的 结构 定理 ) ” 设 rankA=r， 则 当 r 
= 8 有时， 齐 歇 方程 组 
Ax=0 (3.6.3) 
只 有 和 零 解 ， 当 r<n 时 ， 齐 次 方程 组 (3.6.3) 具有 非 零 解 ， 而 且 
它 的 通 解 依赖 于 nn 一 r 个 独立 参数 . 
具体 地 说 ， 设 
(or) 0 
4 0 0 )Q， 
其 中 呈 和 Q 分 别 是 w 阶 和 阶 可 逆 方 阵 ， 并 且 是 取 定 的 。 则 齐 次 
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方程 组 《3.6.3) 的 通 解 为 
X=1t,r11Q Ent+t,t2Q Er2t+ "+t, €,, (3.6.4) 
其 中 trislr+2s"""s i， 是 任意 的 数 ， e; 是 1 维 列 同 量 ， 并 且 e， 
= (0;0，.……，0， 1 ， 0，.…，0)7"，7=7+TT 7 二 4 
第 了 个 
证 设 了 ?过 nl。 取 XxX=i,11Q et+t,r2Q Err2t+ 
+ +t.Q "Ee,， 则 / 


4x=P( 9， 0 ) Ql t,11Q™ Ej,+1+ f ,42Q -1e,42+ “ 


+ tr0Q ea) 


显然 ， i=r+1, rt+t2,.…，, 41H 时, 


I 
(CF 0)e=0, 


r 


因此 ,4x= 0 。 这 表明 , 形 如 (3.6.4) 的 x 是 齐 次 方程 组 (3.6.3) 
的 解 ， 
反之 ， 设 x" 是 齐 次 方程 组 〈3.6.3) 的 解 ， 则 


P( 9 9)Qz=0. 

因为 方 阵 忆 可 道 ， 所 以 

(CF ooo 
记 Qx =y= (y:，3y2)“， 其 中 y: 是 了 维 行 问 量 。 由 上 式 得 到 ， 
(%，0)=0. 因 此 yi =0。.。 所 以 Qx"= (0; y,)。 记 
YX= 0, 1, 0, tors 2 ta)7。 则 Gx" =t, iEr+ 
+fy+26r+2 十 … 二 ia。 因此 

X=,rQ Erritt,r2Q sy+2 十 十 io- Es, 

即 x” 具 有 形式 (3,6.4) 。 这 就 证 有 明 ， 形 如 (3.6.4) 的 x 是 齐 
次 方程 组 (3.6.3) 的 通 解 ， 

当 了 =# 时 ，mx8 垂 阵 4 是 列 满 秩 的 。 由 上 节 例 1， 存 在 逢 
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阶 可 逆 方 阵 了 ,使 得 4=P(* 87). 如 果 x" 是 齐 次 方程 组 
(3.6.3) 的 解 ， 则 由 Ax = 0 得到， 
oo 0 -一 
PC jxz"= 0. 


因为 方 孟 己 可 送 ， 所 以 ， (人 = 0 ， 即 (人 )= 0, 从 而 x* = 0。 
因此 ， 当 ”= 2 时 ， 齐 次 方程 组 〈3.6.3) 只 有 零 解 .定理 1 证 毕 . 
现在 讨论 非 齐 次 方程 组 ， z 
定理 2 〈 非 齐 次 方程 组 的 相 容 性 定理 ) 给 定 线 性 方程 组 
《8.6.2) ,有 | 
Ax= Bb. z 
则 方程 组 (3,6.2) 有 解 的 必要 且 充 分 条 件 是 它 的 系数 矩阵 和 增 
广 和 矩阵 的 秩 相等 
证 设 rankA4=r。 则 存在 mr 阶 和 4 阶 可 道 方 了 泗 P 和 Q， 使 


_DfL ON 
A=P( 0 0 )9. 
必要 性 ， 设 方程 组 (1)》 有 解 x 。 则 
Ax =P( 8 0)Qx"=8. 
因此 ， 


(中 ja -Pa 
记 Qx'=(yi，y)7， 忆 158=(z，z)7， 其 中 yy 和 2z, 都 是 7 
维 行 问 量 。 由 上 上 式 得 到 ，(y:，0) = (z1，;z2) 。 因 此 ，y =zk， 
2:= 0 。 所 以 ， 


rank (A, B) = rankP Ig (7) 


0 
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因 为 方 阵 上 上 ，Q 可 逆 ， 故 
rank(A, B) = rank(* 0 0 了) =7r=rank4., 
充分 性 ， 设 rank(4， 有 ) = rankA。 由 于 
(A, B)=(PCP0 0 ) Q， p ) 


CY 6)o Pa 
=P[( $8), P-'el(8 1) 
=P (‘1 2? 02) 0 1), 
其 中 了 -18= (zi，z)7，2 为 了 维 行 向 量 ， 所 以 ， 
rank (A,B) = rank(" 0 02)= rank4= 7 


因此 ，z = 0. 取 x=Q- 人 (及 0) P-'B， 出 
Aero oP ee rs 


=P( 0)(H)=P(H)=P. PB=8. 
所 以 x*=Q-!'(* 人 0)P-:8 是 方程 组 (3.6.2) 的 解 。 定 理 2- 
证 毕 ， 
定理 5 ( 非 齐 次 方程 组 解 的 结构 定理 ) 设 线性 方程 组 
《43.6.2)， 即 
. Ax=B 
有 解 ， 并 且 rank4 =r。 则 当 r=n 时 ， 方程 组 (3.6.2) 的 解 是 
唯一 的 ， 当 r+<n 时 ， 方 程 组 (3.6。.2〉 的 通 解 依赖 于 %-r 个 独 
立 人 参数 ， 并 且 它 的 通 解 由 方程 组 (3.6.2) 的 一 个 特 解 〈 即 一 个 
确定 的 解 》 和 它 所 相应 的 齐 次 方程 组 4x = 0 的 通 解构 成 . 
188 


具体 地 说 ， 设 系数 矩阵 
_p/i‘), 0 
A=P( 9 0)%, 
其 中 忆 和 Q@ 分 别 是 妈 阶 和 2 阶 可 道 方 隆 ， 并 且 是 取 定 的 ， 则 方程 
组 (3.6.2) 的 通 解 为 


xz=Qc( 9 0 ) PiB+t,41Q er1tt,r2Q 8,1+2 


十 十:ce。 (3.0,5) 
其 中 1 -ii fr2sg 9 1, 和 E19 Brp29 '''s Es 的 意义 同 定 
理 1。 
证 设 x ”是 方程 组 (3.6.2) 的 一 个 特 解 。 如 果 x 是 方程 组 
(3.6.2) 的 一 个 解 , 则 由 Ax" = B 和 .Ax=8B 得 到 , A4(x-x")=0. 
记 3=x%-xX 。 上 式 表 明 ，>y 是 齐 次 方程 组 4x= 0 的 解 。 因 此 ， 
x 可 以 表 为 特 解 *" 与 齐 次 方程 组 Ax= 0 的 解 》 的 和 。 有 反之 ， 
设 ? 是 齐 次 方程 组 4x = 0 的 解 。 则 由 4x"= Bp，Ay= 0 得 到。 
A(x*+y) = BB， 从 而 特 解 x” 与 方程 组 Ax= 0 的 解 了 之 和 是 方程 
组 (3.6.2) 的 解 。 这 就 证 明 ， 方 程 组 (3.6.2) 的 通 解 由 它 的 特 
解 和 相应 齐 次 方程 组 的 通 解 所 构成 。 
由 定理 2 的 证 明 ， 可 取 方程 组 3。6.2) 的 特 解 为 ** = Q-， 


(外 08 ).，P-'B. 于 是 由 定理 1 和 上 面 的 结论 得 到 ， 当 +<n 


时 ,方程 组 (3.6,.2) 的 通 解 为 (3.6.5) ; 而 当 r=n 时 , 方程 
-组 (3.6.2) 的 解 是 唯一 的 。 定 理 3 证 毕 。 

尽管 上 述 几 个 定理 已 经 完全 解决 了 线性 方程 组 的 理论 问题 ， 
但 是 却 未 涉及 线性 方程 组 求解 的 具体 方法 。 在 实际 求解 方程 组 
时 ， 往 往 采用 消去 法 。 消 去 法 的 依据 是 ， 对 方程 组 (3.6.2) 的 
描 广 矩阵 〈4，B8) 施行 一 次 行 的 初等 变换 ， 得 到 的 和 矩阵 记 为 
(4，B) 。 由 于 对 矩阵 施行 初等 行 变换 ， 相 当 于 左 乘 以 一 个 初 
等 方 阵 ， 因 此 ， 存 在 可 北方 阵 尺 ， 使 得 
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(A, B) =R(A, B)= (RA, RB), 
即 4= RA，B 和 = RB。 把 矩阵 (有 4，B) 看 成 方程 组 4x=B 的 增 
广 和 矩 阵 。 出 于 矩阵 的 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 ， 因 此 ， 由 定理 
2 ， 当 且 仅 当 方程 组 4x = B 有 解 时 , 方程 组 4x=B 有 解 .而 
是 ， 由 于 和 所 阵 及 可 道 ， 因 此 ， 如 果 x*" 是 方程 组 4x = 的 解 ， 则 
x" 也 是 方程 组 Ax= 有 的 解 ， 反 之 也 然 。 所 以, 方程 组 A4x=B 
和 4x=B 具有 相同 的 通 解 。 于 是 ， 求 方程 组 4x=B 的 解 就 化 
为 求 方 程 组 Ax=B 的 解 。 不 难 证 明 ， 方 程 组 (3,.6.2) 的 增 广 矩 
阵 〈4，8)》 可 以 经 过 有 限 次 行 的 初等 变换 变 为 如 下 形式 ， 


/2aa 。,， 21j -1 0 1) +1 . 4171 0 Hijo 
(4, B) -| 0 0 Ca 43ja41 和 M2 4s-1 0 G21ot! 
z | 0 s+ 0 0 0 a 0 Qsj, Lals+l 
0 0 0 0 0 0 0 

| 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

Qj ,1 0 51 +1 全] By 

ar a \ 

427r-i 0 dap,+l Con | 

281 -1 0 4s jp+1 Sgn 2， |: 
, ~ 
0 drj, dU,j +l Us b, ] 

0 0 0 0 bo, : 

0 0 0 0 5 


其 叫 1<),< 之 1 之 … 之 7 , 志 1， al1, G2 1, G34, "9 5a:1 ,都 不 
为 每 ， 而 ?r=rankA. 如 果 6b,4i， b,4s) "9 b, 不 全 为 零 ， 出 出: 
定理 2 ,方程 组 (3.6.2) 无 解 ? 如 果 b,41=b,ys = = = 0 ， 
则 方程 组 3.6.2) 有 解 ， 而 且 由 方程 组 4x = 6 可 以 求 出 
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Xi 1 
ZI dl11 4d]1， ‘ 431 7 
din 
2Z11 局 少 
A ir 
0 1+ of — 
一 2 212 1 , _ _ 2 了 了 3 一 】 
Xj 2 一 去 区 ,+ = Xj 1 
d,s 47 2 d,, 
2 a 
六 r 十 1 _ 2 
四 ~ ~ + 1 ~ V9 
4,， 4,，» 
-Mr 
b ut 中 他 
Xj ,= -一 二 加 -rir 1 Xj,+1— Sm —™ Y 9 
好 人 他 


其 中 当 i 天 1,7,，… ,7，, 时 ，*%; 是 任意 的 。 由 此 即 可 求 得 方程 组 
(3.6.2) 的 还 解 。 
例 1 求 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 : 
Xi 二 XX 十 十 XX 十 Xs 三 0， 
| 3 oe fw 3x, 0, 
| x%s +2X, +2x%, +6x,=0, 
| OX1+4x, + 3% +3X, X=0., 
解 ” 齐 次 方程 组 的 系数 矩阵 为 
/1111 1 
13211-3 \ 
0122 61 
‘5433~-1. 
用 ~- 3 乘 矩 阵 4 的 第 工行 并 加 到 第 2 行 ， 用 ~ 5 滋 矩 阵 .4 的 第 4 
- 行 并 加 到 第 4 行 ， 和 矩阵 4 变 为 
.1 1 1 1 1 
0 -1 -2 -2 -6 
0 1 2 2 6 
\0 -1 ~-2 -2 -6 
矩阵 8 的 第 3 行 分 别 加 到 第 2 和 第 4 行 ， 再 对 换 第 2 和 第 3 行 ， 
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A 


B= 


矩阵 刀 变 为 
,11111 
012256 
00000 
00000 
用 - 工 柔 息 阵 C 的 第 2 行 并 加 到 第 工行 ， 抢 阵 C 变 关 
10-1 -1 -5 
3-| 01 2 2 6| 
00 0 0 0 


“00 0 0 0 
: 人 
XY, +2X, +2xX,+6x,=0., 
十 元， 求 得 通 解 为 


| —2%X,— 2X, — 6x%, 
Xs ) Xs 
1 1 5 、 
一 2 一 2 -6 
和 3 二 1 [十 Yi 0 i+ Xs | 0 |， 
0 1 0 
0 0 1 


. 其 中 XX%,，%s 是 独立 参数 。 
例 2 求 线性 方程 组 的 通 解 ; 
2x, + BX, — xX, +x, =1, 
8x, + 12x, — 9x%x, + 8x, = 3、 
4x, + 6xX, +3X, 一 人 X =3, 
ZX +3%X, +9xX,— 7%, = 3., 
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解 它 的 增 广 和 矩阵 为 
2 3 -1 11 
6 3—-23 
‘2 3 9 —/ 3 
-分别 用 -4，-2，-1 工 乘 矩 阵 (4，B》 的 第 1 行 ， 并 分 别 加 到 
第 2，3，4 行 ， 矩阵 (4，B) 变 为 
,23-—-1 1 ,| 
: 00 5 一 4 ?| 
00 10 -8 2 
分 别 用 1 ,2 乘 和 矩阵 (838,7) 的 第 2 行 ， 并 分 别 加 到 第 3 、4 人行 ， 
和 矩阵 (8,7) 变 为 


23-11 1 
| 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 


用- 二 乘 矩阵 〔C ,5) 的 第 2 行 。 再 把 第 2 行 加 到 第 1 行 ， 得 到 


1 6 
2 30 = 5 
~ - 4 1 
00 001 
| 
00 0 0/ 
于 是 得 到 ， 
庆 + BX + -EX = 划 ， 
x x = 
3 5 5 
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因此 


所 以 ， 通 解 为 


~ 


MI owlm © wmlw 


~ 
十 


党 
4 
内 
党 


习 十 
1 。 求 下 列 齐 次 线性 方程 组 的 遂 解 ， 
(1) 
Xi 十 X， 一 3X 一 Xi 三 0， 
Xi 一 Xy 一 Xi —X,=0, 
AX, 一 2X， + 6x, +3xX,— 4x,=0, 
2X, +4xX,— 2xX, +AxX,— /Xs = 0, 
(2) 
XIX +X, +%, +x,=0, 
2X + 2X,.+X, +X,— 2Xs=0, 
x, + 2x, +2x, +%s=0, 
Oxi+ Ax,— 3x,+4x,—*,=0., 
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2。 求 非 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 ， 


(1) 
xX,— 2xX, + 3x, 一 4X = 4, 
xX, —X,+X,= -3, 
Xi 十 3Y， —3xX,=1, 
—7X, 二 + 3X, +X,= 一 3。 
(2) 
Xi+xX,—3x,=—1, 
| 2X1+X,— 2x,=1, 


L Xi 十 Xa 十 YX = 3, 
xX,+2x,— 3xX, = 。 
3。 选 择 *^ 的 什 ， 使 线性 方程 组 有 解 。 
2X,—X,+X,+x,=1, 
| 
XxX,+7x,— 4x,+1lx,= 人, 


4。 推 广 定理 2 到 矩阵 方程 上 。 即 证 明 , 设 给 定 矩 阵 4EF=**， 
.BEFex?"， 而 未 知 矩 阵 XEF>x*， 则 和 矩阵 方程 4 姜 = B 有 人 解 的 必要 
且 充 分 条 件 是 rank4 = rank (4,B)， 其 中 (4,B)》 是 矩阵 4 和 也 
并 排 而 成 的 矩阵 。 

5。 设 4EFaxn，XEFnxz。 证 明 ， 和 矩阵 方程 汶 夺 =0 有 非 零 
解 的 必要 且 充 分 条 件 是 方 阵 .4 的 行列 式 为 零 。 

6。 证明， 如 果 齐 次 线性 方程 组 的 系数 矩阵 的 秩 比 未 知 量 的 
个 数 小 1 ， 则 该 方程 组 的 任意 两 个 解 成 比例 ， 即 相差 一 个 数值 
因子 。 

7 设 AtH"* 信人 村 Ht) 和 证 明 ， 矩阵 方程 AX 
= 了 有 解 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 和 矩阵 4 为 行 满 秩 的 。 

8。 设 齐 次 线性 方程 组 

195 


他 十 荆 


DE =0, 1=1,2,.… ,7 


f 一 工 


的 系数 怎 阵 4 = (ai;) 是 行 满 秩 的 。 证 明 , 它 的 解 为 ， 对 7 = 19 2 


和 二 二， 


Gil CT-L Guitt '"” dint+1 


x;= (~1)"-itdetl O22 YY Ha- Cart Contl|， 


Unl On dnsyijt1 *** Qnt+l 


和 t 是 独立 参数 
9。 设 和 阶 方 阵 4 和 召 的 秩 分 别 为 ”和 1# -+。 求 托 阵 方程 
AXB=0 
的 通 解 ， 


$3.7 年 阵 的 广义 逆 


大 家 知道 ， 逆 矩阵 只 对 方 阵 有 定义 ， 而 且 即 便 是 方 阵 ， 也 不 : 
是 每 个 方 阵 都 可 送 。 本 节 的 目的 是 推广 送 矩 阵 概 念 为 广义 送 ， 使 
得 每 个 矩阵 都 有 广义 送 。 

设 给 定 4EF"x”， 末 知 矩 阵 大 = (x11)EF”**,， 其 中 x 
1 入 ;i 委 ?3，1 委 7 过 人 是 未 知 的 。 考 虑 和 抑 阵 方程 


AXA=A4 (3.7.1): 
的 解 。 
定理 1 矩阵 方程 (3.7。1) 恒 有 解 。 具 体 地 说 ， 设 
rank 4 = 了， 
而 且 
,0\ 
A=P( 0 ) _ (3.7.2》 
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其 中 己 和 吕 分 别 是 由 阶 和 半 阶 可 道 矩 阵 ， 并 且 是 取 定 的 。 则 矩阵 
方程 (3.7.1) 的 通 解 为 
1,,, B 
X=Q-!( ) Pp-:, (3.7,3) 
C 万 
其 中 BEF XY mr ,CEFR ‘*~r) xy 和 DEF ‘#7) xX (Wm—r) 是 任意 的 ，。 
证 把 形 如 (3.7.3〉 的 矩阵 关 代 入 和 矩阵 方程 (3,7,1) ， 革 
可 验证 ， 形 如 (3,7.3) 的 矩阵 和 的确 是 矩阵 方程 (3,7,1》 
的 解 。 : 
反之 ， 设 和 窍 阵 让 是 矩阵 方程 (3.7。1) 的 解 ， 则 由 (3.7,2》 
‘m0 opti™! 
0 oj- oo) 


因为 方 阵 P 和 吕 可 道 ， 所 以 ， 


P( Jaxe 


0 0 0 0. 07 
记 
E 8B 
QXP= )， 
C 


其 中 E，B, CC， DD 分 别 是 rxr， rx (mr), xr 和 
(nn 一 ?) x (m4 一 +r) 和 矩阵。 因此 ， 
i. B\/l1..,,0 1.,,0 
| ( ,oc oN 0)-(0 0)-( 0 0) 
所 以 ，E = 了 ,,,， 于 是 ， 
. z ‘Bb 


QXP=( )， 


即 


X=Q- ( 和 )e 
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定理 工 得 证 。 

应 当 指出 ， 当 4 为 可 递 方 阵 时 ， 息 阵 方程 (3.7,1) 的 解 亚 
然 为 X=A-'。 于 是 引出 如 下 的 定义 。 

定义 ”矩阵 方程 4X4=4 的 解 基 称 为 矩阵 4 的 广义 递 ， 记 
为 4-。 
由 定理 工 可 以 看 出 ， 任 意 握 阵 .4 的 广义 道 4 "总 是 存在 的 。 
而 且 一 般 地 说 ， 和 矩阵 4 的 广义 逆 4" 并 不 唯一 。 事 实 上 ， 由 于 


人 -9 ( )p-, 


其 中 已 ，C 和 总 是 任意 的 ， 所 以 ，rankA- 守 rankA。 和 而且 对 和 任意 
下 整数 & ,rh<min{m ,fn}， 总 可 以 分 别 取 B8 和 CC 为 7 XxX (m 一 7) 
和 和 (n~?r) xX? 等 和 矩阵， 并 取 吕 为 秩 等 于 -rr 的 (n-?) x (m7) 
生 阵 ， 则 算 阵 .4 的 这 个 广义 道 4 的 秩 rank.4- =R。 由 定理 1 还 
可 以 得 到 ， 和 矩阵 A 具有 唯一 的 广义 递 4 "的 必要 上 且 充分 条 件 是 ， 
矩阵 .4 为 可 逆 方 阵 . 

现在 给 出 和 矩阵 的 广义 道 的 一 些 应 用 。 

例 1 ( 非 齐 次 线性 方程 组 的 相 容 性 定理 ) 证 明 方 程 4x = 8 有 
解 的 必要 且 充 分 条 件 是 B= 44-B， 其 中 4 是 由 xz 矩阵 ， 有 是 
4 X 1 和 矩阵 ，x 是 #xti 是 未 知 矩 阵 ，4- 是 矩阵 4 的 广义 逆 ， 

证 设 方程 4x= 有 8 有 解 z"， 则 8=4x"。 因此， 

AA-B=AA-(Ax')= (AA-A)x’ = Ax’ = P. 

了 肥 之 ， 设 有 =-44 -8 成 立 。 取 xX" =-478。. 于 是 4x"=-44-8= 有. 
即 x 是 方程 Ax = 8 的 解 ， 

例 2 〈 非 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 定理 ) ” 设 方 程 Ax=B 
有 解 。 则 它 的 通 解 为 

X=.A B+(,, ~ A A)z, 
其 中 4 -是 矩阵 .4 的 某 个 取 定 的 广义 党 ， 而 z 是 任意 nx1 矩阵 。 
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证 ”因为 方程 4x= 8B 有 解 ， 因 此 由 例 1 ， 对 于 卸 阵 4 的 取 
定 的 广义 贺 4-，44-B= 有 B. 取 x=A-B+ (1 6 -A-4)z， 则 
Ax= AA-B+A(l,,, ~- A-A)z= B+(A4-AA-A)z=P, 
即 x=A-B+ (1 ,A-4)z 是 方程 4x=B 的 解 。 反之 , 设 x' 是 
方程 4x= 有 B 的 解 ， 即 4x*=B。 取 z=x"， 则 

4 rpB+(T 一 4 A)x"=A -Ax"'+x"—-A Ax" =X 
即 x 可 表 为 所 说 的 形式 。 这 就 证 明 , x= .48B+ (Tv -A A)z 
是 方程 4x= B 的 通 解 。 : : / 

例 5 〈 齐 次 线性 方程 组 解 的 结构 定理 ) ”方程 4x=0 便 有 
解 ， 而 且 它 的 通 解 为 i 

X= (1.,,, -A A)z, 

其 中 47 是 和 拢 阵 4 的 某 个 取 定 的 广义 道 , 而 z 是 任意 的 nxl 
矩阵。 

证 这 是 例 1 和 例 2 的 特殊 情形 。 

开交 线性 方 和 组 B，B 0， 还 可 以 用 广义 道 给 
驴 一 种 形式 的 通 

例 4 方程- 8 有 解 ， 其 中 有 B 关 0。 则 它 的 通 解 为 x 
= 4-B， 这 里 4 是 矩阵 4 的 任意 一 个 广义 送 。 

证 因为 方程 4x= B 有 解 ， 因此 可 设 它 的 一 个 解 为 ， 好 
Ax"=B, 取 x=.A-B， 则 

Ax=AA-B= (AA A)x" =Ax" = B., 

因此 ， 对 矩阵 4 的 任意 一 个 广义 逆 4-,x=A-B 都 是 方程 4x= 有 
的 解 。 

及 之 ， 人 芭 x* 是 方程 4x= 有 的 解 ， 下 面 将 证 明 ， 存 在 和 矩阵 .4 
的 一 个 广义 首 4-， 使 得 x" =A-B。 事实 上 , 设 rank4=r, 是 
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1.,,B _) 

Dr 
于 是 ， 由 4x* = B 得 到 ， 
1,,, 0 

( 0 ) .0 = PP. 


记 Qx* =y= (y1, 2) , Pi'B=2= (21, 2.)’=2, Pi'b=2 
= (2z1，23) 9 其 中 和 zi 是 1xr 和 矩阵 。 由 上 式 得 到 ，y 1 = z1， 
zs =0。 由 于 方 阵 了 可逆，B 考 0， 因 此 2 = 了 P"'R 了 0, 所 以 ,z) 至 
少 有 一 个 元 素 不 为 零 。 = (cycs yc)， 且 设 ci 关 0。 在 


I,, ) UP- 


中 ， 到 拓 际 帮 大 万分 别 是 了 cm (£7) x (m7) 等 矩 
隆 ， 取 (1 一 7) xr 矩阵 C 的 第 ;i 列 为 一 一 2 其 它 列 为 零 。 所 
I Xe. 于 是 


1.,, 0、 ,21 

Ap-Q( )P'p-o( Xo) 

= Q- 有 COx" =x", 
这 就 证 明 ， 方 程 4x= 8 的 通 解 为 Y=4-B。 

这 几 个 例子 表明 ， 利 用 扼 阵 的 广义 道 来 讨论 线性 方程 组 的 解 
是 非常 方便 的 ， 而 且 通 解 的 形式 特别 简洁 。 特 别 ， 例 4 表明 ， 当 
A 关 0 时， 方程 .4x= 有 的 通 解 为 Y=4-B。 这 和 方程 4x= 有 的 
系数 矩阵 是 可 北方 阵 的 情形 相 类 似 ， 因 为 这 时 方程 4x= B 的 解 
为 *=A-*B。 由 此 可 以 看 出 广义 逆 的 威力 ，。 / 

矩阵 的 广义 逆 不 只 是 上 面 所 说 的 一 种 类 型 。 还 有 许多 其 它 类 
型 的 广义 道 。 除 上 面 的 4 -外 ， 和 矩阵 的 Moore- Penrose 广义 道 
也 是 经 常 过 到 的 ， 

渗 泄 算 阵 方程 组 
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4 =Q 


AXA=4, (CP,) 
| XAX=X,， i LP,) 
] AX) = AX, (P,) 
{ HH = A, (P,) 
其 中 mxn 矩阵 4 是 给 定 的 ，n Xm 和 矩阵 站 是 末 知 的 。 方程 组 
(I) 称 为 Penrose 方程 组 ， 


定理 2 ”对 任意 给 定 的 纪 Xi8 和 矩阵 4 上 enrose 方程 组 (1) 
总 有 解 ， 而 且 它 的 解 唯一 。 有 长 体 地 说 ， 设 算 阵 4= 了 CC， 其 中 双 
和 C 分 别 是 列 满 秩 和 行 满 秩 和 矩阵， 则 Penrose 方程 组 (I) 的 
唯一 解 为 

X=C(CC)-1(B BD-'B’, (3.7 .47 

证 把 式 (3.7.4) 代入 Penrose 方程 组 〈《I) 的 每 个 方 
程 ， 容 易 看 出 ， 每 个 方程 都 成 为 等 式 ， 即 和 矩阵 站 的 确 是 Penrose 
方程 组 CI) 的 解 。 

设 和 矩阵 X, 和 半 。 痢 是 Penrose 方程 组 (I) 的 解 ， 风 出 
方程 (P,)， 和 ,=X4X。， 由 方程 (了 了,)， 

4 


由 方程 (P,),X ,=X (AX,)’'(AX.)’ =X, (AX.AX,)’,. 


由 方程 (+P ) ， 上 1= 和 4 出 方程 (P,), X=X,AX,. 
指出 方程 (CP,), X=X.AX,AX,.,. 出 方程 CP,), 


X= (Xi (XAX,= (XAXIA)'X,, 


由 方程 (P,)， 久 ,= (X 4) 7 人。。 由 方程 (了 ,)， 
六 =,AX,, 
最 后 由 方程 (P,)， 了 ,= 六 ,。 这 就 证 明 Penrose 方程 组 ( 工 ) 
区 解 的 唯一 性 。 定 理 2 证 毕 ， 
有 必要 说 明 的 是 式 (3.7.4) 的 由 来 。 事 实 上 ， 设 rankA=7， 
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徊 存 在 多 阶 和 ?# 阶 可 逆 方 隆 了 和 QQ ， 使 得 


A=P( = 0 ) oo 0) ,xaQ 


0 


1 | l 
其中 旭 = P(。 ，) ,和 C = (1 4,，，0),x, 0 分别 是 列 满 秩 和 行 


满 秩 矩阵 。 由 定理 1， 方程 (了 ,) 的 解 为 
(9 Pp . 
X =Q-， 站 Pp-,, 
.i 
其 中 XX,，， 和 ,和 瑟 , ,分别 是 rx (nm 一?)， (n—-r)xr 和 (nn-r} 
x (m—7) 和 A (FP,)， 得 到 ， 


1 人 1 1 7 _ 1 1 ,) 太 1， _ 1 
ov x PP a(x) 


=@-!( x ne = 0 CO 和 )P 。 


由 此 每 到 ， 全 1 个 12。 因此 ， 


(Ai | ,， 
X= 0 (xx 
把 矩阵 4 和 广 分 别 代 入 方程 (PP,) 和 (了,)， 得 到 . 
( 0 )p'p=5'P( i “*) (3.7,5y 
Xi 0 0 0 
1 0、 1,R, 
( )Q5 = 05 | ). (3.7.6y 
记 
R,, R, _ S11 D1. 
"P(e, Ros) OE, ss) 


其 中 丸和 9 都 是 r 阶 方 阵 。 由 于 矩阵 玉 ,， 是 矩阵 了 的 前 
* 行 和 矩阵 了 的 前 + 列 的 乘积 ， 因此 ， 


R,,= (I,,,, 0 ) xn PP( = 


男 一 方面 ， 由 Binet-Cauchy 公式 ， 
1 2.Y 


detR ,=P’P 
(人 
人 
Pp | 人 “i, 

i ‘<i ,Em 0 和 中 | 。 
如 果 detR, = 0, 则 由 上 式 , 方 阵 卫 的 前 7 列 上 的 每 个 r 阶 子 式 都 
为 零 。 因 此 ， 对 行列 式 det P 的 前 > 列 作 Laplace 展开 ， 可 以 看 
出 ，det P = 0， 和 方 阵 卫 可 道 了 矛盾 。 所 以 ， 方 阵 玉 ,可 道 。 同 
理 可 证 ， 方 阵 S11 可逆 ， 并 且 Syi1=CC'，。 
把 分 块 方 阵 P'P 和 Q6 “分别 代 入 式 (3.7.5) 和 式 (3,.7.6)， 
-得 到 ， i X= S1011。 因此 ， 


和 二 O- | 7 Ri1 R,， )P-: 
S2011 Si ii Ri Rs 


ps: 
Wisi 


I,,) 
=Q( ，。、)Co，RiiR)P-' 
Si O17 
Sl Oil， D711 RR,: ER, 
=0-( oe 。 Ri DCG, a z 


r ) )SiiR5 (了 ,) ,0) (BP’P)P-! 
0 D9 z 
ii RiiL( ,,, ,0)PB 


-[a( 0)]s 


$03 


=C’ (CC )-'(B’B)-'B’, 
这 表明 ， 如 果 和 抢 阵 和 是 上 enrose 方程 组 ( 工 ) 的 解 ， 则 和 插 阵 从 
应 具有 形式 (3.7.4) 。 
基于 定理 2， 可 以 引进 如 下 定义 。 
定义 ”对 于 给 定 的 mxn 和 矩阵 4，Penrose 方程 组 (I1》 的 
解 么 称 为 矩阵 4 的 Moore- 上 enrose 广义 逆 ， 记 为 A+. 
显然 ， 当 A 为 4 阶 可 逆 方 阵 时 ，Penrose 方 程 组 (I) 的 解 
为 47'。 所 以 ，A+=A-!， 
定理 2 表明 ， 对 任意 给 定 的 四 xn 和 矩阵 4， 它 的 Moore-- 


Penrose 广义 逆 4*+ 总 是 存在 的 。 甚 至 对 mxn 零 矩阵 0， 它 的 


Moore-Penrose 广义 道 0+ 也 存 在， 并 且 0+=0， 这 里 0 是 
#X 纪 和 零 矩 阵 。 特 别 ， 一 阶 零 矩 阵 即 是 数 0 ， 所 以 ， 数 0 的 
Moore-Penrose 广义 道 为 数 0 
Moore-Penrose 广义 道 和 逆 和 矩阵 的 有 些 人 性 质 是 相同 的 ， 例 : 
如 ， (4+)+=4， (20)+= 7， (4)+=7+4+。 但 是 也 
有 一 些 性 质 不 同 ， 例 如 ， 对 逆 矩 阵 成 立 的 穿 脱 原理 对 Moore- 
Penrose 广义 逆 并 不 成 立 。 使 用 时 还 须 留意 ， 不 能 混同 ， 
广义 道 的 概念 早 在 1920 年 即 已 出 现 ， 1935 年 ，E.H.Moore 
作 了 系统 的 研究 *。 但是， 由 于 当时 应 用 不 广 , 故 有 潭 没 的 危险 .。 
直到 1955 年 ，R! Penrose 又 重新 研究 了 广义 逆 。 由 于 近年 来 广 
义 道 的 应 用 日 趋 广泛 ， 特 别 在 数理 统计 和 计算 数学 等 的 应 用 ， 才 
引起 普遍 重视 。 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 有 关 专 著 〈 例 如 ，I Ben . 
的 名 著 Generalized Iaverses) ， 这 里 不 拟 深 入 介绍 了 


*) EE.H; Moore, General Analysis, Vol. 1, Mem, 
Amer. Phil: Soc:, Vol. 1, Philadel-Pbia, 1935,. 
Pp.8 and ch,3 $28。 
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本 题 


1。 设 4 和 BB 分别 是 mxn 和 m xp 和 矩阵， 六 是 %xp 未 知 算 : 
寿 。 证 明 ， 和 抑 阵 方程 4X = B 有 解 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 
B=AA-B. 
在 有 解 时 ， 它 的 通 解 为 
入 = B+CIT， -A-A)W, 
和 全 的 # X 妨 矩阵 。 

2。 们 4， 有 和 C 分 别 是 mm xn，pxg 和 mxg 矩阵， 六 是 
txXp 坟 知 矩 了 泗 。 证 明 ， 和 矩阵 方程 4XB=C 有 解 的 必要 且 充 分 条 - 
件 是 ， (1 ,~A44-)C=0 和 C(I,, -B-B) =0， 并 且 在 有 解 : 
对 ， 它 的 通 解 为 加 

X=A-CB-+ (1,,, ~- A-AYY +2Z(,,, - BB-) 
+ (To,, —- A-AW I.,,, ~- BB-), 
EY Z 和 TW 是 任意 的 nxp 年 阵 。 

3。 设 4，B 和 C 分 别 是 mxp， j xn 和 mm xn 矩阵， 广 和 广 
分 别 是 pxn 和 m xg 未 知 矩 阵 . 证 明 , 方程 4X-YB=C 有 解 
的 必要 且 充 分 条 件 是 ， (1,, 一 44-)C(I,,, - B8-B)=0, 和 而且 
当 有 人 解 时 ， 它 的 通 解 为 

KX=A-C+A-ZB+ (I,,, - A-A)W, 

Y=—(1,,, -AA-)CB-+Z- (1.,,, -~ AA-)ZBB-, 
其 中 玉 和 2 分别 是 任意 的 pxn 和 mxg 算 阵 . / 

4。 证 明 ， 存 在 mx& 和 矩阵 4 和 [xwn 和 矩阵 的 广义 逆 4- 和 
B-， 使 得 
AC. : 
rank( ) ~ rankA+ rankBb 
0B 


+rank[L(T.,, ~AA-)C(I .,, ~ B-B))J, 
其 中 C 是 mxn 和 矩阵. 
5, 验证 ， (A+)’= ( )+. 
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第 四 音 线 性 空间 


正如 数学 百科 辞典 所 指出 ， 线 性 代数 就 是 线性 空间 的 理论 。 
悉 此 ， 线 性 空间 是 线性 代数 研究 的 最 基本 的 几何 对 象 ， 矩 阵 则 是 
研究 线性 空间 中 各 种 几何 问题 的 最 有 效 的 代数 工具 ， 而 线性 空间 
中 各 种 几何 问题 都 可 以 归结 为 相应 的 矩阵 分 类 问题 。 这 就 是 线性 
代数 的 二 大 基本 理论 一 一 矩阵 理论 与 线性 空间 理论 之 间 的 实质 性 ， 
联系 .$ 4。1 引进 了 数 域 书 上 的 抽象 线性 空间 概念 .$ 4.2 处 理 了 线 
性 空间 中 向 量 间 的 最 基本 关系 ， 向 量 间 的 线性 相关 性 与 线 件 无 关 
性 ， 从 而 可 以 从 向 量 的 观点 来 看 待 矩 阵 的 秩 。$ 4.3 介绍 了 基 与 
坐标 的 概念 ,在 一 组 固定 的 基 下 ,每 一 个 向 量 都 可 以 用 坐标 明确 地 
表达 出 来 。 利 用 基 的 概念 ， 得 到 了 线性 空间 的 维 数 。$4.。4 考 虑 同 
一 个 向 量 在 不 同 基 下 坐标 之 间 的 关系 。 这 就 同和 矩阵 建立 了 联系 。 
这 是 将 线性 空间 的 问题 与 矩阵 问题 联系 起 来 的 关键 .$ 4.5 说 明了 
数 域 严 上 的 靖 维 线性 空间 实质 上 就 是 数 域 玉 上 的 ”元 数组 空间 。 
最 后 三 节 介 绍 了 与 线性 空间 有 关 的 一 些 最 基本 几何 概念 一 盖子 空 
间 、 商 空间 以 及 空间 及 的 直 和 等 等 ， 为 以 后 进一步 阐述 线性 空间 


人 $4.1 线性 空间 的 定义 


从 第 二 章 我 们 知道 ， 在 所 有 有 序 4 元 实数 组 ( 邵 ? 维 实况 量 ) 
集合 R" 中 ， 可 以 定义 向 量 的 加 法 ， 纯 量 与 向 量 的 乘法 ， 向 量 的 
加 法 满足 结合 律 ， 交 换 律 ， 有 和 零 向 量 ， 而 上 且 对 每 个 辐 量 &， 都 存 
在 负 向 量 ~ 4， 纯 量 与 向 量 的 乘法 满足 结合 律 ，1.a=a， 以 及 分 
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配 律 : 
A(a+ B)= ha+ 4B, 
(A+ Lc= a+ Wa, 

其 中 4， 为 纯 量 (实数 ) ，a，8B 为 向 量 . 对 于 所 有 有 序 * 
元 复数 组 〈 即 n 维 复 向 量 ) 集 合 C"， 同 样 可 以 定义 同 量 的 加 法 ， 
纯 量 与 问 量 的 乘法 ， 而 且 这 两 种 运算 所 上 只 有 的 性 质 和 太 * 的 两 种 
运算 相同 。 把 集合 的 两 种 运算 连同 它们 所 满足 的 公理 加 玉 概 括 抽 
象 ， 便 引出 线性 空间 概念 。 

定义 ” 设 和 下 是 一 个 非 空 集合， 它 的 元 索 称 为 同 量 。 设 下 是 一 
个 数 域 ， 它 的 元 素 称 为 纯 量 。 在 矿 中 定义 了 向 量 的 加 法 ， 即 对 任 . 
意 x， 有 85 斑 ， 产 中 有 唯一 的 向 量 x+ 有 与 之 对 应 ,， 向量 4+ 和 称 
为 同 量 4 写 B 的 和 ; 在 搬 中 还 定义 了 纯 量 与 癌 量 的 乘法 ， 即 对 任 
人 2 称 为 纯 量 与 向 量 & 的 祝 。 设 V 的 阿 量 加 法 , 纯 量 与 向 量 的 有著 
法 满足 以 下 公理 ， 

(A1) 加 法 结合 律 : (cat 8)+7Y=ca+ (B+7); z 


着 
昌 


最 的 负 向 是， 全 得 < (加 
《MTH)》 ACUa) = (04) az 
(M2) 1.cx= cx; 
(Di) 乘法 对 问 量 加 法 的 分 配 律 :人 (e+ B) = 人 x+AXBi; 
(D2》 乘 法 对 纯 量 加 法 的 分 配 律 。 (+ A)x=Axt+ Ho 其 
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例 1 对 所 有 复数 的 集合 C ， 取 数 域 下 为 复数 域 C， 向 量 加 
“法 取 为 通常 复数 的 加 法 ， 纯 量 与 向 量 的 乘法 取 为 通常 复数 的 梁 
法 。 容 易 验 证 ， 复 数 集合 C 的 向 量 加 法 ， 纯 量 与 向 量 的 乘法 满足 
线性 空间 定义 中 的 八条 公理 ， 所 以 复数 集合 C 是 复线 性 空间 . 

对 复数 集合 C ， 取 数 域 瑟 为 实数 域 尽 ， 疝 量 加 法 取 为 复数 礁 
加 法 ， 纯 量 与 向 量 的 乘法 取 为 实数 与 复数 的 乘法 。 容 易 验 证 ， 对 
集合 C ， 线 性 空间 定义 中 的 八条 公理 成 立 。 所 以 集合 C 是 实 线性 
室 间 。 

例 .1 说 明 ， 对 于 同一 个 集合 站， 只 要 数 域 玉 不 同 ， 作 为 线性 
空间 也 不 同 . 

例 2 所 有 正 实 数 的 集合 记 为 R*+。 取 数 域 为 实 数 域 民 ， 
在 集合 人” 中 规定 同 量 加 法 为 通常 实数 的 加 法 ， 纯 量 与 向 量 的 梁 
法 规定 为 通常 实数 的 乘法 。 在 这 两 种 运算 下 ， 集 合 RR! 不 构 成 实 
线性 空间 ， 因 为 非 负数 与 正 实数 的 乘积 为 非 负 数 ， 即 纯 量 与 RR* 
中 的 向 量 的 乘积 并 不 封闭 。 

对 集合 人 ， 仍 取 数 域 瑟 为 实数 域 人 ， 在 集合 RR! 中 规定 向 量 
”加 法 为 通常 实数 的 乘法 ， 即 对 任意 w，PER+， 规 定向 量 w 与 有 
的 和 c 由 8 = w8 。 并 规定 纯 量 XER 与 向 量 okR+ 的 乘积 Xec = a7， 
可 以 验证 ， 集 合 Rt! 的 这 两 种 运算 满足 线性 空间 定义 中 的 八条 公 
理 ， 其 中 零 向 量 吓 实数 1 ， 疝 量 & 的 负 向 量 是 a '。 所 以 R+! 是 
实 线 性 空间 . 

例 2 说明， 一 个 集合 是 否 成 为 线性 空间 与 集合 让 的 向 量 加 
法 以 及 纯 量 与 同 量 的 悉 法 如 何 规定 密切 相关 。 

例 5 对 数 域 斑 上 所 有 关于 未 定 元 x 的 多 项 式 集合 F[ x] 与 
” 数 域 生 ,规定 向 量 加 法 为 多 项 式 拥 法 , 纯 量 与 向 量 的 乘法 为 数 与 多 
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项 式 的 乘法 。 容 易 验 证 ， 人 集合 FL Xx 了] 是 数 域 瑟 上 线性 空间 ， 其 中 
零 向 量 是 零 多 项 式 。 

设 % 是 正 整 数 ，F,[x]j] 是 数 域 上 所 有 数 次 小 于 1 的 多 项 式 
集合 。 在 多 项 式 加 法 以 及 数 与 多 项 式 的 乘法 下 ， 集 合 上 [Ex] 成 为 
数 城下 上 线性 空间 。 

例 4 区 间 [0，1 J 上 所 有 连 绪 实 芒 数 的 集合 记 为 C。， 取 
数 域 五 为 实数 域 民 ， 在 集合 C, 中 规定 向 量 加 法 为 函数 的 和， 纯 
量 与 回 量 的 乘法 为 实数 与 函数 的 乘积 。 在 这 两 种 运算 下 ， 集 合 
C, 成 为 实 线性 空间 。 

例 5 对 数 域 F 上 所 有 mxsn 和 矩阵 的 集合 六 mx。 与 数 域 下 ， 
规定 辐 量 加 法 为 矩阵 的 加 法 ， 纯 量 与 向 量 的 乘法 为 数 域 正 中 的 数 
与 算 阵 的 乘法 ， 集 合 F"*" 便 成 为 数 域 玉 上 线性 空间 。 

应 当 指 出 ， 在 线性 空间 定义 中 ， 并 未 考虑 那 八 条 公理 的 独立 
人 性。 事实 上 可 以 证 明 ， 如 果 对 集合 三 中 所 规定 的 向 量 加 法 ， 纯 量 
与 向量 的 乘法 ， 除 公理 A2 外 ， 其 它 公 理 都 满足 ， 那 么 对 所 规定 
的 过 经 ， 公理 A2 也 满足 。 由 于 线性 空间 定义 中 的 八条 公理 是 经 

第 使 用 的 ， 所 以 在 一 般 教科 书 中 都 把 它们 全 部 列 出 。 

根据 线性 空间 定义 可 以 证 明 ， 数 域 屎 上 线性 空 间作 具有 以 下 
性 质 ， 

性 质 1 对 任意 有 限 多 个 向 量 作 加 法 时 ， 其 和 与 向 量 的 结 
方式 以 及 向 量 的 先后 次 序 无 关 ， 

企 线性 空间 的 定义 中 ， 只 规定 了 两 个 向 量 的 和 。 至 于 多 个 向 
量 的 和 则 未 加 定义 。 怎 样 规定 多 个 向 量 的 和 ? 先 看 四 个 向 量 的 情 
形 。 设 <c， 月 ，7Y，6 广 ， 直 向 量 加 法 的 定义 ，x+ 有 8 与 yY+56 有 
意义 ， 从 而 (x+ B) + (Y+6) 有 意义 ; 又 B+Y 有 意义 ， 因 此 ， 
x+ 《B+Y) 有 意义 ， 所 以 ， (x+ (B+7))+5 也 有 意义 。 于 是 
得 到 向 量 (w+B)+(Y+g) 与 (x+(B+7Y))+S。 当 然 , 还 可 
以 护照 其 它 结合 方式 ， 先 求 出 向 量 w，B，YyY，6 中 革 两 个 向 量 的 
和 ， 再 求 出 它 和 其 它 向 量 的 和 ， 最 后 求 出 这 四 个 向 量 的 和 。 问 题 
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是 ， 随 着 结合 方式 不 同 ， 这 四 个 疝 量 的 和 是 否 相 同 ? 性 质 1 断 
言 ， 下 论 这 四 个 辣 量 的 结合 方式 以 及 内 襄 科 完 忆 次， 所 得 到 的 
是 相等 的 。 这 样 就 可 以 把 这 个 和 规定 为 这 四 个 问 量 的 和 。 
性质 1 的 让 首先 归纳 定义 向 量 wo，cz，…，cxc 的 标 
谁 和 由 wx 由 … 由 cs 如 下 ,当中 =2 时， 定义 上 四 as =aa+oas， 
假设 六 个 wu 申 … 由 mu-， 已 经 定义 ， 则 定义 a 中 a, 扒 … 旨 a 
= (中 oo 由 … 由 sr- + 0:。 现 在 证 明 ， 
| (oo, PBasB De) + (ariPBerrs 人 DD +4) 
= 0 Do Dat. (4.1.1.) 
其 中 1 与 4 是 正 整 数 . 为 此 ， 对 名 用 归纳 法 。 当 =1 时 ， 由 标 
推 和 的 定义 ， 
(cDa DDA) tor = DD Dor. 
因此 ， 当 R=1 时 式 《4.1.1) 成 立 。 假设 式 (4.1.1) 对 R-1 成 
立 。 则 由 标准 和 的 定义 ， 
(a Do, OD. 外 cx) + (ci 中:… Dat) = (a Do DPDal) 
+ (orri1D Desi) + Crs), 
了 由 公理 Al， 
(0 B,D BA) + (ol 和 … 生 o) = (0 B,DPD…Pe) 
+ (Cr1D" Dut)) +t Os. 
村 归纳 假设 ， 
(a PasBD BA) + (GriD' Bes) 
= (0 DA OD Darrt- 1 torte 
册 标 准 和 的 定义 ， 
‘a Do DBA) + (cr 四 … 引 xc) = 0 BADDa. 
这 就 证 明了 式 (4.1.1) ， z 
其 次 证 明 ， 对 任意 给 定 的 同 量 a ,0 ，…，ci€V， 不 论 向 量 
9 0 04 的 结合 方式 ， 所 得 到 的 和 等 于 这 有 个 向 量 的 标准 
和 。 事 实 上 ， 假 设 wx:，…，ox 按 一 种 结合 方式 求 得 一 个 和 ， 
显然 ， 这 个 和 是 某 个 向 量 B 与 7 的 和 B+7， 这 里 ，B 是 向 量 
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Ci Cay ‘ys Cl 按 椅 结合 方式 得 到 的 和 ， 而 7Y 是 同 量 Qj4yi， 
02 “9 Ctr 按 荣 种 结合 方式 得 到 的 和 ， 1+r=k。， 对 地 
量 个 数 k 用 归纳 法 , 可 以 银 设 ，B = 4.@2,@…@a, Y= 全 
Cts 外 外 V4+:。 因此 由 式 (4.1,.1)， 
B+Y= (0 BouD BU) + (riDE+rsD "Dai+r) 
= xj Po, DDo,. : 
这 就 证 明 ， 对 于 辐 量 0 ，9,，…，&s， 人 不论 按 何 种 结合 方式， 
得 到 的 和 都 等 于 标准 和 «1 人 2, 全 … 狼 ci。 
最 后 ， 利 用 公理 A2 与 标准 和 ， 可 以 证 明 ， 任 意 谋 动向 量 
9 C9 的 次 序 ， 并 接任 昌 一 种 结合 方式 ， 香 到 的 和 仿 
等 于 标准 和 xi 引 c 旨 … 申 心 。、 这 承 证 明了 性 质 工 。 
向 量 o，c，…， 的 标准 和 wx: 徙 wx 外 … 四 cs 定义 为 同 量 
Vg Cy sg 的 和 ， 记 为 ci 十 as 十 … 十 Cr 。 
性 质 2 ”等同 量 是 唯一 的 ， z 
证 设 0,，0, 是 线性 空间 的 零 向 量 , 则 由 零 向 量 的 
定义 ， 
0, =0, T+0,=0,, 
性 质 5 对 每 个 向 量 xc ， 负 疝 量 -wx 是 唯一 的 ， 
证 设 向 量 B，Y&V 是 向量 w% 的 负 回 量 则 由 负 向 量 的 : 
定义 ， 
B=B+0=B+(a+7Y)= (B+0) +7=0+Y=7Y., 
利用 负 向 量 娄 念 ， 在 线性 空间 信 由 可 以 引进 减法 ， 即 定义 阿 
量 a，BEVY 的 差 g-B=ot+(-B)。 
性 质 4 设 和 FF，ckV 。 则 Ax=0 的 必要 且 充 分 条 件 是， 
人 = 二 0 或 ga=0, 
证 设 1 关 0， 则 和 -~:EF， 并 且 
人 ~ (Acx) = (人 -CC=1.x = w。 
另 一 方面 ， 由 于 ja= 0， 故 四 
人 :0=4”1(c) = 人 (0+0) = 人 -0+A 人 -0， 
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观 疡 同时 加 上 -70， 则 人 …0=0。 从 而 wx=0。 必 要 性 得 证 。 
及 之 ， 设 A=0， 则 0.c= (0+0)x=0.x+0.x。 两 端 同 时 加 
上 -0.a, 得 到 ,0.a=0; 设 w=0, 则 人 .0= 人 0O+0)= .0 人 .0， 
两 端 同时 加 上 一 ^ 人 0， 得 到 人 .0=0。 充 分 性 得 证 。 
性 质 5 设 AEF, a€V, 风 (~-A)a=A(-0)= -Ahn, 
证 因为 (- 和 atha=(-X4+A)a=0.0=0， 所 以 ，( 一 a 
= 一 人 cx。 又 因为 人 (-oa) +AM= 人 (一 cc+a) = 人 0=0， 所 以 ， 
人 (一 0) = 一 人 0 


并 
村 题 


1。 以 下 的 集合 信 关 于 所 规定 的 运算 是 否 成 为 线性 空间 . 

《1) 取信 为 所 有 实数 对 (x,，x,) 的 集合 数 域 刻 为 实数 
域 R， 向 量 的 加 法 规定 为 ， 对 (xi， Xs), (Yl, ys) EV , (x ,xX,) 
+ (yys) = (X11 十 1 Xs 十 y+X1y1)， 纯 量 与 向 量 的 乘法 规定 


为 ， 对 任 党 46， (xX1» Xs) EY, me 


Xi) 

(2 ) 取 太 为 所 有 实数 对 (x:，x:) 的 集合 数 域 玉 为 实数 
: 域 R， 疝 量 的 加 法 规定 为 ,对 任意 (x1， x,)，(y1， ys,)EV， 
(X19%2) 十 (Y19Y2) 三 (Xi 十 XxX,,y1+y;); 纯 量 与 向 量 的 乘法 规定 
为 : 对 任意 hEF (x1,Xs)EV ,A(X ,xX,) = (XX%,); 

(3) 取 矿 为 所 有 满足 上 x ) = 了 (x)’ 的 实 函 数 集 合 : 下 为 
实数 域 , 向 量 的 加 法 规定 为 ,对 f(x),，g(x)eV，(f +9) (>) 
三 f(x)+g(*); 纯 量 与 向 量 的 乘法 规定 为 对 XeF, f(x)ey,， 

(2f) (x) = MAf (x); 

(4) 取信 为 所 有 满足 1(-1)=0 的 实 函 数 集 合 数 域 玉 为 
实数 域 “， 向量 的 加 法 规定 为 函数 的 加 法 ， 纯 量 与 向 量 的 乘法 规 
定 为 实数 与 函数 的 乘法 ; 

(5) 取信 是 所 有 满足 ai 宇 0 的 有 序 # 元 实数 组 (a, ,a,,…， 
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0,) 的 集合 数 域 下 为 实数 域 R， 回 量 的 加 法 与 纯 量 和 向 量 的 乘 
法 和 ?2 维 实 癌 量 空间 K* 相同 

《6) 取 矿 是 数 域 五 上 所 有 7 阶 可 逆 方 阵 集合 ; 取 数 域 为 严 ; 
问 量 的 加 法 规定 为 矩阵 的 加 法 ， 光量 与 向 量 的 乘 丢 规定 为 纯 量 汪 
惩 阵 的 乘法 ; 

《7 ) 给 定数 域 瑟 上 ? 阶 方 阵 4 取 矿 是 所 有 满足 -4 用 
= BA4。 的 数 域 已 上 于 阶 方 阵 妃 的 集合 ， 取 数 域 为 向 量 的 加 
村 ， 以 及 纯 量 与 向 量 的 乘法 同 (6 ) ; 

《 8》 取信 为 数 域 夏 上 所 有 帘 等 方 阵 的 集合 ; 数 域 取 为 下 ， 
回 量 的 加 法 ， 以 及 纯 量 与 向 量 的 乘法 同 (6)， | 

(9) 取信 是 所 有 定义 在 实 轴 上 的 复 值 函 数 ， 数 域 玉 为 复数 
域 C; 加 量 的 加 法 规定 为 函数 的 加 法 ; 纯 量 与 向 量 的 乘法 规定 为 
复数 与 逊 数 的 乘法 ， 

《10) 取 矿 为 所 有 定义 在 实 轴 上 且 满 足 (~-x) =f(x) 的 复 
冰 数 集合 ， 其 中 Z 表 示人 复数 Z 的 共 轿 ; 取 数 域 户 为 实数 域 尽 ， 向 
量 的 加 法 ， 以 及 纯 量 与 向 量 的 乘法 同 (9) ， 


$4.2 线性 相关 


从 解析 几何 可 以 知道 ， 在 三 维 实 向 量 空间 尺 : 中 ， 向 量 w 和 
B 共 线 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 存 在 不 全 为 零 的 实数 X 和 ， 使 得 
ta+ kB=0， 癌 量 a，B ，7Y 共 面 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 存 在 不 
全 为 等 的 实数 4X， ，v， 使 得 a+ 4B+vY7=0。 三维 实 向 量 空 
间 ”中 向 量 之 间 的 这 种 共 线 ， 共 面 关系 ， 推 广 到 数 域 夏 上 线性 
空间 矿 ， 就 是 向 量 间 的 线性 相关 性 ， 

定义 设 广 是 数 域 下 上 线性 空间 ，SCSYV, 如果 存在 向 量 
人 人 EJ， 和 不 全 为 零 的 纯 量 人 9 人 2 ^ ,EF, 使 得 
A + 人 aa 二 +…+Xxo=0， 则 向 量 集合 S 称 为 线性 相关 的 。 


特别 ， 当 向 量 集 合 $S 由 有 限 个 回 量 Cs 人 2 人 组 成 时 ， 划 乏 
回 量 QC, 02 Ci 线性 相关 。 不 是 线性 相关 的 同 量 集合 5 称 


为 线性 无 关 的 。 

例 1 复 向 量 空间 C! 中 任意 两 个 向 量 都 是 线性 相关 的 ， 

证 设 4， BeC'。 如 果 Qg=B=0， 则 取 A=p=1eC， 
于 是 A 了 at kB=0; 如 果 “， 有 不 全 为 零 ， 则 取 ^ 人 = 有 BEC， 
= 一 EL 。 显 然 ， 人， 上 了 不 全 为 零 ， 并 且 ^a+ 4B =0。 因 此， 
C 中 任意 两 个 向 量 都 线性 相关 。 

例 2 设 C, 是 区 间 [0，1 J] 上 所 有 连续 实 函 数 的 集合 ， 它 
关于 函数 的 加 法 ， 实 数 与 函数 的 乘法 成 为 实 线性 空间 。 设 C， 中 
向 量 集合 S = {1, (*) =x!，i=0,1,2,…}。 证明， 向 量 集合 S 线 
性 无 关 。 
证 明 反 证 法 。 设 向 量 集合 $ 线性 相关 ， 则 存在 R 个 向 量 
f i, (*), f;,(%), ”9 fi (xz165， 和 及 个 不 全 为 零 的 纯 量 人 1， 
人 入， ，…。 人 ER， 使 得 / 

Mf x) TF Afi (x) + +A; (x) =0, 
a 


人 1X 1 十 人 Xit2 十 .… 十 和 AXik=0, 


这 表明 ， 上 式 左 闻 的 多 项 式 为 零 多 项 式 、 因 此 ， 它 的 系数 人 ^,， 
人 :，…，. 人 + 全 为 替 。 了 矛盾。 这 就 证 明 ， 疝 量 集 合 S 是 线性 无 
关 的 。 四 
由 线性 相关 的 定义 可 以 得 到 以 下 的 结论 。 
结论 1 含有 零 向 量 的 向 量 集合 8 一 定 是 线性 相关 的 。 
结论 2 从 有 线性 相关 问 量 子 集 的 向 量 集合 S$ 一定 是 线性 要 
闫 的 ，。 
结论 3 线性 无 关 向 量 集合 5 的 任何 子 集合 S， 都 是 线性 无 
关 的 ， / | 
证 ”如 果子 集合 3 : 不 是 线性 无 关 的 ， 别 ,线性 相关 。 
2 4 


出 结论 2， 和 疝 量 集 合 S 线性 相关 ， 了 矛盾 。 

结论 4 辣 量 集合 5 线性 无 关 的 必要 且 充 分 条 件 是 ，5 的 每 
一 个 有 限 子 集 〈 即 由 有 限 个 向 量 构成 的 子 集 ) 都 是 线性 无 关 的 ， 
也 就 是 说 ， 对 于 SS 的 任意 一 组 癌 量 0， ola 0 由 和 人 :ci 十 
人 :人 :十 十 人 ko =0， 一 定 能 得 到 |= 人 ,=*.…= 人 ,=0, 其 中 
纯 量 4，， 人 ,， 四 人 :EF | 

”证 必要 性 即 是 结论 3， 充 分 性 可 用 反 证 法 证 明 。 

定义 ”人 设 是 数 域 忆 上 线性 空间 ，SSV， 向量 ceV。 如果 
存在 回 量 w:，ocs，…，oaxcS， 纯 量 人 ,， 人 :，…， 人 :EF， 使 得 
2=A 和 QI 十 Aans 十， 二 xxz 则 问 量 ac 称 为 办 量 集合 5 的 线性 


和 


组 合 ， 或 者 回 量 可 由 回 量 集合 $ 线性 表 出 。 特 别 , 当 S= {ai， 


| 


N22 '''*, 2 时， 则 同 量 0 称 为 向 量 ea， Ca **y Vi 的 线性 组 


二 vv 兴 和 


合 记者 称 和 全 可 出 向 是 a， os，、， 二 手表 


下 面 的 定理 给 出 线性 相关 与 线性 组 合 的 内 在 联系 。 

定理 1 非 零 癌 量 ci，cas，…，at 绕 守 相关 的 必 惨 且 充分 
条 件 是 ， 丰 在 某 个 向 量 0。，2 万 m 志 ,使 得 向 量 o。 是 它 前 面 
1 一 1 个 向 量 0,， 0 …，ou-l 的 线性 组 合 ， 

证 衣 非 零 癌 量 oa，oas，…，ox 线性 相关 ， 和 入 不 全 为 
的 纯 量 1，^,,*… ,+ EF， 使 得 Aias+A^ 人 aas 二 … 二 和 sc =0, 
设 ^《。 是 纯 量 Ai，/ 29 “ .74 中 出 后 往 前 数 第 一个 不 为 学 的 站 
量 ， 即 人 。 尖 0， a = 人 ,=0。 由 于 纯 量 4,，^ 29 "9 和 人， 
不 全 为 等 ， 所 以 人。 是 存在 的 。 又 由 于 向 量 ai， Gs，…，0s 部 
是 非 零 的 ,因此 ,2 万 m 夺 kh。 于是， 0 人 0 二: 十 ,0 一 0. 


所 以 ， 
! )«: + (7) +…+(- oe jc， 


即 向 量 0, 是 向 量 上 ，os ，…，w_ 的 线性 组 合 ， 


“h 
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反之 ， 设 回 量 a 是 回 量 yy，0s:，…，0。-1 的 线性 组 合 ， 则 
存在 纯 量 4，4,，…，4,_1EF， 使 得 os = x+ 人 ,Xs 十 :十 
^。-19w-1。 于 是 ， 

和 A+ +t 人 AN 1+ (1).o,=0, 
这 表明 ， 疝 量 1，0,，*…，0s 线性 相关 。 定 理 1 证 第 。 

定义 ” 设 >?，7TSE 矿 。 如 果 向 量 集合 全 中 每 个 问 量 都 可 由 加 
量 集合 S 线性 表 出 ， 则 称 向 量 集合 了 可 由 向 量 集合 8 线性 表 出 。 
如 果 向 量 集合 S 可 由 向 量 集合 人 线性 表 山 ， 而 向 量 集合 人 也 可 由 
向 量 集合 S 线性 表 由 ， 则 向 晤 集合 S 与 了 称 为 等 价 。 特别 ， 当 
={2 oo 9 oj T={B1, 8，…， 8, 时， 如 采 问 量 
集合 5 可 由 向 量 集 合 T 线 性 表 出 ， 则 称 问 量 名 ，cx，…，4 可 
由 向量 8: ,8 ,,B ,线性 表 出 。 如 果 向 量 集 合 5 与 了 等 价 , 则 称 癌 量 
2 0 pp 0 与 68 8B:，…， 有 ,等 价 。 

容易 验证 ， 向 量 集 合 之 间 的 等 价 关系 满足 以 下 性 质 ， 

1 自 反 性 ”对 任意 向 量 集 合 SGV, 向 量 集 合 S 和 自身 
等 价 ; 

2” 对 称 性 ” 设 辐 量 集合 S ，ZSV， 如 果 5 与 7 等 价 ， 则 
7 与 3 等 价 ; 

3” 传递 性 ” 设 问 量 集合 ”，! ， 歼 SS ， 如 果 ” 与 了 工 等 价 ， 
7 与 古 等 价 ， 则 “与 矿 等 价 。 

定理 2 (Steinitz 替换 定理 ) 。 设 向 量 w,，cx:，…，%, 线 
性 无 无， 并 且 可 由 辐 量 8 ， B,， "9 B,， 线性 表 出 ， 则 st， 
并 且 可 以 用 问 量 cs 0 …， 20， 替换 同 量 B,， B,， …，。B ,中 
某 s 个 向 量 ， 不 妨 设 为 B,，，B ,，…，B,，、， 使 得 向 量 xi yxs，…， 
0 pm 月 ,与 回 量 B,，p8:， 8 ,等 价 。 

证 对 s 用 归纳 法 。 当 s=1 时 ， 显 然 ，s 委 #+。 由 于 岗 量 x， 
可 由 问 量 请 ,，8:，…， 有 ,线性 表 出 ， 所 以 存在 纯 量 ^ 人 :，^:， 
…，。 人 ,EF ， 使 得 a = 人 ,8B, + 人 8 +…+ 人 pB 如 果 4 = 人 = 
=…=A 和 :=0， 则 wa=0。 显 然 ， 零 向 量 a 线性 相关 ， 和 向量 
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xi 线性 无 关 的 假设 相 矛 盾 。 因 此 ， 必 有 某 个 人 :#0。 不妨 识 
人 夭 0。 于 亏 ， 
2 
:人 人) 


B1= + 
这 表明 ， 回 重 BI 可 自问 量 ca 上 且 :，…， 有 ,线性 表 出 。 久 亚 
然 ， 当 2<REt 时 ， 问 量 B ,可 由 回 量 a， 昌 :， “9 B ,线性 表 
出 ， 因此 ， 器 量 B,， B,， “9 B,， 可 由 同 量 i， B:,， …, 昌 , 线 
性 表 出 。 反之 ， 向 量 xi 可 由 问 量 By，B,，…， 8B , 线性 表 出 ， 


而 当 2 委 8 委 上 时 ， 向 量 8 ,可 由 辣 量 用， B,， ， 月， 线性 表 


出 ， 入 了 根 加 量 ci， B,， “9 B,， 可 由 问 量 Bi1, B,,**, B,， 线性 
表册 ，。 ix 还 ， 加 量 c， 日 。， “9 8, 和 上 量 8,， Bs 8, 


”等 价 ， 


假设 定理 对 s 一 1 成立。 下 面 证 明 ， 定 理 对 s 成立. 因为 辐 
量 4，9;，…，0, 线性 无 关 ， 因 此 ， 向 量 c:，cx，…，2, -1 线 
性 无 关 。 又 因为 向 量 cs，cus，…，ca 可 由 问 量 Bi 有 ，…， 
8 , 线性 表 出 ， 因 此 ， 向 量 wii，cx:，…，x%,-: 世 可 由 回 量 868， 
6.,，…，PB, 线性 表 出 。 由 归纳 假设 ,$s 一 1 所 t+， 并 且 可 以 由 网 量 
202 9 01 替换 问 量 B ， 8 ，…， 有 ， 中 芝 s 一 1 个 , 不 
妨 设 为 8,，8:，…，8,-:， 使 得 癌 量 ac，cs，…，2, -1 有， 
8 …， 有 ,与 向 量 8,，8:，…， 有 ,等 价 。 

由 于 向 量 a, 可 由 向 量 B:，8:，…，B8 , 线性 表 出 ， 古 网 量 
B,，p8:，…， 有 ,与 向 量 wu，us，…，o -ii， Bs, Buoy …， 
8 , 等 价 ， 因 此 向 量 c, 可 由 阅 量 cs，c:，…，axs-i， BB, Bours 
…， 有 ,线性 表 出 。 所 以 存在 纯 量 人 :， 人 人:，…，^ 人 :FF， 使 得 

ax = al + os 十 + 人 io-i+ 人 BA 人 Ba 
十 … 十 人 ,BB,。 z : 
如 果 s-1=f， 或 者 人 ,= 人 =…= 人 =0， 则 上 式 化 为 
人 o 十 人 :as 二 +… 和 二 + 人 -0 d+T( 一 1x,=0， 
即 向 量 2,，2:，…，o0, 线性 相关 ， 刻 古 . 因此 ，s 一 1<t,， 贱 
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3S 太 1 并 二 人 ，,， 人 ,+ 1 "Ss A ， 中 至 少 有 一 个 不 为 堆 ， 不 妨 设 
人 , 头 0. 于 古 ， 


AN 人 ， 和 (- ;= 


Ee 


因此 ， 向 量 B, 可 由 向 量 @y; 0 019 0 Bsr …， 
B ,线性 表 出 。 显然 ， 向 量 0 与 B, 都 可 由 商量 ay，0;，…， 
Cs Cs By,r1s …， 8B ,线性 表 出 ， 其 中 T 委 R 委 ss 一 1，s + 过 
1 委 !。 所 以 向 量 ，c，…，oa ii， BR,，B,，i，…， 有 ,可 由 
向 量 cu，c ，…，o，pB,，…，B, 线 性 表 出 . 反之 ， 向 量 
0 0 0 Ri Bi …，B, 可 由 向 量 w，cos，…， 
ac 8B,，hB,，…，B, 线性 表 出 。 从 而 向 量 a，os，…， 
0 Bs+1，…， 记 ,与 向 量 @3 0 021 B,, Bsris 
8 ,等 价 。 但 是 ， 向 量 oy，0s，…，0,-1，B,，B,+:1，…，P ,与 
向 量 B,，8,，-…，B, 等 价 . 由 传递 性 ， 向 量 Q1，cs，…， 
0,，B,ri，…，, 与 向 量 B1!,，B,，…，B, 等 价 。 定 理 2 
得 证 . z 

推论 ” 设 向 量 ay，c,，…，Q, 与 B61,，B,，…，B, 等 价 ， 
并 且 都 线性 无 关 ， 则 s =. 

”证 这 是 定理 2 的 直接 推论 

定义 ” 设 向 量 集合 3 = {0, ,0,，…,0,}SV。 如果 5S 中 的 向 量 
B ,1,B,,…,B ,线性 无 关 ， 并 且 对 任意 BES， 向 量 B8 ,8 ， ,8B ,…， 
B， 线性 相关 ， 则 称 向 量 B, ,8B ,,…,B ,是 向 量 4a1 0，… 4, 的 一 
个 极 大 线性 无 关 向 景 组 。 

定理 3 向量 wu ,0,,…,0, 的 任意 一 个 极 大 线性 无 关 向 量 组 
都 与 向 量 ci ,aa: ,…as 等 价 ， 而 且 向 量 cl ,0,，… ,0, 的 任意 两 个 
极 大 线性 无 关 向 量 组 所 含 向 量 的 个 数 相同 . 

证 设 8,,B:,…y6, 是 向 量 uiyoas,，…，o, 的 极 大 线性 无 关 
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回 量 组 . 由 定义 ， 向 量 0; ,8B ,,B,,…,B ,线性 相关 ， 其 中 1 志 包 
委 ?。 因 此 ， 存在 不 全 为 零 的 纯 量 ,A A EF ,使 得 Kos 十 
A1B1+A.B, + t+A,B, =0。. 如 果 上 =0， 则 XA,4,，… 4, 不 全 为 
今 ， 并 且 和 ,B+4,B ,+…+X,B ,=0， 即 向 量 B11,B,,…,B, 线 
性 相关 、 子 盾 。 因 此 ，r 关 0、 于是， / 


ee 


即 问 量 2 可 由 向 量 B1,B,,…,B，, 线性 表 出 。 由 向 量 w 的 任意 性 ， 
所 以 向 量 21 ,0,,…,c, 可 由 向 量 B,,B,，,…,B, 线性 表 出 。 反 之 ， 
向 量 8 ,是 向 量 ci ,9?;，… ,a, 中 的 某 个 向 量 ，1<<1 <t， 因 此 可 设 
B ,=a;,。 所 以 向 量 B ,可 由 向 量 wu ,os ，… ,0 线性 表 出 。 由 向 量 
B, 的 任意 i 性， 向 量 B，,B,,…,B, 可 由 向 量 cs ,ay ,…，,o, 线性 表 
出 。 于 是 ， 向 量 B8,,B,… 9B ,与 同 量 a ,0 ,… ,0 等 价 。 

设 71,7,,…,Y ,是 向 量 01 50s，…a, 的 另 一 个 极 大 线性 无 关 向 
量 组 。 由 上 面 的 证 明 ， 向 量 Y, ,7,，…,Y, 与 向 量 cl ;0 ,…,Q, 等 
价 ， 而 向 量 ci: ,as ，… ,0 与 向 量 B,,B,…,B, 等 价 ， 所以， 向量 
7Y1，7Y,,…,7, 与 B11,B,,…,B, 等 价 。 由 定理 2 的 推论 ，r = 
定理 3 得 证 。 

定义 ”向 量 cyx:，…*o, 的 极 大 线性 无 关 向 量 组 所 含 向 量 的 
个 数 7 称 为 向 量 c ,ay ,… 0， 的 秩 ， 

“作为 向 量 ui yos，…ya, 的 秩 的 一 个 应 用 ， 我 们 来 考查 矩阵 的 
秩 . 设 4= (a41)kF"**, 这 里 F*** 是 数 域 上 所 有 m xn 矩阵 的 集 
合 .和 矩阵 4 的 第 i 行 记 为 ;= (gi1,012，…50;,) 1<i<mr。 向 量 
xi 是 数 域 尺 上 行 向 量 空间 及 = 的 向 量 , 这 里 已 ?是 数 域 玉 上 上 所 有 有 序 
n 数组 的 集合 构成 的 线性 空间 。 向 量 0 ,cs，…，oxo 的 秩 称 为 矩阵 
4 的 行 秩 。 同 样 , 记 矩阵 4 的 第 7 列 为 By = (aiy yesy，…yasj)7， 
i<j<n。 向 量 B ,是 数 域 上 列 向 量 空间 F* 的 向 量 ， 其 中 F"* 是 数 
域 上 所 有 排 成 列 形式 的 有 序 m 数 组 集合 构成 的 线性 空间 。 向量 
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(站 二 


BB，，… ,请 , 的 秩 称 为 矩阵 4 的 列 秩 ， 
定理 4 矩阵 4EFex 的 行 匠 等 于 列 秩 , 并 等 于 拭 阵 14 的 秩 ， 


证 议 rank.A=r., 刚 和 矩阵 有 4 具有 r 阶 非 老子 式 ， 设 4( 站 1 


0 
隆 有 4 相应 的 行 回 量 0; ,1 ,032 和 。 娘 人 ， ,A 9" A EE, 使 得 
人 ci 十 人 ct 十 … 十 人 2 = 0, 


写成 分 量 形式 ， 上 式 即 化 为 


a Fa, sh, + ti, 的 = 0， 


; 
上 


Gil 人 Ta 人 二 …+G 人 一 10。 


由 于 A(;*;*…;' ) 关 0， 因 此 ， 上 述 方程 组 的 系数 矩阵 的 秩 为 7， 


所 以 ， has 0 这 表明 ， 行 问 量 Qi 500990， 线 
性 无 关 。 
其 次 ， 设 a 是 矩阵 4 的 第 有 个 行 问 量 ，1 委 Rs 和 mm， 并 且 设 
人 ， ;A LE&F, .使 得 
人 ,oil + 人, i, 二 十 人 ,0 + He, = 0。 

配 成 4 分 量 形式 ， 上 式 即 为 

Ei hi +a;As+ "+a,iA,+anL=0, 

Cisahi Tai,ahs + Tq, sd, +aisL =0, 


Ga, ,mn 人 ! +G,. ah + .tO 人 Ci =0, 


由 于 4( 7 i) 二 0， 并 且 rank4=r， 因 此 ， 当 1<j<n 时 ， 


A(; 2 7)=0. 即 上 述 方 程 组 的 系数 矩阵 的 秩 为 > 。 因此， 


上 述 方程 组 具有 非 零 解 人 ， 人 3: ，… 人， ,EF 所 以 , 问 量 Ci srssy 
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0 02 线性 相关 。 由 站 是 和 国 任 是 证 ， 有 9 
是 向 量 cl yos，…yon 的 极 大 线 佳 无 关 同 量 组 。 因 惕 ， 算 阵 攻 拘 行 
秩 等 于 卸 阵 4 的 秩 。 

同 理 可 证 矩阵 4 的 列 秩 也 等 于 矩阵 志 的 秩 。 定 理 4 证 毕 ， 

定理 4 给 出 了 和 矩阵 的 秩 的 一 种 几何 意义 ， 它 为 应 用 问 量 约 线 
手相 关 人 性 来 证 明 有 关 短 阵 秩 的 命题 开 己 了 一 个 途径 。 

例 1 设 4= (aij1)kF"***”，B= (Di 站 ER 。 证 朋 ， 

rank AB<<min(rankA,rankB). 
证 记 C=AB, 有 是 rankB=t，rankC =r。 设 定 隆 也 的 区 个 : 
行 回 量 分 别 为 8, 8:，…8., 算 阵 CC 的 下 修行 回 量 分 别 为 7 ,7Y,， 

7Y。， 七 们 都 是 数 域 上 上 行 向 量 空 zs 间 ? 中 的 同 量 。 由 于 C = A8B， 

因此 
Yi 二 0 十 dBsT+T…+C 1 去 位。 

这 表明 ， 疝 量 7Y, ,7Y;，…,7Y。, 可 由 向 量 B, ,8 有。 线性 表册 出 
于 rankC =r+， 因 此 ， 由 定理 4 和 定理 3 , 问 量 7 ,7Y,,…， 7Y、 只 有 
极 天 线性 无 大 向量 组 Yi 7 ;,,… 并且 辣 量 y ,73,,… 9Y 1， Ci 
出 向 量 y ，Y, ,…,Y。 线 性 表 出 ， 而 向 量 7Y1 ,7,，… ,Ys。 可 由 向 量 B,， 
PB:，,…，B ,线性 表 出 ， 从 和 而 同 量 7Y i; ,7Y;,,…7; ,可 由 同 量 6, ,8，,， 
…,B, 线性 表 出 。 由 于 rankB = 1， 因 此 由 定理 4 和 定理 3 ,向 量 
晴晴， 具有 极 大 线性 无 天 回 量 组 8 站 8，…， 8) 并且 羡 
量 B ,8 ，… 有 .可 由 问 量 Bj; ,8B,,… ,Bj ,线性 表 出 。 于 是 向 量 
Yaoyi moyiy 可 由 向 量 Bj,,Bj,，,… ,Bj ,线性 表 出 、 因 为 疝 量 
Yi97109"”…*97 1 线性 无 天， 因此 由 Steinitz 替 换 定理 ，r 过 1， 即 
rankC <<rankB. : 


对 和 矩 隆 4A 和 CC 的 列 同 量 做 同 祥 的 游 避 ， 可 以 证明 ，rankC 
-之 rank4。 于 是 ， rank AB min(rank dr rank B) 


1。 判断 下 列 向 量 是 否 线 性 无 关 ， 


to 
CY 
bs 


(1) 0= (2,—3,1), os = (3,—1,5), a, = (1,—4,3)s 

(2) 0 = (4,—5,2,6), a, = (2,—~2,1,3), 0, = (6,— 3» 
3,9), ,= (4,—1,5,6); 

(C3) 0 = (1,0,0,2,5), c= (0,1,0,3,4), oa, = (0,0,1, 
4,7), a, = (2,— 3,4,11,12). / 

2。 设 向 量 ,B ,7 线性 无 关 。 向 量 2+ B ,B+7Y,7 +c 是 否 线 性 
无 天? 

3。 设 纯 量 人 满足 下 列 条 件 之 一 。 求 人 ; : 

(1)》 同 量 U+A,1 一 A)，(1 一 和 A,1++)&C? 线性 相关 ， 
《2) 人 向量,1,0)，(1,*,1)，(0,1,4) ER' 线 性 相关 ， 

如 果 在 《1) 中 将 换 成 6， 在 (2) 中 将 KR 换 为 0*， 结 
论 又 怎样 ?9 这里- 和 QQ’ 分 别 是 所 有 二 元 有 理 数组 和 三 元 有 理 数 ; 
组 的 集合 构成 的 有 理 数 域 上 线性 罕 间 ， 

4。 在 什么 条 件 下 ,向 量 (1,ai,a?), (1,4as ,a2)，(1,a, ,42)E€ 
C “线性 相关 ? 将 结论 推广 到 C*. 

5。 设 同 量 0) cs，…y cx CP* 线 性 相关 ， R 宇 2 ,证明 对 任意 Qs +1& 
"存在 不 全 为 零 的 纯 量 ^， ,^,，… ,EF ,使 得 向 量 21 + c+1， 
2 十 人 :or 二 人， cx， ， 线性 相关 。 

6。 取 集合 矿 为 实数 域 丸 数 域 为 有 理 数 域 Q。 集合 太 的 回 量 
加 法 规定 为 实数 的 加 法 ， 纯 量 与 同 量 的 乘法 规定 为 有 理 数 与 实 . 
数 的 乘法 ， 则 严 成 为 有 理 数 域 O 上 线性 空间。 证明 ， 在 线性 空 - 
间 产 中 ， 实 数 1 与 a 线性 无 关 的 必要 且 充 分 条 件 是 ,a 为 无 
1 

1(。 议 乒 是 所 有 实 国 数 构 成 的 实数 域 妨 上 线性 空 间 . 证 明 ， 

列 向 量 线 性 无 关 . 

(1) X，X (2) xe*, ee”*; 
(3) sinx, cosx; (4) sinx, e*. 

8。 议 人 是 所 有 连续 实 函 数 构 成 的 实数 域 R 上 线性 空 间 。 证: 

朋 ， 癌 量 sinx，sin2x,… ,sinnx,… 线 性 无 关 ， 


222 


9， 设 4 是 给 定 的 正 整 数 ,1<h<n， SSEF*。 设 ecES, 并 且 取 
铭 量 < 的 第 六 ,到 个 佣 标 oj GyGiy 其 中 1 之 ji， 
一 … 到 入 < 组 成 向 量 &= (a4; ,01,… 414)tP*. 当 向 量 4 婉 历 
集合 S 中 的 向 量 ， 并 且 i 12…is 遍历 自然 数 1,2,…,n 中 所 有 满 
是 1 志 计 过 记过 … 之 记过 n 的 数组 记 i,…is 时 ， 使 得 到 向 量 集 合 
ScCF:, 证 明 ， 如 果 向 量 集合 8 线性 相关 ， 则 向 量 集合 $ 也 线性 
相关 ; 如 果 向 量 集合 S 线性 无 关 ， 则 向 量 集合 $ 也 线性 无 关 ， 

: 10， 设 个 4 维 行 向 量 a; = (ai ,G129 901n)， i=1,2,…， 


t 之 n 满 足 21a;， > a, |，1=1,2,…,t。 证 明 ， 向 量 0) ,0,， 
二 1 

…s04 线 性 无 天， 

11。 设 数 域 1 上 线性 空间 VV 中 向 量 01 cs ,…,04 线 性 无 关 。 添 - 
加 向 量 BEV 到 向 量 01 ,xs ,… ,0;。 证 明 ， 在 同 量 Bors0s ss, Os 
中 ， 能 够 由 前 面 的 向 量 线性 表 出 的 向 量 不 多 于 1 个 ， 

12。 求 同 量 2 = (4, 一 1,3, 一 2), 0, = (8 一 226， 一 和 Cs 
= (3, 一 1,4， 一 2)，c, = (6, 一 2,8, 一 4) 的 所 有 极 大 线 性 无 关 海 
量 组 ， 

13。 设 4 是 ni 阶 方 阵 。 证明， 
rankA”= rankA”t+’' = rankA*+*? = 

14。 芭 4 和 召 都 是 由 xt 算 阵 。 证 明 ， 
rank (A+B)<rankA+trankB., 


$4.3 基 与 坐标 
大 家 知道 ， 在 解析 几何 里 ， 如 果 在 三 维 实 向 量 空间 :中 建 


立 直 角 坐 标 系 ， 则 三 个 坐标 轴 上 的 单位 向 量 分 别 为 se, = (1,0,0) ， 
es, = (0,1,0)，E, = (0,0,1)。 如 果 存 在 实数 A ,4, ,人 , ， 使 得 人 ,se， 
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4 .+ 人 5S5=0， 风 可 得 到 人 = 人 = 人 二 0。 这 表明 ， 问 量 &，， 
6， ,$s 绕 性 无 关 、 力 一 方面 ， 由 于 对 任意 ckEK ,在 这 个 坐标 系 下 后: 
最 cx 的 父 村 2 (ayasya) ,RO= (G102 03) =01E1+G.6,.+ O08» 
因此 ,向 晤 空间 RR 中 任意 一 个 向 是 4 部 可 由 园 量 se:，s 线 竹 表 
出。 于 是 ， 用 线性 空间 话 言 讲 , 所 请 在 空间 "中 设立 坐标 系 ， 租 
当 于 在 RR: 中 选取 一 组 线性 无 关 的 向 量 ， 使 得 R* 中 任意 向 量 都 可 
册 它 们 线性 表 出 。 把 空间 天 中 任 标 系 的 概念 推广 到 线性 空 间 , 便 . 
引 浊 线 放 空间 的 基 和 概念。 

定义 设 S 是 数 域 下 工 线 性 空间 天 的 向 量 集 合 。 交 和 革 同 量 集 : 
合 $ 线性 无 关 , 而 且 玉 中 每 个 向 量 都 可 由 向 量 集合 5 线性 表 出 , 则 
向 量 集合 5 称 为 线性 空间 瑚 的 一 组 基 ， $ 中 的 同 量 称 为 基 同 量 ， 
如 果 线 性 空间 玉 的 区 5 由 有 限 多 个 基 问 量 组 成 ， 则 线性 空间 信 称 
状 有 限 维 的 。 不 是 有 限 维 的 线性 空间 称 为 无 展 维 的 ， 

注 ”如果 数 域 R 线 性 空间 玉 只 合 一 个 疝 量 ， 则 由 线性 空间 的 
定义 ， 乒 由 零 向 量 组 成 ， 即 矿 ={10}。 此 时 ， 称 广 = (0} 为 零 维 线 
性 空间 。 上 述 定义 中 数 域 上 线性 空间 是 指 非 等 维 的 ， 

定理 1 设 数 域 F 上 有 限 维 线性 空间 矿 具有 一 组 蔚 {21 yca， 
0 上 2。 则 大 中 任意 一 个 线性 无 藉 回 量 集 合 $ 都 是 有 限 的 > 
并 且 S 所 含 向 量 的 数 不 超过 ? 。 

证 ” 设 线 性 无 天 阿 量 集 合 S 至 少 合 有 n+1 同 量 B,,B;,…， 
有 .由 上 上 节 结 论 3 , 同 量 B ,8 8 线性 无 关 。 由 基 的 定 
义 ， 问 量 Bi,B,.,… Pati 可 由 问 量 wa yo， 9 On 线性 表 出 。 出 
Steinitz 替换 定理 ，%++1n， 不 可 能 。 因 此 ， 向 量 集合 5S 至 多 
含有 7 个 向 量 。、 定 理 1 证 毕 ， 

由 定理 1 立即 得 到 ， 

推论 1 有 限 维 线性 定 间 六 的 任意 两 组 芭 所 含 癌 晤 的 个 数 
帮 同 。 

证 设 {219029 50m 与 B18,…，BB ,1 是 矿 的 两 组 盐 ， 此 
定理 1 ，m 志 n,n 忆 m。 办 上 于，m%= 93。 
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很 据 推论 1， 可 以 引进 如 下 定义 ， 

定义 、 数 域 上 有 限 锥 线性 空间 彤 的 一 组 基 中 拷 含 向 显 的 个 
: 数 称 为 天 的 维 数 ， 记 为 ms 了， 或 简 记 为 dimF 。 

利用 维 数 锋 念 ， 定 理工 可 以 叙述 为 

推论 2 ” 民 下 是 数 拒 民工 2 维 纹 性 空间 。 风 下 让 任意 2+ 1 个 
条 量 都 线性 相关。 

定理 2 数 域 了 上 ? 维 线性 空间 矿 中 任意 一 个 线性 无 关 疝 量 
集合 5 都 可 以 扩充 为 刻 的 一 组 杏 ， 换 容 之 , 设 S= {01503，…s05} 
企 矿 线 手 无 天 则 存在 Gv， ee 全 人 
Qt "sdaj 是 让 的 基 . 

证 因为 问 量 集合 S 线性 无 关 ， 因 此 ， 由 定理 1， 向量 4 合 
3 所 合 回 量 的 个 煞 r 委 ?。 记 = = {0 G9 0} oe 设 {B1 6 
6,) 吓 V 的 一 组 大 。 于 是 向 量 03 24，…s0 可 由 向 量 Ri 
8 .线性 表 出 。 由 Steinitz 蔡 换 定理 ,向 量 Bi，B,,…,6 ,中 存在 辣 
量 1 Fi, 9 3, B, ， 使 得 问 量 2) ,4; ，…， py Fi,,,, 
Bp ,与 条 有 A，… ,等 价 ,从 而 向 量 B1 Bs，… 
器 。 可 由 问 量 07， 0 Fe ,9 8B， 线性 表 出 ， 如 
办 网 量 oo CBi RE 上 :线性 相关 ， 则 癌 
量 045029…04 Bi ,8，，，，8， 的 极 大 线性 无 关 向 量 组 


S ,所 含 向 量 的 个 数 s<r。 另 -方面 ， 册 于 疝 量 8，,pB。，…,B。 可 
出 问 量 ca yw。，…，G， Bi,,,， Fi Bi 线性 珀 出 ，ji 站 晤 
‘sts sy crs Be,,s 请 可 由 四 量 集 车 SY 2 性 许 
出 ， 因 此 ， 由 >teinitz 替 换 定 理 ，? 委 8s， 矛 盾 。 这 就 证 明 ， 向 最 
-集合 (ol ya 0, »P ;, sp: ,9 线性 无 天 。 另外 ， 由 于 阅 
是 集合 18， 6: :8 是 严 的 一 组 基 ， 所 以 ,大 中 每 个 向 量 都 可 
:由 间 量 6 ,Bs,…,B. 线性 表册 。 由 于 同 量 集合 1R ,8 2 5 


与 {o ,94，…s019 Bi ，，，Bi,,,，…，Bi,} 等 价 所 以 矿 中 每 个 
商量 也 都 可 由 向 量 asyos my， 8， ，，8，，，，…，B，。 线 性 表 
出 。 因 此 ， 向 量 集合 {u yo op ，PpP，，，，…， 有 8) 是 
扩 的 基 。 定 理 2 证 毕 。 

现在 设 {oi 0，… 0} 是 数 域 上 7 维 线性 空间 上 的 基 。 由 基 
的 定义 ,对 任意 向 量 oE 矿 ,存在 纯 量 al ,ay，…, GE ,使 得 w= aaa 
+asoc +…+asca 于是， 向量 & 便 确定 数 域 了 上 有 序 革 数组 
(aiyas，…yas)。 注 意 ，?2 数组 (a1,4,，,…,4,) 是 由 向 量 & 所 唯 

一 确定 的 。 事 实 上 ， 设 男 有 一 组 纯 量 01,0,，…,b,, 使 得 &= bin 

+pboy + +bo,. Mla,—b)o + (a —b,)o,+ “+ (ob 
=0。 因 为 向 量 ga;，as ，…，0。 线 性 无 关 ， 所 以 ，a: 一 bi = 0， 
1<i<<2。 即 ai =6b;，1 达 i<n。 由 向 量 0 所 唯一 确定 的 nn 数组 
(a1,4:，…s0。) 称 为 向 量 & 在 基 {241,04，…,2,} 下 的 坐标 ， 而 a， 
称 为 向 量 4 的 第 i 个 坐标 分 量 ，i = 1,2，…,n， 

设 问 量 wx, BF 在 基 {e3… ,04,} 下 的 坐标 分 别 为 (a 1 ,as ，…》 
@.) ,Disb bs), Wao=as ta tt. tamss B=b.o+ 
bo + + baa, 因此 ut+ B= (ar tO) ot (as t+ bs) 0 +t 
《Gu+pb)xs。 所 以 向 量 x+ 有 8 在 基 {fclycs yo 下 的 坐标 为 (ai 十 
6b, ,qa, ++b,,… a, +b,) ; 设 纯 量 EF 则 hx= aa + hascs 十。 
+ aa) 因此, 向量)a 在 基 {zycs as} 下 的 坐标 为 (la 20s 、 
0) 。 

记 数 域 忆 上 所 有 有 序 数组 构成 的 线性 空间 为 F”, 在 数 域 F 上 
n 维 线性 空间 六 中 取 定 燕 {Q1 ,02… 50s}。 定义 线性 空间 天 到 "的 
芯 身 7 如 下 ， 对 任意 x, (0) = (aay 9… 394s) ;其 中 (aisas…> 
0,) 是 问 量 & 在 基 {a 02 90sj} 下 的 华 标 。 从 上 面 的 词 论 可 以 夭 
道 ， 线 性 空间 产 到 已" 的 映射 了 是 一 个 双 射 ( 即 一 一 到 上 的 映射)， 
并 且 对 任意 2, BESF，n(x+ B) =n(g) +TCB) 对 任意 人 ok >、 
人 (人 oo = 7 0), 
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例 1 证明， 所 有 复数 的 集合 C 作 为 复线 性 空间 是 一 维 的 ， 
龟 为 实 线 性 空间 是 二 维 的 ，。 

证 把 复数 集合 C 当成 复线 性 空间 ,取向 量 e 为 复数 1 ,显然 ， 
何 量 & 线性 无 关 ， 而 且 ， 对 于 任意 BtC，B = B.e。 这 表明 ， 问 
量 8 可 由 商量 * 线性 表 出 。 由 基 的 定义 ，{5} 是 复线 性 空间 C 的 一 
组 基 。 因 此 ，dim-C = 工 

反复 数 集合 C 当成 实 线 性 人 间 ， 取 问 量 si 为 复数 1， 问 量 
Ey 为 复数 了 ， 1 1]。 设 人 ,人 KK 及 ， 使 得 和,E 十 人 5， 二 人 和信, +， 
-01 = =0. 因此 向 量 s ,se 线性 无 关 。 设 oEC , 则 wa= ai+ 
-21=aei+dsc， 其 中 aa:kcR。 因 此 ,， 实 线性 空间 C 中 任意 向 
量 都 可 由 同 量 s, ,8 ,线性 表 出 ， 所 以 te,,5;} 是 实 线性 空间 C 的 
基 ， 即 dimkxC = 2。 

例 2 证 明 ， 数 域 尺 上 所 有 关于 未 定 元 xx 的 多 项 式 构成 的 数 
城 卫 上 线性 空间 [x] 是 无 限 维 的 。 

证 取 f[xJ 中 的 向 量 a,=xi,i=0,1,2,…。、。 记 向 量 集 合 人 5 
= {a 0510 }。 在 5 中 任 取 有 限 个 向 量 ayoi y， ee 
之 EF， 使 得 》 + Oi, +t 
二 As ;=0， 即 

f(x) = 人 Xi 十 人 Xi2 十 .十 人 Xi 一 0。 
这 表明 ， 多 项 式 f(x) 是 零 多 项 式 ， 从 而 人 = 人 =…=A 人 =10。 因 
此 ， 问 量 集 合 2 ,= {ei,,01,,… 01,} 线 性 无 关 。 由 于 S, 的 任意 
性 ， 回 量 集合 S 线性 无 关 。 

光 任 意 史 Ffx]， 显 然 a 是 关于 未 定 元 x 的 多 项 式 fs)。 设 
‘degf (x) =n, 则 f (x) =a +ax' + +a,X”=a00+ai0, 十 十 

a,。。 这 表明 ， 了 FLx]J 中 每 个 向 量 都 可 由 向 量 集合 5 线性 表 出 ， 
因此 ，S 是 fF[xj 的 基 。 所 以 ，FLx] 是 无 限 维 的 。 

例 5 记 数 域 上 所 有 次 数 都 小 于 n 的 多 项 式 构 成 的 数 域 
上 线性 空间 为 ,[x]。 证 明 ，dimF, [x] = mw。 

证 取 忆 .5x] 中 向 量 集合 3 := {1,x,x? x1},S= {1 xy 
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x*,…,%",…}。 出 例 2， 向 量 集合 5 线性 无 关 , 因 此 向 量 集合 S> 
线性 无 关 。 男 和 外， 设 1(x)EL[xj, 则 degfj (x) 三 n 一 1， 因 此 ，f (x》 
~“go"l Qa.X+tO XN + ta: 2 A 这 表 
明 ， 太 ,[x] 中 每 个 向 量 都 可 由 向 量 集合 9 ,线性 表 出 。 因 此,S, 是 
Px FD dimF [Lx] = 1n, 

多 4 数 域 F 上 所 有 Xn 窒 隆 的 伏 合 人 是 数 域 尺 上 线 : 
下 了 罗 ，diml"*?= mxn, 
全 荆 行 和 第 列 交叉 元 索 为 1， 其 它 元 素 都 为 零 的 四 X: 
2 甜 陈 记 为 已 :| < 和 人 入 ) 反 7。 记 呈 SiS 


"A 


计 
= 
党 


Ty Me 1 
ef 


8}。 如 果 和 存在 Qi 人,1i<m,1<i<n， 全 得 江 DoE 


1 三 3 jj 二 
= 0， 则 这 一 等 式 左 端 是 一 个 四 xz 矩 陈 妈 = (ai))、 等 式 表明 ，4 
汶 零 短 降 。 因 此 ，ai1 =0，1<i<m,1<j<n。 这 表明 ， 疝 量 集 : 
1 好 
侣 SS 线性 无 天 。 其 次 ， 设 4= Car) EF" ?MA= 2 YaiE, 


为 上 用， 天 六 ”让 和 有 个 向 是 痢 可 由 向 量 集 合 S 线性 表 出 。 所 以 问 量 
焦 合 8 是 ”xz 的 起 。 二 是，dimFF ”X73= pl xt 

例 5 数 域 上 所 有 有 序 # 数组 的 集合 ”是 数 威 FL 上 线性 
公司。 证 明 , dimf?”=p。 / 
”证 第 i 个 数 为 1， 其 它 的 数 都 为 替 的 有 序数 组 记 为 6;， 
1<i<n。 设 q,EF,1<i<n, 使 得 qe1 t+ases t+ +g,e,=0，mt 
《g1902 0,) = 二 0。 从 Wai 二 gas =… 二 a, =0。 因 此 ， 向 量 集 合 
DS = {e526} 线性 无 关 。 其 次 ， 没 oF? ,MN a aya se 
Qs) =Gisid+ases Fas2s， 其中 aiEF，1 近 ji 委 19。 因 此， 瓦 = 
中 每 个 向 里 i ?的 是 集合 5S 线 储 表 出 。 所 以 ，S 是 ”的 基 。 
加 时，dimP =7。 / : 


= 


习 盐 
]。 江 助 ， 四 纵深 三 涪 量 空间 瑚 “中 ， 辣 晤 强人 一 (1,1,0,0),» 
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0 = (0,0,1,1), oa, = (1,0,0,4), oa, = (0,0,0,2) 构成 一 组 基 ， 
并 求 标准 基 回 量 ej= (0，: :=1，< 3 4。 在 基 
了 个 


{0 ,02 90s 504 下 的 任 标 。 
2. 证 明 ， 在 三 维 复 向 量 空 间 C 中 ， 回 量 x = (2i,1,0)， 0， 
= (#,—1,1), 0 = (0,1+7 1 一 分 构成 一 组 基 。 并 求 标 准 基 问 量 
si= (1,0,0), es; = (0,1,0), es, = (0,0,1) 往 基 {a ,0， ,Ns} 下 的 
坐标 。 
3。 在 数 域 玉 上 7 维 疝 景 空 间 f “中 ， 求 网 量 0 (trg 
gs) 在 茜 {0a 0s， sj 下 的 坐标 ， 其 中 


Mi = (T1000.), 1=1,2,.…,n 
i 
。 在 数 域 上 所 有 2 阶 方 阵 构成 的 线性 空间 上 **? 中 ， 一 
mt 人 ,A, ,4 ,}, 使 得 对 每 个 » A?=4,. 

5。 证 明 , 在 所 有 次 数 夺 n 的 多 项 式 构成 的 线性 空间 ,Lx] 中 ， 
同 量 1 ，x+a, (x+a (x+a 构成 一 组 基 ， 其 中 ak4 ， 并 
求 癌 量 f(x) =aeo+ax+…+asx” 在 这 组 基 下 的 坐标 。 

6。 证明 ， 所 有 实 数 的 集合 作为 有 理 数 域 。 上 线性 空间 是 无 
限 维 的 所 有 复 数 的 集 合作 为 有 理 数 域 0 上 线性 空 间 也 是 无 限 
维 拉 . 


§ 4.4 基 变 换 与 坐标 变换 


上 上 节 讨 论 耳 数 域 上 7 维 线 性 空 = 辣 | 太 的 向 最 在 广 的 -组 基 下 
的 坐标 。 一 般 地 说 ， 同 一 个 向 量 在 不 同 基 下 的 坐标 是 不 同 的 。 问 
题 是 ， 同 一 个 向 量 在 不 同 基 下 的 坐标 之 间 有 什么 关系 ? 这 就 是 本 
节 所 要 讨论 的 问题 。 为 讨论 方便 ， 今 后 拒 回 量 在 一 组 基 下 的 举 标 
写成 列 何 量 形式 ， 

设 {ta yas，… 0} 与 {B14,B,,…,B,} 分 别 是 数 域 玉 上 2 维 线 
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性 空间 天 的 基 ， 设 向 量 w%F 在 这 两 组 基 下 的 坐标 分 别 为 X= (xi， 
X3…35Xa) /二 y= (yi yz，… 5.) ,由 于 {2， 0 0 是 广 的 
基 ， 因 此 向 量 B,,B,,…,B, 可 由 向 量 oi ,0s,…s0。 线性 表 出 ,所 
以 可 设 / 

B ,=pbaxli 二 Da 二 … 二 Do， 

B,=b,0 +b,s0 + +b, ,0,, 

B = al 十 Dos 十 十 DO 。 
上 式 可 以 写成 矩阵 形式 如 下 。 

b,, b,,， 。，。 b,, 


(B,,B,,…,B,.) = (0) 0 | bs 0 b,， 
b,, b,, :££ D / 


记 妃 = (5,1;)。 于 是 上 式 即 为 

(B1,B,,…, PB.) 一 (ay 0 9 9 0) BP. (4.4.1) 
式 (4.4.1) 称 为 由 基 {ai yas，…,a。} 到 基 {B，,B，，…,B,} 的 基 
变换 公式 ， 矩 阵 也 称 为 由 基 {aiyas…;xs} 到 基 {B ,BR 
的 过 玉 和 了 

定理 1 设 {oiyos，… xj 与 Bi，p8:，… 8 分 别 是 数 域 写 

上 站 维 线性 空间 矿 的 基 。 设 方 阵 4 是 由 基 {1B: ,8:，…，8.} 到 基 
{0 0s yc 的 过 渡 垂 阵 。 则 方 阵 .4 可 道 , 并 且 由 基 {te yas，…， 
0,} 到 基 {B,,B,,…,B,} 的 过 渡 和 矩阵 为 4-， | 
证 由 于 方 阵 4= (gq41) 是 由 基 {B11,B,,…,B,} 到 基 {c,， 
xx "p09} 的 过 渡 和 矩阵， 因此 ， 

(G1902 os) = (po (4.4.2) 
设 由 基 {a 0s，…,0,) 到 基 {pB,,8:,，…，8。.} 的 过 渡 和 矩阵 为 召 
一 (021)， 则 

(8 ,8B:… 8。) = (cryca 0.) B. (4.4.3) 
由 式 (4,.4.2) 与 式 (4,.4.3)， 
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9 
Qs = DairB;, R=1,2,.……,n, 
i=1 


B= ou, j=1,2,on, 
k= 二 1 
因此 ， : 
人 Gi 及 小 (Das)e,. 


i=1\*=1 


由 于 问 量 8 19 户 ，，… ,BB ,线性 无 关 ， 因此 ， 
57 oa,,b, tik il<1, ] 寺 1， 
k= 二 1 


其 中 0,; 是 是 Kronecker 符 号 ， 所 以 AbB = [ :). 从 而 方 阵 4 可 道 
并 日 8=A- 。 定理 1 证 毕 . 

记 数 域 玉 上 2 维 线性 室 : 则 广 殉 所 有 基 的 集合 为 ， 数 坛 了 上 
所 有 4 阶 可 遂 方 阵 集合 为 GL,(F)。 到 定 {B1,8,,…,B,}EB， 
则 对 于 任意 {Qi 0s,… ,0Q,}tB， 由 定理 1， 册 


(C0) 以。 2) 一 (BRB,,B, | 

所 确定 的 矩阵 4 可 道 。 通 过 上 式 ， 可 以 定义 集合 呈 到 C 工 。( 卫 ) 的 
陕 射 7 如下， 对 于 任意 {0 yas cn) 人 有， 今 To os po 
= 才 。 容易 看 出 ， 刀 果 {x ya 0 与 人 0 ,Xo 00 是 天 的 两 
组 不 同 的 基 ， 则 由 基 By，8:，…，8} 分 别 到 基 {as ,os yo 各 
- 基 {2， Ce ,0 ,} 的 过 渡 和 矩阵 4 与 4 也 不 同 ， Bjn (Ca 0 3°" SO) 

隆 77 (09198; ，"…，0a)。 因 此 ， 上 映射 7 是 单 射 。 其 次 设 AEGL, (FP)， 

| 则 由 (8. ,8，,…，,p8.)4 便 确定 矿 的 2# 修 辣 量 , 记 为 ws ,… ,0.， 

即 (o cs … cs)=(pB ppBJ)4。 如 果 存 在 纯 量 和 人， ,人 ，…。 
和 人,EF ,使 得 :oa 二 so 二 十 Ac = 二 0, 则 记 xX= (Xp 人)7， 
便 得 到 浊 


(C1 O02 CR ='06 
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于 是， 
2 …8B)4x=0。 

由 于 向 量 8B,，8,，…，8,。 线性 无 关 。 因 此 Ax=0. 出 于 AtGL， 
(五 )， 故 x=0， 即 人 = 人 :=…= 人 =0。 这 表明 ， 辐 量 cl cs，…， 
2 ， 线性 无 关 。 由 于 dim 了 VY =n， 所 以 {ory0s…g0s}EB. 这 就 证 
明 ， 对 任意 AEGL, (F)， 存 在 {e103 … 0s}B, 使 得 7 (6) ,0;， 
ps) =.4。 因 此 映射 9 是 满 射 。 于 是 ， 在 大 中 取 定 一 组 基 {B，， 
B,,…,B,}，V 中 所 有 基 的 集合 B 与 数 域 上 所 有 ”人 阶 可 道 方 阵 
集合 GL,() 之 间 便 存在 一 个 一 一 对 应 。 

下 一 定理 给 出 同一 个 向 量 在 不 同 基 下 的 坐标 间 的 关系 ，。 

定理 2 设 {4092s… 0) 与 4B1，B,，…,B,} 分 别 是 数 域 FF 

维 线性 空间 大 的 基 , 由 基 {8, ,8:,…，B,} 到 基 {a ,4 ,…， 
0 的 过 外 短 际 为 人 设 回 量 吃 上 在 基 {ei ,0 ,…,0,} 与 {86 ,8,， 
… 月 .下 的 坐标 分 别 为 xx 与 了 3， 虽 


y= Ax. (4.4.4) 
证 ”由 假设 ， 
2 = (0, QQ ) X= (B.,B,,…,8B,.)y, 
并 且 
(gy sy903 9 90) = (BB,,…,B.)A. 
因此 ， 


a= (EP,,E,, ,BP.) Ax= = (BisB;,,B.,.)y,。 
由 于 亲 量 4 在 同一 一 组 基 { 月， 月 用。 下 的 坐标 是 玲 一 后， 所 尺 
y=A%x。 定 理 2 证 毕 。 
定理 2 中 的 式 (4.4.4) 称 为 同一 个 向 量 在 不 同 基 下 的 坐标 变 


公式 。 


* 汀 


可 题 


it。 有 求 四 维 实 问 量 空间 六 中 由 基 {Qj ya:yayyoa 到 基 {fP，， 
Ct.,B,, B,} 的 过 渡 窍 阵 ， 并 求 癌 量 a= (1, -1,1， —1) ZE 
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这 两 组 基 下 向 侍 妹 ， 


C1) ¢,= (1,0,0,0), B,= (1,1,0,0), 
a, = (0,1,0,0), B,= (1,0,1,0), 
c = (0,0,1,0), BR = (1,0,0,1), 
Cs (0,0,0,1), B,=(1,1,1,1)., 


(2)0,= (1,2,— 1,0), B,= (2,1,0,1), 
0, = (1,—1,1,1), B,= (0,1,2,2), 
oa, = (~—-1,2,1,1), B,=(-2,1,1,2), 
,= -1,1,0,l); B= (1,3,1,2).. 


2， 在 数 域 了 上 所 有 关于 cosx 的 次 数 志 1 的 多 项 式 构 成 的 线性 
窒 闻 中 ， 试 写 出 由 基 {1l,ecosx,，…，cos x+ 到 基 {1ycosXxy，…，cosfX 
的 过 流 和 矩阵 ， z 

3。 设 V 是 所 有 定义 往 实 轴 上 的 复 值 函 数 构 上 成 的 复线 性 空间 ， 
在 六 中 取向 量 f1(x)=1,f,(%) =e'", f(x)=e-'*, g(x)=1, 
gs (Xx) = cosx，gs(x) = ginx, 其 中 和 = ~1。 证明, 向 量 f,f;,j， 
和 g; ,9: ,9。 分 别 是 线 信 无 关 询 ， 并 求 三 阶 可 道 方 隆 4， 使 得 

(gi192393) = (ff 了: 了) 二。 

4。 在 四 维 实 向 量 空间 R' 的 标准 基 {e,,e,,s,,2,} 下 , 超 球 面 
的 方程 为 Xx? X32 十 X3 十 X41 三 1, 设 0 = (1,1,1,i), 0, = (1,1,—1}, 
一 ]), 0 = (1 一 1,1, 一 1),，%。 = (1, 一 1, 一 1,1) . 试 求 该 起 球 辑 
在 基 {fas ,0 ,9s ,0,} 下 的 方程 。 

9 。 在 数 式 上 1 维 行 向 量 空间 Ff ”中 ,给 定 4 个 加 量 ai 玫 2 9 


外 


,i | 
asEF”, 便 可 确定 数 域 F 上 n 阶 方 阵 4=| ,反之 亦 然 证明， 
2 , 


A 6 > 是 了 ”由 基 的 必要 且 元 分 2 条 件 为 方 隆 4 可 过 。 


$4.5 同 构 


定数 域 了 ， 数 域 上 有 限 维 线性 空间 当然 有 很 多 。 因 此 ， 

人 大 人 对 数 域 下 上 所 有 有 限 维 线性 空间 的 集合 选 行 分 类 ， 使 
得 亲属 于 一 个 类 的 线性 空间 具有 相同 的 结构 。 什 么 是 线性 空间 的 
结构 ? 从 线性 空间 的 定义 可 知 ， 数 域 上 线性 空间 信 首 先是 一 个 
集合 矿 ， 其 次 在 集合 乒 中 定义 了 满足 八条 公理 的 两 种 代数 运算 。 
所 以 在 比较 同一 个 数 域 上 两 个 线性 空间 与 了 ;的 结构 时 ， 目 
然 首 先 要 考察 ， 作 为 集合 ,了 ， 与 ， 是 否 能 够 建 一 一 对 应 ， 其 
次 再 考察 人 与 上 的 两 种 代数 运算 。 这 就 引出 线性 空间 同 构 的 
定义 ” 设 矿 ,与 ,是 同一 个 数 威 F 上 的 两 个 线性 空间 . 如 果 存 
在 矿 ,到 太 , 上 的 一 一 对 应 7, 它 把 六 ,的 向 量 4 映 为 矿 , 的 向 量 n (0) ， 
使 得 对 任意 a，BEY,，XE 下 ， 都 有 / 


nat+ B) =n(0) +n(p), (4.5.1) 
(Ac)》 = A C0), (4.5.2) 
则 线性 空间 太 , 与 斑 , 称 为 同 构 的 ， 而 映射 7 称 为 到 ,上 的 司 


构 映 绚 

满足 上 述 定 EE 义 中 条 件 (4.5.1) 时 映射 7 称 为 保 加 法 的 ; 满足 
条 件 〈4。5。2) 的 映 别 称 为 保 乘法 的 ， 因此 同 构 映射 7 是 线 性 空 
间 广 , 到 ,上 的 保 加 法 与 保 乘法 的 一 一 映射 ( 轩 双 峙 》 。. 

由 间 构 映射 的 定义 ， 容 易 证 明 ， 线 性 空间 广 到 广 . 上 的 同 梅 
映射 7 具有 下 列 性 质 ， 

性 质 1 当 生 仅 当 a=0 时 ，7 (x) =0。 

证 设 BEV,。 因 为 同 构 映射 7 是 保 加 法 的 ， 因此 7(B)= 
7(B+0) =7(B) +7(0)。 所 以 7(0) =0。 由 于 同 构 映 射 了 是 一 一 
的 ， 所 以 ， 如 果 7(ol =0， 则 c= 0， 

性 质 2 设 人 人 :人 KEF，olyosy 05E 斑 ， 则 
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TMK 十 人 Cs 十 十 人 0) = 人 Coal) 十 人 AI(os)》 十 … 
+ 人 .7 (2,). 

证 ”对 用 归纳 法 。 当 8=1 时 ， 因 为 同 构 映射 7 保 梯 法 ， 
疡 以 7 (X61) =X.7(0,)， 因 此 结论 对 R=1 成 立 。 假设 结论 对 
-1 成立。 由 于 

PMC TAG +t A) = 十 人 os 十 … 

十 人 1Q 1 ) 十 人 0)， 

并 且 同 构 映 射 ”7 保 加 法 ， 所 以 

7( 人 ai 十 人 os 十 十 人 os ) 王 TAI 十 人 0 十 

+ 人 aoc-i) 十 ICAas) 。 
由 归纳 仿 设 ， 以 及 同 构 映射 7” 保 乘法 ， 故 
/I 

+ As-17 (G1) + A (0). 

” 注 如 果 线 性 空间 矿 , 到 三, 的 映射 7 满足 ， 对 任意 a, BEY,， 
4,LEF, nhc+LB)=2n(e)+Ln(B)， 则 映射 7 称 为 保 线性 关 
系 的 。 性 质 2 表明 ， 保 加 法 与 乘法 的 映射 一 定 保 线性 关系 。 反 
之 可 以 证 明 ， 保 线性 关系 的 映射 一 定 保 加 法 与 乘法 。 即 保 线性 等 
价 于 保 加 法 与 乘法 ， z 

性 质 5 问 量 cl ,0 ,… ,QEV, 线性 相关 的 必要 且 充 分 条 件 
是 ， 向 量 I(a) mx) ,… 77(0，)&V, 线性 粗 关 ， 

证 ” 设 向 量 cl ,0s，… ,0s 线性 相关 ， 则 存在 不 全 为 等 的 纯 量 
人 人 1sA29… pAEEF， 使 得 Aic3 + 人 as 十 … 十 904 = 二 0。 由 性 质 2， 

(MAG 二 0 二 十 G2) = 人 Toi) 十 人 人 211(xs) 士 … 
+AiNle) =0, 
从此 ， 向 量 7(o:) ,7 (as) ,…,7(a，)〉 线 性 相关 ， 

反之， 设 7(01) ,7 (as,) ,…,7(as) 线性 相关 ， 则 存在 不 全 为 

零 的 纯 量 ,4 ,… ,AiEF ,使 得 A177(04) 十 和 27 (xs) 十 十 人 CC 
=10。 由 性 质 2 ， 
人 (oa ) 二 AT(oy) 十 十 人 1I( 


= (1 xi 十 人 0 十 .十 2) = 0。 
由 性 质 1，7] ou, +Xos +… 上 + 和 No =0。 因 此 ，oi yo 线性 

性 质 4 设 了 是 数 域 瑟 上 有限 维 线性 空间 三, 到 了 : 上 的 同 
构 缺 射 ， 则 fo yxsw…yas 是 了 的 基 的 必要 且 充 分 条 件 为 
{210) ,7 (2) ,… ,7(0,)} 是 这 ,的 基 ， 从 而 dimY ,= dimV,. 

证 设 {ciycxsy os 是 上 的 大， 因此 回 量 wayoas，…as 
线性 无 关 。 由 性 质 3 ， 向 量 7(d) ,7(xzs)，…， 7) 线性 无 关 。 
另外 ， 设 BEV,。 由 于 7 是 到 广 , 上 的 一 一 上 映 射 ， 所 以 存在 
xk 六 ,， 使 得 7(o =PB。 由 于 G29， 90} 是 了 的 基 ， 因 
比 x=aiacl+ascay+…+ac al akF。 由 性 质 2， 
月 =7(2) =ai7(x) G27(02) 十 二 ga7(0s)。 所 以 ，B 可 由 问 最 
7(91) ,WC9) ,… ,2(7。》 线 性 天 出 、 这 就 证 明 ，{7 (9) ,7 (x,)， 
…,7(2,)} 是 线性 空间 了 上 : 的 基 ， 

反之， 设 和 (1)57(04),…, 11(0,)} 是 让, 蚀 基 ， 则 商量 
7(21) ,7(02) 1) 线性 无 和 大。 由 性 质 3， 辐 量 0 ,0,,…， 
oa, 线性 无 关 。 另 外 ， 设 号 六 ， 因 为 i(oa) 7(ca) … ,7 (0,)} 沪 
”: 的 基 ， 因 此 ，7(oD = an) +tas7(os) +…+asy(x)， 其 中 
G190:，… ask 。 由 人 性 质 2，7(o) =7(aiet Tasca 十 十 Guo)。 
由 于 了 是 一 一 的 ， 所 以 xc=aiart+taxoxs+…+aeos， 妈 向 量 上 可 
由 回 量 xc ,0 ，…,0 线性 表 出 。 因 此 ，{to， cx，…，cx 是 这， 
的 基 ， : 
线性 空间 之 间 的 同 构 天 系 是 数 域 记 上 所 有 线性 空间 集合 中 的 
一 种 关系， 筷 满 足以 下 性 质 。 

1” 自 反 性 数 堪 矿 上 线性 空间 玉 与 六 自身 同 构 。 

证 定义 线性 空间 信 到 自身 的 映射 8 如 下 ， 对 任意 akEF， 令 
s (%) =2。 映 射 8 称 为 六 到 上 自身 的 恒 等 映 里 。 虹 然 ， 住 等 映 射 5 
是 六 到 白 映 的 一 一 映射 。 并 且 对 任意 0, B&F ，ASE ， 均 有 

el(ar BB)=at+B=e(0 +e(B), 


gh0) 一 人 cx 一 人 ECX) 。 
因此 ， 人 恒 等 晤 射 。 是 线性 空间 玉 到 委身 上 芭 辐 构 贞 躬 ， 从 而 线性 
空 同 六 写 晶 和 同 移 。 / 
2 对 称 性 设 数 城下 上 线性 空间 广 与 上 上: 同 构 ， 则 ! 
与 六 记 同 检 。 

证 ”因为 线 Ee s 间 这, 与 同 构 ， 所 以 存在 下 到 人 ,上 的 
I 7。 定 义 了 ,到 上 了, 的 映射 7 如 下 设 BEV,， 因 为 7 是 
到 三 ， 下 因此 存在 ec 了,,， 使 得 7(%) = BB, 于 是 令 
0 = 0。 由 于 7 是 一 一 和 的， 所 以 带 合 7(o0 = 上 的 9 是 旺 一 和 的， 

因 比 鼎 射 6 有 确切 定义 。 映射 6 即 是 映 财 7 的 道 鼎 射 。 

耿 射 5 是 单 射 。 事 实 上， 设 ,8:<F:， 且 c(B,) =c(B:)。 
记 xx =I(B8)，s =6(BB,)。 由 映射 9 的 定义 ，B1=7(01)，B。 
=7(cs)。 因 为 cu=ocs， 故 8 = 有 8B:。 所 以 了 腕 射 是 三 到 三 
的 单 射 。 

映射 o 是 满 射 。 事 实 上 ， 设 gE/,， 财 请 =7(ok 扩 :， 直 瞻 . 
射 了 的 定义 ，o(B) =2。 所 以 脆 射 是 三 : 到 三 上 上 的 满 射 。 

陕 射 rc 是 保 加 法 的 。 事 实 上 ， 设 8 8:6r ， 则 存在 . 
0 HotV,, 使 每 7701) = 有 ，7(as) = 有 。 因 为 映 寻 了 保 加 法 ， 
所 以 ，B ,+ Bs =7(01) +7(as) =3(os toas)。 由 映射 5 的 定义 ， 
(Bi,+pB.)=oastfa。 由 于 17)=By(xcs)=B8:， 故 z(B，) 
=0,, OG(B,) = 所 以 ,GO8+ 有 =wt+toas=G() 十 Gas) 
国 此 映射 5 是 你 加 法 的 。 

了 喘 射 5 是 保 乘 法 的 。 事 实 上 ， 设 /5 ， 8Cy,, 则 存在 和 ok 六 
使 得 7(o =B， 从 而 c(8) =w。 因 为 映射 77 保 弱 法 ， 所 以 7 (Aa) 
= 47 (a) =5B。 由 瞎 射 6 的 定义 ，o(25)=Aa=2g(B8)。 因 此 了 映 : 
身 6 保 乘法 。 

这 就 证 明 ， 了 喘 射 了 是 线性 空间 子 . 到 人 玉 ,， 上 的 同 构 喘 射 。 所 
,与信 ， 同 构 。 | | 

3” 传递 性 设 三 ， uk 和 个 是 数 域 已 上 线性 空间。 如 果 : 
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,与 V, 同 构 ，V, 与 7, 癌 构 ， 则 广 , 与 广 , 同 构 . 

证 设 7 和 分别 是 亚 , 到 让 和 六, 到 让 ,上 的 同 构 映射 
定义 让 到 术 , 的 映射 上 如下， 对 任意 o€V,， 令 人 (0) = 07(0))、 

对 任意 xy BEF,，cx 关 B， 由 于 7 了 是 玉 , 到 斑 :上 的 同 构 了 映射 ， 
轨 此 7 是 六 ,到 让 , 上 的 单 射 ， 所 以 7(o) 关 7(B) 。 因 为 6 是 V，. 
到 了 记 ,上 的 单 射 ， 所 以 《0(0)) 夫 E07(B)) ， 即 &(0) 关 6(B) 。 
扫 此 映射 是 六 , 到 天 ,上 的 单 射 。 

对 任意 7EV,， 由 于 《是 让 ,到 ,上 的 满 射 , 因此 存在 
BV ,， 使 得 Y=《(B6)。 又 7 是 ,到 让 ,上 的 满 射 所 以 存在 
0 ，,， 使 得 =wy(a)。 因 此 Y= 如 Gy(a)) =&(a)。 这 就 证 明 ， 映 
射 是 天, 到 厂 , 上 的 满 射 。 

对 任意 wx, 6k<F 广 ,， 人 MKP， 由 于 

(ga+B)=C(7(a+B)) = C0 +7CB)) 
= 6 (00) +E mB) = é(0 +E(B), | 
EN) = E00) =€ (070) =AE 0)) =A 0 0) = M0) 
因此 映射 二 是 保 加 法 与 滋 法 的 。 

这 就 证 明 ， 了 映射 拓 是 线性 空间 六 到 ,上 的 同 构 映射， 从 
,了 面 广 :与 广 同 构 。 

由 于 数 域 玉 上 线性 空间 之 间 的 同 构 关系 满足 自 反 性 ， 对 称 考 
和 传递 性 ， 所 以 同 构 关 系 是 数 域 忆 上 线性 空间 之 间 的 一 种 等 价 关 
” 系 。 按 照 同 构 关系 可 以 对 线性 空间 进行 分 类 ， 彼 此 同 构 的 线性 空 
幅 归 在 同一 个 类 ， 彼 此 不 同 构 的 线性 空间 归 在 不 同 的 类 ， 和 和 托 际 
在 相抵 关系 下 分 类 相 类 似 ， 基 本 的 问题 是 ， 如 何 判定 数 域 届 上 两 
个 线性 空间 广 和信, 是 否 属于 同一 个 类 ， 即 如 何 判定 线性 空间 
了 ,与 这, 是 否 同 构 ? 在 线性 空间 的 同 构 类 中 怎 样 选取 代表 元 ? 
对 此 ， 有 
”定理 1 数 域 己 上 任意 一 个 ” 维 线性 空间 瑚 都 局 构 于 数 城 五 
上 上 呈 维 向 量 空间 已"。 

证 在 线性 空间 天 中 取 定 一 组 基 {a ,cs，…,0,}。 于 是 ， 铅 
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量 x<V 便 具有 唯一 的 坐标 (a1 6;，… 4,)。 定 义 线性 空间 人 矿 到 下 于 
的 映射 7 如下， 对 任意 向 量 at 了 , 令 77(0) = (gias，'…* 0n)， 其 
中 〈a apyay) 是 向 量 &2 在 基 taiycs，…cs} 个 的 举 标 。 由 
于 矿 中 不 同 的 网 量 & 和 睛 的 坐标 《ay as，…，das) 和 (bi, b，,， 
…,b,》 不 相等 ， 因 此 当 a 才 B 时 ，7() 考 7(B)。 所 以 映射 7 是 
VV 到 7? 的 单 射 其次， 对 任意 (cyay， ac 问 量 w= 
Gia 二 dzD 二 十 Qn06EV。 因 此 (7) = (gy9Gs… 9390s)。, 所 以 映 : 
射 7 是 户 到 ”上 的 满 射 。 最 后 ， 由 于 中 向 量 4 与 8 的 和 a+ 有 
的 坐标 等 于 向 量 4 与 B 的 坐标 之 和 ,所 以 7(a+ B) =7(a) +y(B)， 
而 纯 量 * 与 问 量 4 的 梯 积 io 的 的 坐标 等 于 纯 量 ^ 与 同 量 42 的 坐 
标的 张 积 ， 因 此 7(Xo) = 27(0) ,所 以 映射 7 是 保 加 法 和 乘法 的 ， 
这 就 证 明 ， 上 映射 7 是 线性 定 间 VV 到 上 ”上 的 同 构 映射 ， 所 以 天 与 : 
F* 同 构 。 定 理 1 证 毕 。 加 / 

定理 2- 数 域 忆 上 有 限 维 线性 空间 三, 与 广 , 同 构 的 必要 且 . 
充分 条 件 是 dim 天 , = dimV,， 

证 ”必要 性 即 是 性 质 4 .下 证 充分 性 。 设 dimj =dimF， 
=7， 则 由 定理 1 ， 线 性 空间 了， 和, 都 同 构 于 天 *?。 由 对 称 性 ， 
对 同 构 于 广 :。 由 传递 性 ,线性 空间 三 ,与 三: 同 构 .定理 2 证 毕 。 

定理 2 给 出 了 数 域 站 上 有 限 维 线性 空间 信 , 和 三 :属于 同一 个 . 
司 构 类 的 判别 准则 ， 定 理 1 天明 ， 在 数 域 上 所 有 + 维 线 性 空间 
构成 的 同 构 类 中 ,可 以 取 1n 维 向 量 空间 了 了 ”作为 它 的 代表 元 ,尽管 
数 域 了 上 n 维 线性 空间 比较 抽象 ， 但 从 结构 上 看 ， 可 以 用 数 域 瓦 
上 维 同 量 空间 来 理解 ， 四 


习 ”是 


1。 证 明 ， 所 有 实数 的 集合 尺 作 为 实 线性 空间 与 本 章 第 一 节 : 
们 2 中 的 实 线 性 空间 下 + 同 构 , 

2。 如 有 果 有 理 数 域 Q 上 线性 空间 这， 和 六, 之 间 存 在 一 一 对 - 
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3。 设 到 是 全 维 复 线性 空间 。 取 集合 了 ， 数 域 忆 为 实数 域 民 
定义 了 中 同 量 的 加 法 为 复 绕 性 空间 了 绚 癌 量 加 法 ， 入 纯 晤 4 与 向 
量 前 乘法 定义 为 实数 与 了 由 的 辣 量 的 乘法 。 如 此 得 到 的 实 线性 室 
间 记 为 斑 -。 试 确定 dimsV 

4。 设 人 是 1 维 实 线性 空间 。 如 果 保 留 六 的 向 量 加 法 ， 但 让 
纯 量 六 乘 以 向 量 时 ， 梁 定 结 A 只 取 行 理 数 ， 如 此 得 到 的 有 理 域 
人 上 线性 空间 记 为 六。 线性 空间 了 是 藻 有 限 维 的 ? 


S34.6 村 空间 


大 家 知道 ， 丰 三维 实 向 量 空 间 R* 由， 了 到 定 非 零 向 量 ， 则 对 
于 任意 纯 量 RR， 同 量 hc 与 4 共 线 。 反 之， 如 果 向 量 B 与 4 共 
线 ， 唱 存在 纯 量 小 RR， 售 得 FE = 2。 因此 尺 : 中 所 有 与 向 量 c 共 
线 的 同 量 集合 为 2 = {4c: XR}。 向 量 集合 5S 具有 以 下 两 个 特点 ; 
(1) 与 癌 量 a 基线 交 向量 之 和 仍 与 向 量 4& 壮 线 即 对 任意 
aayasko， 均 有 wd+wsk92， 换 言 之 ， 向 量 集合 S 对 尺 : 的 向 明 加 
法 是 封闭 的 (2) 与 癌 量 wa 共 线 的 向 量 有 的 任意 纯 量 倍 2P 仍 
与 向 量 ac 共 线 ， 其 中 作 民 ， 鲁 对 任意 ME 民 ，BKES， 均 有 人 FES， 
换言之 ， 问 量 集 合 对 RR 问 纯 量 与 向 量 的 乘法 是 封闭 的 。 同 样 ， 
其 们 网 量 w 3 5 月 不 共 线 ， 则 所 有 与 向 量 c, 有 共 面 的 向 量 集 合 为 
S = {Aa+ /16:7 ,HER}。 疝 量 集合 8 具有 如 下 两 个 特点 ， (1 ) 
与 网 量 <， 有 8 共 面 的 同 量 之 和 仍 与 向 量 a,， 上 共 面 即 对 任意 
01,02€6S， 均 有 0 +asES。 换 言 之 ， 向 量 集 合 S 对 R: 的 向 量 加 
法 是 封闭 的 〈《2) 与 网 量 c， 有 6 共 面 的 向 量 7 的 任意 纯 量 窜 
和) 仍 与 向 量 a，B 共 面 ， 其 中 站 R ， 即 对 任意 XR，7ES， 均 有 
XYES 。 换 言 之 ， 向 量 集合 3 对 R; 的 纯 量 与 向 量 的 乘法 是 封 
财 的 。 

、 把 三 维 实 向 量 空间 及 : 中 上 述 向 量 集合 S 和 89 所 具有 六 交手 
加 子 抽 象 ， 就 成 为 线性 空间 的 子 空间 概念 
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定义 ” 议 U 是 数 域 上 线性 空间 信和 的 非 空 癌 量 集合 。 如 果 U 
对 于 线 住 空间 玉 的 向 量 加 法 和 纯 量 与 向 量 的 乘法 是 封闭 的 ， 外 对 
任意 xy PKU，xu+ BEU， 并 且 对 任意 7,akU，ZoEU ， 负 局 称 
光线 注 宇 加 矿 的 子 宇 间 ， 
拒 出 ， 线 性 空间 乒 的 村 空 间 忆 一 定 含 有 和 零 向 量 。 姨 号 
空间 的 定义 ， 向 量 集合 U 非 冠 ， 因 此 存在 向 量 akU。 由 
于 U 寺 结 最 与 向 时 的 对 法 是 闭 的 ， 氛 以 《一 1)a= 一 a&U 。 由 
可 量 的 加 法 封闭 ， 因 比 a+ (一 0) = 0&0, 
次 ， 线 性 空间 六 的 于 空间 口 本 归 是 数 域 上 线性 空间 。 事 
|, 由 了 至 间 避 对 线性 空间 /的 向 量 加 法 和 纯 量 与 向 量 的 乘 
法 封闭 ， 因 旺 可 以 规定 U 的 向 量 加 法 为 的 向 量 加 法 ， 人 而 VU 的 纯 
量 汝 回 量 的 纯 晤 写 向 最 的 乘法 。 由 于 子 空间 局 是 线 
手 空 间 捕 的 向 量 集合 ， 因 此 向 量 集合 忆 革 上面 取 定 的 两 种 代数 运 
中空 义 中 的 八条 公理 。 所 以 子 空间 局 本 身 也 是 
线性 空间 。 另 外 ， 如 果 线 性 空间 矿 是 # 绕 揭 ， 任意 + 个 
阿 量 一 定 线性 相关 。 因此 子 衬 间 已 中 任意 2+1 个 向 量 也 一 
线 仁 祖 大 ， 所 以 局 中 线性 无 关 的 向 量 集合 所 含 向 量 的 个 数 不 超 
r, 从 dimU dimy 
容 绿 验证， 线性 空间 入 本 身 是 六 充 一 个 子 空间 只 由 零 钠 量 
构 记 全 问 量 集合 10} 是 天 的 子 室 问 。 后 者 称 为 矿 的 零 于 空间 ， 


记 为 CQ。 厂 和 等 子 空间 O 称 为 三 的 平凡 子 室 冰 。 不 是 平凡 的 子 窜 
间 称 为 真子 空间 ， 


例 1 设 f,[x] 是 数 域 F 上 所 有 关于 未 定 元 X* 的 次 数 小 干 
# 的 多 项 式 构 成 的 线性 空间 。 设 正 整 数 w 过 nl1， 取 定 Xl,X,， 
[Lx] 中 所 有 满足 jx) =f(x2) =… = 了 (x。,)=0 的 
多 项 式 f(x) 的 集合 记 为 U0。 证明，U 是 让,[x] 的 子 空间 。 

证 首先 ， 显然 零 多 项 式 0&EU ， 因此 U8 。 其 次 ， 设 
f,95U ， 则 jx =f(xXs) = =f(x,) =0, g(xX) =9(X) =… 
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六 1 


=9(x。 =0。 因 此 

(f + 9) (Xi) =f(x;) TO =0, i=1,2, Mm, 
所 以 ，f +9kU， 即 避 对 让,[xj 的 同 量 加 法 封闭 。 最 后 , 设 AEE ， 
KU。 则 jx) = (x) = = 了 (xX,) =0。 因 此 ,( 人 人 门 (xi) = Af (x;) 
= 0 =1) 2 0。 所 以 人 JEU， 即 对 已 ,[x] 纯 量 与 向 量 的 乘 
法 封闭 。 从 而 UU 是,[x] 的 子 空间 . 

例 2 证 明 ， 在 数 域 王 上 上 所 有 关于 未 定 元 x 的 多 项 式 构成 的 
线性 空 s 间 [x] 中 ， 泊 有 满足 1(- xX) = 了 (x) 的 多 项 式 集合 U 是 
[xj 的 子 空间 ， 

证 首先， 显然 零 多 项 式 0EU。 其 次 ， 设 f ,gEU , 刚 f (x) 
=J(x),，g( 一 XxX) = g(x)。 因 此 ，(f +g) (~-x)=f(-x)+g(~x) 
= 了 (x) +g(x)= (f+9) (x)， 所 以 f+gtU， 即 UU 对 FL[x] 的 向 量 
加 法 是 封 闲 的 ; 最 后 ， 设 站 广 ，fEU， 则 由 (一 x) = 了 (x) 得 到 ， 
(Af) (—X) =2f(—-x)=2f(x)= (Xf)(x)， 因 此 2fEU， 芭 U 对 
[x] 的 纯 量 与 向 量 的 乘法 封闭 。 所 以 UU 是 FIx] 的 子 空间 ， 

例 5 设 A 是 数 域 上 mxn 和 矩阵 ，X%= (X15X,，…,X,)/， 
其 中 Xx1 ,Xs;，…,X%, 是 未 知 量 。 章 次 方程 组 4x =0 的 所 有 解 的 集 
合 记 为 广 :。 证 明 ， 亚 , 是 数 域 了 上， 维 列 向 量 空间 严 " 的 子 空 
间 ， 并 求 dimF ， 

解 ”显然 ， 齐 次 方程 组 4x =0 具有 零 解 06PF”， 即 0EU， 因 
下 UU 四 。 设 XxX,ytV4， 则 Ax=0，Ay=0。 所 以 A(x+ yy) 
AxX+Ay=0， 因 此 x+ ytV; 设 AEF ，xE ， 则 由 4(Xx) 
= 人 4x=0 得 到 ，AxXkF ， 。 所 以 天 是 F* 的 子 室 间 , 它 称 为 齐 : 
次 方程 组 Ax= 0 的 解 空间 ， 


由 第 三 章 第 六 节 章 次 线性 方程 组 修 的 结构 定理 可 知 ， 如 果 
1,,,，0 
rankA=r， 并且 A= | )a 其 中 号 和 Q 分 别 是 m 阶 和 
0 0 
# 阶 可 道 方 了 泗 ， 则 方程 组 4x = 0 的 通 解 为 
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x=t,rQ ertit,rQ ci +…+tfeQ cs， (4.6,1) 
其 中 pt ras toEF ,而 38;= (0,…,0,1,0,.…,0)”。 由 于 
第 i 个 
1,,, 0 
AQ 5,= | j= i=r+l],r+2,.. ,1, 

0 0 
因此 ，Qr-:e ,cr ，i=r+t1,r+2,…,n。 式 (4.6.1) 表明 , 7V。 
中 任意 向 量 * 可 由 向 量 Q ”srQ.-:，…Qs. 线 性 表 出 . 另 
外 ， 如 果 存 在 人 ,+ 人 ,+ ，… 人 ct， 使 得 

NIQ- Errith+taQ -sis+…+A 人 QQ ,=0, 

则 上 式 两 病 同 时 左 乘 方 阵 名， 便 得 到 人 .ct 二 4:+asv+rz 士 … 
+ 人 ss=0， 从 而 人 = =… = 二 A =0。 所 以 向 量 QT so 
Qe ,4s ,QQ 'é, 线性 无 关 。 于 是 ，{Q 7's,41 QT 5 
GQ- sj 是 的 基 。 从 而 dimV =n rank4, 

议 齐 次 方程 组 4xX=0 的 解 空间 三 5 的 一 组 基 为 《as ,0 ，…， 
xij， 则 向 量 way,，…;ox 称 为 方程 组 4x=0 的 基础 解 系 。 例 
如 ， 例 3 中 向 量 Q's, +1,Q-'e,,:，…,Q-'e, 即 是 方程 组 Ax=0 
的 一 个 基础 解 系 。 

现在 介绍 子 空间 的 运算 . 

定义 设 了 是 下 标 集合 ，{ 太 :ET} 是 数 域 上 线性 空间 六 
的 子 空间 集合 。 六 中 所 有 属于 每 个 子 空间 ,vEI 的 向 量 集合 称 

入 二 全 1 

特别 ， 当 下 标 集 合 有 限 ， 即 = {1,2,…,kR} 时 ， 子 空间 集 

合 证 :6 = ,了 sy 了 i}， 子 空间 ,Vp…, 放 ;的 交 记 


为 {1V ,= NNN, 
i 二 1 


定理 1 任 总 多 个 子 空间 的 交 是 子 空间 ， 
证 议 tk 是 线性 空间 人 矿 的 子 空间 集合 。 由 于 人 ,是 
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子 室 间 ,*67， 因 此 ， 堆 向 量 0 ?ET， 所 以 0 由,， 即 集合 
"Cr 


[VV 非 空 。 


vi 


设 o,BC {1V,， 则 a,EEV,，v&1。 由 于 ,是 子 空间 ， 因 


veEer 


此 ，a+ 6kV,，v&J。 所 以 c+ EE€ [VYV,， 即 集合 人 天 对 线性 
er veT ” 


空间 信 的 向 量 加 法 封闭 ， 义 设 XF，c& [ 1,， 因 此 okV,, rl 


vor 


由 于 了 , 是 子 空间 ， 所 以 X40 ,，v&J。 因此 hxk [1V,, 有 凤 集 合 


vyEr 
[VV 对 线性 空间 信 的 纯 景 与 疝 量 的 乘法 封闭 。 这 就 证 明 ， 子 空 
vt 
间 六 ，>67 的 交 [1 了, 是 子 空 间 。 
yy 人 7 


在 考虑 线性 空间 洲 的 子 空间 运算 时 ， 自 然 杰 考 碟 子 空间 的 
并 。 但 子 空间 的 并 一 般 不 是 子 空间 。 例如， 在 二 维 实 商量 空间 
R* 中 ， 闻 空间 VV = {Xe1:X€R} 和 = {4es:4ER} 的 并 UV， 
不 再 是 子 空间 ， 因为 ECV,, exEF ， ， 但 €， 十 E ECV, U :, ， 即 
集合 让 ,UV, 对 RR? 的 向 量 加 法 并 不 封闭 。 所 以 ， 在 子 空间 的 运 
算 中 不 考虑 子 空间 的 并 ， 而 是 用 子 空间 的 和 来 代替 。 

定义 设 挛 和 大 , 是 数 域 玉 上 线性 空间 挛 的 子 空间 , 则 集合 
V+ = {e+ BioaEF ,5EF。} 称 为 子 空间 六 ,与 灰 。 的 和 。 

定理 2 ”线性 空间 天 的 子 空间 广 , 与 广 , 的 和 了 矿 ,+ 广 是 入 
的 子 空间 。 四 

还 ”因为 子 空间 广 , 与 捕 . 帮 含有 和 替 向 量 ， 因 此 有 零 向 量 
0=0,+0,EV ,+V,， 即 集合 ,+ 了 非 空 ， 
议 同 量 7,,7 ,EV ,4+V,， 则 存 让 向 量 @,as€V，，B,, BEY,， 
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使 得 Yi =o+E，7: =cs+ 有 有。 因此 ， 

yy +7 (TF)+(0 +B)= (a +r) + (B,+E,)., 
因为 矿 , , 矿 , 是 子 空间 ， 所 以 ，ce1 +0kV，,，B ,+ 6,6VY ,， 因 此 ， 
Y,+Y,EV ,+V,， 即 集合 族 , + 了 V, 对 线性 空间 六 的 向 量 加 法 封 
洲 ， 设 EF，YEV + 大， 则 存在 ck 大，PkF,， 使 得 Y=wx+ 上 月。 
由 于 矿 ,， 矿 ， 是 子 空 闻 ， 所 以 4ok 产 , ， 人 64: 。 于 是 

AMY =X(c+RB) =Ac+ABKF +V,, 
即 允 合 人 这, + 这, 对 线性 空间 信 的 纯 量 与 问 量 的 乘法 于 闭 。 因 此 ， 
子 空 闻 六 i 与 V, 的 和 了 V+V, 是 线性 空间 天 的 子 空间 。 

两 个 子 空间 的 和 的 概念 可 以 推广 到 有 限 多 个 子 空间 。 其 定义 
如 下 。 设防,，…Vs 是 数 域 了 上 线性 空间 信 的 子 空间 ， 则 和 集 
合 {yO 十 二 Qt01EV 1，i =1,2，…,k} 称 为 子 空间 VV ,， 
的 和 ， 记 为 了 +,+… + 这 ,。 可 以 证 明 , 的 子 空间 
VY 入 + +… + 上 人 i 是 广 的 子 空间 ，。 

”关于 子 空间 的 交 与 和 的 维 数 ， 有 以 下 重要 定理 

定理 3 ( 维 数 定理 ) 讽 六 ，/: 是 线性 空间 矿 的 子 空间 ， 

jl 
dimV ,+dimP =dim NV,) +dim(Y, +V,). 

证 设 dim =r, dimV ,=s，dm ,NV,)=t， 并且 
{0 C29 "90 是 子 空间 VNV; 的 一 组 基 。 由 于 V ,OV, NV,, 
VV ,二 VV, 人 NV,， 因 此 向 量 0 ,0 ,… 0 分 别 是 子 空间 了 与 ;的 
线性 无 天 问 量 ， 所 以 向 量 21,0 ，… 0 可 以 分 别 扩 序 为 子 空间 
,与 大 的 基 . 设 fos BisBas…B ,让 与 {0 
(2 7 197 2 9 分 别 是 子 空间 V, 与 Vy， 的 基 。 

首先 证 明 ， 向量 wy， ,0 ,… ,0,， B,,P,,…, B,-,, Yi1,7),, 
… YY -， 线性 无 关 。 事 实 上 ， 设 

QC Taroy 十 … 二 Go 二 DB+DB + +0,.,P,., 

CiyYi+Ccy: 十 … 和 +C_ 7 ,=1， 
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其 中 a ,bi,csEF, 1<i<t, 1<j<r-t,，1<k<s-t， 则 记 
=g0 Fam t+a0,+b.B,+b,.P,++b,..,.8,., 

= 一 (ciyri+cy 二 …+CcC_ 7，)。 

显然 ， 吃 广 昌 三:。 由 于 {e504 … 01} 是 子 空间 VN 了 ,的 
基 ， 因 此 ， 

X 一 一 (ciyri+ciy + .+cC,_,Y,.,) 
=d0o1 +d,0,+.…+d,o,, 
其 中 di,d,,…,qd,tf。 所 以 ， 

do td t+: td a, te te ,+ te,_,7Y,_,=0, 
由 于 {Qi yas ya， YY YY， ,是 子 空间 广 , 的 基 ， 所 以 ， 
di =ad=…=d=ci=c=…=c_ ,=0。 因 此 ,cxw=0， 即 

gor + qt :tao +b,B,+tb,B,+-..…+b,...8..,=0. 
由 于 {e150 ，*… 0,，B;,B,,…,B,-,} 是 子 空间 信 , 的 基 ， 所 
Pl, qai=as=*……=a,=b,=60,=…=6b,_,=0， 剖面 已 证 ， CL 
= C= 二 C,-，=0, 因 此 同 量 Q ,0 y*… 031,B,,…,B,-,， 
7Y1,7,，…s7,-， 线 性 无 大 ， 

由 于 了 ,了 了,,，V,NV,SV +VV,， 因 此 向 量 cl os ay， 
Bi,Bs B71972 7,- ,V+ 太 ,。 下 面 证 明 ， 对 任意 : 
ot ,+V,， 向 量 0 可 由 向 量 ai 03,… 04， Bi,B:,…,B,.,， 
yy ,线性 表 量 。 事实 上 ， 因 为 ct 了 ,+ 让,， 所 以 存在 
ck ，,，BSV,， 使 得 Y=at+hB。 由 于 {oy0s,…,0,,B1,,B,， 
B41 直 和 e020 ，Y197s，… 7,-,} 分 别 是 子 空间 六 
与 V, 的 基 ， 所 以 ， / 

Qa=a0 tasms tr tao, tO.B.+6b,.B,+.…+6,.,.B,.,, 
B=cia, tes0, te +e,0, td +d7,. + +d,.,7,.,. 
其 中 a 81, cysd EF, l<i<t, ll<i<r-t, li<hk<t, l<t. 

<$ 一 t+。 因此， 

Y= (gag: tC)a + (a, tc)ast+.…+ (a,tc,)oa, +b,B, 

tb:pB:+…+b ,Bt+diy t+dy +. +d,..Y,.,,. 
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这 就 证 明 ， 子 空间 这; + 让 , 中 任 一 回 量 ) 都 可 由 向 量 3,0): “， 
0,，B1,B,… 上,- 1，71,7,，…7,-， 线性 表 出 。 因 此 , 10,0， 
机 Bi,B,,…,B,-,, Ys se ,-:} 是 子 空 间 V， + 上 :的 
办。 所 以 ， 
dim(V ,+V,)=r+s—t=dimrY, + dimp, ~—-dim(y ,NY,). 
定理 3 证 毕 。 
定理 3 有 以 下 的 推论 。 
推论 1 设 广 和 六 ,是 线性 空间 大 的 子 空间 ， 则 
dim(V ,+rY,)<dimVY ,+diml,, 
其 中 当 且 仅 当 它们 的 交 六 , NV, 为 零 子 空间 时 等 式 成 江 ， 
推论 2 设 V, 与 ,是 线性 空间 六 的 子 空间 ， 则 


dim(V NV,)>dimY, +dimY ,一 dmr。 
推论 3 设 V; 与， 后 矿 的 子 空间 ， 并 且 dimy， 
+dim 六 :>dimr， 则 它们 的 交 广 , 几 六 , 含有 非 零 问 量 .。 
在 子 空间 中 ， 由 向 量 集合 生成 的 子 空间 共有 重要 的 作用 . 
定义 设 S 是 数 域 王 上 线性 空间 严 的 非 空 向 量 集 合 。 太 中 
所 有 包含 向 量 集合 5 的 子 空 : 邮 的 交 称 为 出 向 量 集合 S 生成 的 子 宏 


间 ， 记 为 (2)， 


特别 ]， 如 果 S = {oC ,04})， 则 由 5 生成 的 于 空间 记 为 
站 《ci CQ 0), 并 且 称 为 由 癌 量 w， 9 02 9 04 生成 的 子 空 辣 。 


”出 于 SSYV， 因 此 所 有 包含 3 的 子 空间 集合 非 空 人 
是 有 意义 的 。 其 次 ， 由 于 (3S) 是 所 有 包含 S 的 子 空间 的 交 
所 以 SC)， 并 且 任 意 一 个 包含 S 的 子 空间 一 定 包含 子 空 间 
y(S)。 这 表明 ， 由 S 生 成 的 子 空间 是 所 有 包含 S 的 子 空间 中 最 
小 的 一 个 ， 

由 向 量 集合 S 生成 的 子 空间 VV(3) 完 竟 由 哪些 回 量 组 成 ? 
下 一 定理 给 出 了 答案 。 

定理 4 设 S 是 数 域 玉 上 线性 空间 壬 的 向 量 集 合 。 则 由 生 
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成 的 子 空间 上 (> ) 等 于 所 有 S 中 有 限 个 向 量 的 线性 组 合 的 集合 。 
证 记 所 有 .中 有 限 个 问 量 的 线性 组 合 拘 集合 记 为 上。 设 
ok5 , 则 由 集合 广 的 定义 ,0x = 0 ,, 其 中 0 下。 因此 ,VV ,去 名 
显然 ，S 中 两 个 有 限 个 向 量 的 线性 组 合 之 和 仍 是 S 中 有 限 个 辐 
量 的 线性 组 合 ， 所 以 ， 她 果 a,BEV,， 则 a+ BEV,。 又 S 中 有 
限 个 问 量 的 线性 组 合 的 纯 量 倍 仍 是 S$ 中 有 限 个 向 量 的 线性 组 合 ， 
所 以 ， 如 果 A 人 EF，ckV，,， 则 ok 斑 ,。 这 表明 ， 集 合 广 , 是 大 的 子 
字 间 。 蜡 然 ，S SV 了 VF，,， 所 以 了 ,是 六 中 包含 S$ 的 子 空间 ，。 人 
的 最 小 性 ， 产 人 ) 三 广 。 另 一 方面 ， 由 于 矿 (9) 是 包含 S$ 的 于 
加 . 因此 ，S 中 有 限 修 回 量 的 线性 组 合 一 定 属 于 搬 ()， 所 以 ， 
SF 六 (2)。 从 而 ， 矿 (39) = 矿 ,。 定 理 4 证 毕 。 
特别 ， 如 果 5 = {taaycas 03}， 则 由 定理 4 ,由 向 量 x, yas ， 
的 于 空间 为 
1G 
taossa GE 
如 果 向 量 集 合 S=UV,U…UF, 其 中 下,…, 帮 是 线 
人 性 空间 矿 的 子 空间 ， 则 由 定理 4 可 以 推出 ， 
VV UY, U-...UrF.,) ={qdc + Gm, + 
: Oop ol Si Sm + ++ 人, 
凤 由 子 空间 下,, 放 ,,…,, 生 戊 的 子 空间 (也 有 即 由 向 量 集 合 
VUV,U-... UV, 让 成 的 子 空 zs 辐 》 等 于 它们 的 和 ; 由 于 由 S 生 
成 的 子 空间 是 所 有 包含 $ 的 子 空间 ， 因 此 ， 当 S 本 身 是 子 空间 
时 ， 由 9 生成 网 子 空间 即 是 子 空间 8 自身 。 所 以 ， 由 两 个 子 空间 
的 交 生 成 的 子 空间 即 是 它们 的 交 ， 
”定理 5 届 S 是 数 域 上 4 纹 线 性 空间 政 的 向 量 集 合 。 则 SS 
的 极 大 线性 无 关 问 量 组 是 由 S 生 成 的 于 空间 让 (S) 的 基 。 
证 由 于 dimV =” ， 所 以 线性 空间 矿 中 任意 ?+1 个 向 量 线 
性 相关 。 因 此 ，” 的 极 大 线性 无 关 奖 量 组 所 含 向 量 的 个 数 是 有 限 
的 。 于 是 可 设 {01 9s，… 0Q.} 是 S 税 极 大 线性 无 关 向 量 组 。 由 于 
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SSEF(S)， 所 以 向 量 ul yo ,…，o, 是 (S$) 的 线性 无 关 向 量 。 
由 定理 4 ，V(S)〉 中 每 个 向 量 都 是 S 中 有 限 个 向 量 的 线性 组 合 ， 
而 S 中 每 个 向 量 又 是 向 量 wyas ，… sn, 的 线性 组 合 ， 因 此 瑚 (5) 
中 每 个 向 量 都 是 向 量 23,0; ，,… ,0, 的 线性 组 合 、 所 以 ，{o ys， 
… 9} 是 信 (S》 的 基 。 定理 5 证 毕 。， 

由 定理 5 的 证 明 可 以 知道 ， 如 果 {0 ,0;，,…,0,} 是 S 的 极 大 
线性 无 关 向 量 组 ， 则 玉 (S) = 族 (a ,es，…,0,)， 即 由 S 生 成 的 子 
空间 等 于 由 S 的 极 大 线性 无 关 向 量 组 生成 的 子 空间 ， 

例 4 证明， 数 域 上 线性 空间 矿 不 能 被 它 的 有 限 个 真子 空 
间 所 复 盖 。 即 设 术 ,这 ,,… ,VV 是 线性 空间 六 的 真子 空间 ， 则 存 
在 向 量 afV， 使 得 ogV UV U… UV 

证 明 对 子 空间 个 数 & 用 归纳 法 。 当 =1 时 结论 显然 成 立 。 
假设 结论 对 成 立 ， 下 面 证 明 ， 结 论 对 +1 成立， | 

如 果 V SVUV, UUV,, 则 VUV, UUV UY,,, 
= 了 UV,U.…UV,。 由 归纳 假设 ,存在 向 量 x ， 使 得 a 六， 
UY ,UBUV,=V,UV,U:…UV,:,。 因此 ， 当 V ,+ EV Ur, 
U… UK, 时 结论 成 立 。 如 果 六 ;+ , 生 族 ,UT 了 ,UVU…UV,， 则 存在 
向 量 BEV,UV,U…UV;, 但 BEV 41, 由 于 Vwi 是 的 真子 
空间 ， 因 此 存在 向 量 YEV， 但 YE 了 V+,。 考虑 所 有 形 如 B+2Y 的 
向 量 ，0 去 A 下 。 其 中 至 多 有 一 个 属于 信 ,+,， 因 为 否则 将 有 X,， 
人 :CPP ， 人 ,天 人 ，， 使 得 B+ 和 A,Y，B + 六,YEV ,4;,， 从 而 (人 ,一 人 )YE 
V+ 1， 即 YEV,;,， 不 可 能 。 因此、 必 有 无 数 多 个 形 如 B+4Y 的 
向 量 不 在 这,y, 中 。 如 果 不 属于 六 ,+， 中 的 形 如 B+ 27 的 商量 者 
属于 访 ,UV U… UyV,， 则 由 抽 展 原理 ， 其 中 至 少 有 两 个 向 量 ， 
例如 B+L,Y，B + 上 ,Y 同 在 某 个 子 空间 VV 中 ，1<<i 志 &， 这 里 
大 上 。 由 于 BEVUV, UU.…UV， 所 以 ， 上 , 尖 0，K 上 A, 尖 0， 
因此 ， 忆 -B+Y， 下 -B+Y 同 属于 VV， 于 是 ， (#8+7)- 
AA 
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不 可 能 。 这 就 证 月 ， 必 有 一 个 向量 BtAYEV +, PBP+AYE 
V UV, UUV 从 而 B+AYEV UV UUV ,nn. 
”最 后 用 一 个 利用 解 空间 的 维 数 证 明和 矩阵 秩 椒 等 式 的 例子 结束 
本 车。 
例 5 设 4 和 九 分 别 是 数 域 如 上 和 xz 和 2x 训 矩阵 。 证 明 
rank A+ rankB~n<rankAB. 
证 出 例 3， 3 
V = {x€EF "Ax= 0}, 
ER， 
= {zEFvo:4Bz= 0} 
在 维 数 分 别 是 jin ad dimV sp =p— rankb,dimV ys 
=p— rank AB,. 记 : 
: ,= {xEF "x= By, y€V 4s}, 
容 匈 验证 ， V。 是 上 ”的 子 空间 ， 并 且 V。SV 4,。 如 末 能 够 证 明 ， 
z dim ,=dim ,8 ~ dimV ,, (4.6.2) 
刚 结论 已 经 成 立 ， 下 面 证 明 (4.6.2) 成 立 。 
记 dimV =s8，dimV =l。 由 于 [GE ， 所 以 ， 子 空间 
几 的 基 {yiyya yj 可 以 扩 成 广 s 的 基 {yiyys，…，y，， 
Yt yt 显然， 局 y + 有 ys 也 7 设 
A,riBy ,+ + 人 + DYy ,ts + -+A By,: 
= BOQ,ry,+rit+. +A,y,)=0, 
其 中 人 人 + 人 KEP。 则 人 yy， 十 人 + dy 十 .十 和， 
?Fr 。 由 于 {y:y:，… yy 是 斑 的 基 ， 所 以 ， 
RAs yori 二 人 roy ta 二 十 Ay, =ALy TT 人 2 Ys 十 … 十 入 ,y,， 
其 中 人 人:…， 人 , 。 因 此 ， 
人 ;yi 十 人 :3 十 十 人 ,yy 十 (一 人 +) YY ,+ 
+t (Mta) yrs t+ (~—A,)y,=0, 
由 于 {9729997 oti9yst+29"*93 1} 是 is 的 基 ， 所 以 ， 
,ts 二 ,+2 = 二 … 三 人 ,= 0。 这 表明 ,了 ,中 亲 量 By,+, By,+,? 
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…? 卫 7y， 线性 无 关 。 其 次 ， 设 xcF， 则 存在 向 量 yEV .es， 使 得 
X= 了 yy。 由 于 ?Kos， 而 {yyys，… yyriyys+i 2 是 
六 is 的 基 , 因 此 ,y=Garyi+asya+a,y ,+t +a,y ,ta tiys+l 
+…+a,y:， 其 中 ai,as,… a; 站。 所 以 ， 

X= By=a,By,+asBy,+.…+a,By, 

+a+iBy,+i+ +oa,By,. 

由 于 问 量 3 593729 9Y SV， 所 以 By,= By;=…=By,=0, 
因此 ， 

X=ga,+iBy,+ritoa,roBy,+st+.-+taBy,. 
这 就 证 明 ，{By,+t1，By,+;:，…，bBy,} 是 子 空间 的 林 . 王 
是 ，dim 六 ,=dim 一 dimF， 。 例 5 获 证 。 


习 题 


1。 在 数 域 ff 上 所 有 nn 阶 方 阵 构 成 的 线 性 空间 了 了”* 中 ， 所 
有 满足 Tr4 = 0 的 方 阵 集 合 记 为 于 .证 有 明 ， 了 到 是 已 *x= 的 子 空 
站。 并 求 dim 太 。 

2。 在 数 域 玉 上 所 有 +4 阶 方 阵 构成 的 线性 空间 **”* 中 ， 所 
有 对 称 方 阵 的 集合 记 为 S， 所 有 斜 对 称 方 阵 的 集合 记 为 天。 证 
明 ，S 和 都 是 F”™”* 的 子 空间 ; S+K=F"**, SNK=0; 
并 求 dimS，dimK 大 ， : 

3. 在 Fx* 中 ,所 有 形 如 (“的 矩阵 集合 记 为 访 ,， 所 有 
形 如 ( _9 。) 的 矩阵 集合 记 为 廊 ,。 证 明 ，V, 入 ,都 是 的 
子 空间 , 并 求 dimY ,，dimy ,dim(V ,+Y,), dimrV, NV,. 

4。 在 数 域 瑟 上 所 有 关于 >Y 的 多 项 式 构成 的 线性 空 侗 FTx] 
中 ， 所 有 满足 (一 x) = 了 (x) 的 多 项 式 .f(s) 的 集合 记 为 斥 。 所 有 
满足 了 (一 x) = 一 了 (x) 的 多 项 式 f(x) 的 集合 记 为 U。 证 明 , 玉 和 
U 都 是 F[x]j 的 子 空间 ,并 且 WNU=0, V+U=F[x]j， 

5。 下 * 中 下 列子 集合 是 否 是 子 空间 ? 如 果 是 子 空 间 ， 则 摘 定 
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它 的 维 数 ， 并 给 出 一 组 基 ; 如 采 不 是 子 空间 ， 则 写 出 它 所 生成 的 
(1) W={(a,0s," "0.) "a ta t+a, = 0); 
(2)U={(gaiya29 Qa)t1 "qj9029…s90, 不 同时 大 

于 零 ， 或 不 同时 小 于 零 站 
(3) ={tdyasy…aG ks 有 基 个 1 使 G;>0,1<; 

< 三 9 。 

6. 讽 坟 六 和 了 歼 是 线性 空间 志 的 子 空间 。 证 明 ， 

(1t) 等 式 VJnCOF+ 丈 )=(UnD 四 +COn 丈 ) 不 一 定 

成 了 5 
(2) 等 式 UN (V+(VNW))= (UNV)+ (UNW) 恒 

成 六 ，。 

71。 议 U 入 是 线性 室 间 VV 的 子 空间 .证明 ,等 式 UUW 
=U+ 成 江 的 必要 上 且 充分 条 件 是 UCcWW， 或 者 WWEU， 
8。 芭 U， VV 和 WV 是 线性 空间 上 的 子 室 间 。 证 明 ， 
(U+rV NU+H)=U+t Ut NY., 
9。 证 明 ， 数 域 1 上 无 限 维 线性 空间 括 一 定 含有 无 限 维 真 

子 守 间 。 

10。 求 下 列 同 量 ctycs yas 与 向 量 由, ,8:,8, 生成 的 子 空间 
WV 与 扩 ; 的 维 数 ， 并 给 出 子 空 间 矿 ,nn 玉 ,与 到 ,+ 环 : 的 一 
组 基 ， 四 

《1T) a=(1,2,1,~ 2)， xz=(2， 3，1，0)， 0, 
=(1,2,2,- 3); : 
BJ=(1,1,1,1),B:=(1,0,1,-1),P, 

= 《1,3,0,— 4). 

(2)o=(1 1 0,，0)，: as=(0,1,1,0),0, 

= 人 (人 001， 1)3 

8B,=(1， 0 1， 0)， 有 :=(0，2，1，1)， 

=《1,2,1,2). / 
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,设防 ,Vs，… ,VV ，,… 是 数 域 下 上 有 限 维 线 仔 空间 V 
了 3 | 旭 示 天: 六 ii=0,，1，2，… 则 子 空 间 序 列 {F， 
呈 0 1 ，2 ,区 为 了 空间 阵 放 列 ， 证 明 ， 对 任意 了 空间 隆 冯 
列 {V;:i=0,1 ,2,…}，、 恒 存在 正 整数 有 &， 0<k<<dimy ,使 得 
V =V =V ,+ = 
。 坟 线 性 空间 中 同 量 a，B 和 7 满足 w+ 有 +Y=0. 
am = (B,?). 
。 ,PB 是 线性 空间 VV 中 的 向 量 ， 丈 是 矿 的 子 空 间 。 南 
量 a i 则 1W 生成 的 子 空间 记 为 U， 本 与 子 空间 这 生成 
I Ee 证 明 ， 如 果 BEU, 但 BWW， 则 BEK， 
。 设 4 和 B 分 别 是 mxn 和 nxp 矩阵 。 证 明 , 等 式 rank 有 8 
nk 4 的 必要 且 充 人 ?条 件 是 ， 方 程 组 4Bx=0 的 解 一 定 是 方 
程 组 Bx = 0 的 解 ， 
15。 设 4，B 和 CC 分别 是 mxn,，nXxp 和 pxg 矩阵, 证明， 
rank AB+ rank BC<rank ABC + rankB. 
16。 上 ,B,C 的 意义 同上 题 。 证 明 , 如 果 rankA= rankBA4， 
WM rank AC = rankDL4C 。 | 
17.。 设 A4 是 nn 阶 方 了 泗 ，& 是 正 整 数 ， 并 且 rankA*= rank 
。A*+' .证明 ， 
rank A* = rank A*+' = rankA*+? =... 
18。 廊下 QQ:，,… 都 是 4 阶 方 阵 ， 并 且 
P,Q;= QP,, rankP, = rankP,Q,，1<i，7 志 hk。 证 明 ， 
rank PP,:…P,= rankP,.… P.O.0,. 
19,。 设 44 是 1n 阶 复方 阵 . 则 方 阵 G=A'4 称 为 方 阵 4 的 
《sram 方 了 泗 。 证 明 ，rankG = rank-4 。 : 


S$ 4.7 下 和 


在 子 空间 广 , 与 ,的 入 ,+ 了 VV, 中 ， 子 空间 广 , 与 广 : 的 交 
为 零 子 空间 的 情形 特别 重要 。 
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定义 设 人 ,与 ,是 数 域 1 上 +? 维 线 性 空间 VV 的 于 空间 ， 
如 困 交 下, 了 ,=0， 则 子 空间 ,与 ,的 入 ,+ 了, 称 为 Vs 
号 让, 的 直 和 ， 记 为 2 

关于 子 空 3 同上, 与; 的 一 和 ,BV ,， 有 

定理 1 下列 各 是 竺 从 

C1) 和 六, + 让, 是 直 和 和; 

《2) 和 V+ 这 ,中 每 个 向 量 4 都 可 以 唯一 地 天 为 4a=ai 十 
yx， 其 中 aSV，x,&V,; 

《3) 和 VK,+ 了 VV 中 零 向 量 可 以 唯一 地 表 为 0=0,+0,， 
其 中 0, 和 0, 分别 是 六 入 , 的 等 向 量 (当然 它们 是 线性 空 闻 
六 的 零 向 量 ) ; 

(4) dim(V ,+V,)=dimVY, + dimVY,, 

证 命题 (1) 与 (4) 的 等 价 性 是 上 节 维 数 定理 的 推论 1 。 
下 画 没 着 线索 (1)》 = ”(2) 一 〉》(3) 一 )(14) 米 证 明定 理 。 

1) 全 《2) 。 由 子 空间 和 的 定义 ， 和 广 , + 站, 中 每 个 麻 : 
量 4 祁 可 以 表 为 w=alt+oa， 其 中 w 5 ，ckcF .如果 疝 量 w 
不 可 以 表 为 a= B+ B,, 其 中 B,E€V,，B.,E€V,, 则 a, 一 B=B, 
otV ,NV,。 由 于 入 ,+V, 是 直 和 ， 所 以 VNV,=0,， 因此 
0 三 ，Qs = 上,。 这 就 证 明 ， 向 量 a 的 分 解 式 a=al+0, 是 叭 
一 的 

(2) 二 (3) 。 显 然 人 3) 是 (2) 的 特殊 情形 。 

(3) 全 (人 1) 。 芭 和 广 + 矿 :不 是 直 和 ， 则 由 定义 ， 矿 
NY, 去 0， 于 是 存在 非 零 铅 量 otV ,NV,。 因 此 

0=0+0=a+ (一 00)， 

其 中 心 V，，~atV,。 即 零 向 量 0 具 有 两 个 不 同 的 分 解 式 、 
子 盾 . 

定理 1 证 毕 。 

定理 2 设 信 ,是 线性 空间 六 的 子 空间 。 则 存在 子 空间 六; 
CHV， 使 得 V=V,@V,.、 
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证 ”如果 及 , 是 零 子 空间, 则 取 太 ,= 大。 显然 ， 广 mn 矿 .=0， 
并 且 玉 =V +,， 因 此 让 =V,@V,。 如果 广 不 是 零 子 空间 ， 
则 设 dimVY ,=r，1 声 rn， 其 由 n=dimV。 于 是 ， 子 空间 了 ,其 
有 基 {oi ya，…ary。 把 {0 ,0 ,…,01} 扩充 成 线性 空间 了 的 基 
oil yas yy0r3y0rti 90s}j。 六 中 由 向 量 @,+ 1 521+2 9 0， 尘 成 
的 子 空间 六 (a,+1y01+s"… 0s) 为 : 

V (Grrray ss) ={ OOrti tartaCrts 十 十 GaCn 

:oat ,r+l<i<n}. 

取 太 ;= 亚 (otyor+ri 和 yas)。 显 然 ; 六 六 =0. 其 次 , 设 乓 六 
则 因 {a 552 yo 是 矿 的 基 ， 访 

R= (gd 二 GoQ 十 .十 GCC 

t+ (Grrty 十 Gy+z20rt2 十 十 GeCa)， 
其 由 Ge Tad 十 二 GE ari0ti 十 Gyrracy+r2 十 十 人 
CV,。 于 是 ，V =V +tV,。 XV NV, =0, 所 VY=V ,DV,, 
定理 2 证 毕 ， 

姐 果 广 和 瑚 , 是 线性 空间 VV 的 于 和 空间， 并 且 了 = 广 : 中 广 :， 
则 子 室 间 太 , 称 为 子 空间 信 , 的 补 。 当 然 ,, 也 是 六, 的 补 。 定 理 
2 说 明 ， 对 线性 空间 六 的 每 一 个 子 空间 让,， 它 的 补 是 存在 的 ， 
并 且 补 的 维 数 为 dimFr ~ dimY ;。 应 当 指 出 , 子 空间 广 , 的 补 并 不 
一 定 唯一 。 例 如 ， 在 二 维 实 行 向 量 R* 中 ， 取 六 ,= ae:atR)}， 
,= {aes :a7R}， 其 中 e1= (1,0)，e, = (0,1), 容 多 验证 ,了 ,是 
子 窒 间 广 , 的 补 。 取 子 : = {aa:akR}， 其 中 = e+ 8s,, 则 对 任意 
.QkR*， 均 有 

2&= (G40) =aie1+qd,8, = (4d1~ad,)eél1+a,(€1+ 8,) 

= (G0 一 Gy)E 一 G203 
因此 ， 民 := 产 ,+ 大 。 又 设 of 六 人: ， 刚 
Q=Giel=G2=0 (2 二 es)， 
其 中 aa:cR。 因 此 ，(a:-a:)s -ass =0， 所 2ay =a = 10， 
和 c=0。 从 而 VNY,=0。 因 此， 这 =VV@,， 即 VV, 也 是 子 
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空间 广 : 的 补 。 及 

两 个 子 空间 的 直 和 概念 可 以 推广 到 有 限 个 子 空间 的 情形 ， 
”定义 设 厂 广大: 是 数 域 上 上 8 维 线 性 空间 矿 的 子 
空间 ， 如 果子 空间 ,” ， ,的 入 二 这 十 …… 十 六 中 每 个 河 
量 x 都 可 以 唯一 地 表 为 &=ar+aas 十 … +Qs ,其 中 a,EV, ,1<i< 
hy 则 和 天， + 有 二 二 有 称 为 于 室 间 太太 ;;…s4 的 志和， 


记 为 ,VO 
定理 3 子 空间 斑 , 产 … 广 :的 和 疡 十 广 +… 十 大 为 直 . 
和 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， : 
dim(V .+t ++) =dimV +dimy ,+:.…+dimV ,. 
证 必要 性 设 dim ;=n;， 上 蕊 Lai yaia sr Orn} 是 六 ， 
的 走 。，1 二 1,2,… ,局 。 设 


记 “ 
2, Saiiri; = 0, 


i=1 j=1 
其 中 a; ;SF ，1j 志 nn;，1 志 i hk， 则 因 和 六 +,+…+ 信 ,是 
直 和 和 ， 所 以 直 和 ,DV ,名 …DV ,中 等 向 量 的 分 解 式 是 唯一 的 、 
因此 ， 


提交 

[} 
Di =0, i1=1,2,…,k。 
1 


由 于 toiyoisy…yCin)} 是 了 ;的 基 ， 所 以 ， Oil Ds 
=0;,,=0, i = 二 1,2,…,R。 这 表明 ， 疝 量 集合 {Qij :1 近 17 和 my 
1<<i kh} 线性 无 关 。 其 次 设 CEP + 广 :二 二 三 ， 则 存在 B ,EV ，,、 
1=1,2,.… ,kk， 使 得 : 

a= B+B,+.…+ BB,. 
由 于 B ,E87 ,， (oilyciz sai 是 三 ， 的 基 ， 所 议 


六， 
上 
B ;= 2 aii i =1,2,.…,k。 


一? 
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因此 ， 


kR i 
信 三 > ， OGii02i719 


i=1 ;=1 
却 和 六 + 放 ， + … + 信 , 中 每 个 向 量 都 可 由 向 量 集 合 {aii:1<】 
<n;，1 达 i 过 如 线性 表 出 .这 就 证 明 ，{040:1<j<n，1<i<h} 
是 入 11+,+…+ 了 ;的 基 ， 于 是 得 到 z 
dim(V ,+V, + t+V) =dimV ,+dimV, +.…+dimy ,。 
充分 性 ， 仍 让 dimk ， = {arsais sin;} 是 VV， 的 基 ， 
j=1,2,…… hk。 由 于 dim(V y+V, + +V)=dimV ,+dimr ,+ 
dimV 所 以 i:1 志 jn，1 志 i 和 hj 是 和 V+ 了 ,+… 
+ 及, 的 基 。 设 和 瑚 ,+F 斑 ,+…+ 产 中 向 量 % 其 有 两 个 分 解 式 
=a + + + = Pit+B, + 十 有 
其 中 ;BiEV ; ,i=1,2,…,k, 则 
(a,— BI)+t (~B)+ + (~ B= 0, 
因为 asi :1 志 ) 志 ?41 是 广 ; 的 基 ， 所 以 ， 


nm» 
Qo- Bi= jaiiYiis 
i 一 二 


其 中 aiEF，1<j< 和 ii，1<i<R。 因 此 ， 


kk 大 2 
> (ci ~— B,) 一 2 > aicoci=10。 


i 二 1 一 了 ;=1 
由 于 {010:1 志 jniy1<i<k)} 是 入 + 了, +…+ 六 的 基 ， 所 
plai;=0, 1<</<n;, 1<ik, 因此， oa; —B;=0, Be,=B;, 
i =1,2,…,R。 这 表明 ， 和 有 ,+ 和 :+…+ 了 区 中 每 个 向 量 表 为 子 
空间 让,V,…,Vs 中 沿 量 的 和 的 表 法 唯一 因此， 入 +， 
十 十 上 是 直 和 。 

定理 3 得 证 。 

从 定理 3 的 证 明 可 以 看 出 ， 关 于 子 空间 广 ， 广 :，…， 六 :的 直 
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和 的 定义 条 件 可 以 减弱 ， 芭 右 
定理 4 子 空间 广 ,广大 的 和 为 直 和 的 必要 且 充 分 条 : 
件 是 ， 和 六 :++ 扩 :+， i 中 零 向 量 可 以 唯一 地 表 为 子 室 间 
六 ,关中 疝 量 《当然 是 零 向 量 ) 的 和 。 
证 必要 人 性， 向 直 和 的 作 尺 和 上 + ， ;中 任意 向 
量 可 以 唯一 地 表 为 子 空间 了 ,了 ,…,V 中 向 量 的 和 ， 因 此， 和 
| “+ 让, 中 零 向 量 当 然 记 可 以 唯一 地 表 为 子 空间 VV 
VV, 中 亲 量 上 时 和 ， 
充分 性 ， 设 ok 广 , + 入 +… +， 具有 两 种 表 ! 示 方式 ， 即 设 
oa a 
刚 
(BT+-pB++( -8D)=0， 
轩 为 和 相让, ++ 太 , +… + 中 零 向 量 表 为 子 空间 VV ，…， 矿 ， 
中 同 量 的 和 的 表 法 叭 一， 而 零 向 量 显 然 具 有 如 下 的 表示 方式 ， 
0=0 二 0 十 十 0， 
东 让 0 是 于 空间 广 , 的 零 向 量 〈 也 是 矿 的 零 向 量 ) ， 所 以 ，oi 
-Ps=0=0 旭 ai=pB，i=1 2 这 就 证 明 ， 和 严 + 矿 ， 
二 分 二 中 每 个 向 量 表 为 子 空 间 斑 ，, 广 ，…, 斑 中 疝 量 的 和 的 
我 法 唯一 ， 即 入， + 这, +… + 是 直 和 ,定理 4 证 毕 。 
二 面 介绍 的 是 同一 个 线性 空间 中 子 空间 的 直 和 。 下 面 讨论 数 
拭 下 ee 人 问 的 直 和 。 设 避 和 了 矿 是 同一 数 域 丰 上 两 个 - 
线性 空间 。 取 空间 U 的 向 量 4 作为 第 一 个 分 量 ， 空 间 砂 的 向 量 
p= 组 成 有 序 疝 量 偶 (2， B). 于 有 这 样 的 有 序 问 ; 
U py ee 8) je 2 
在 集合 U xI 中 规定 向 量 加 法 如 下 ， 设 (4 ,B,)， (ss BYU 
x , 福 义 
(01,B1) + (GB)= (a +a,, Bi+B,); 
统 量 与 向 量 的 乘法 规定 为 设 EF，(a,B)EUx 玉 , 则 Xa,B> 
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= 一 (人 cs 人 有 ) ,容易 验 让 ， 和 集合 UXWW 在 如 此 规定 的 疝 量 加 法 ， 纯 
量 与 向 量 的 乘 灶 下 成 为 数 域 人 上 线性 空间 。 
在 线性 空间 UXx 琅 由 ， 记 

BD:={(a, BEUVUxW,. B=0), 

={(0,BEUxW, a=0), 
容易 验证 ， 他 和 闵 都 是 UxWW 的 子 空间 ， 并 且 亲 N=0. 对 于 
任意 (a,B)EUxW, 都 有 | 

(4,B) = (0,0) + (0,8B), 

其 中 Ce, 名 ,， (0,B)E 访 ,因此 UxW=U+V. 

定义 线性 空 关口 到 如 的 映射 7 为 对 任意 ok&U, 今 177(0) 

= (a,0)EU。 显然 ,7 是 U 到 上 UU 上 的 双 射 。 设 wy asEU ， 则 
PDCAH) = 0+,0) = 0.0) + (0,0) = 7(0)+n(0,), 
因此 ， 了 映射 保 加 法 。 又 设 KEF ,acU ， 则 
n(A0) = (Ma,0) = A (04,0) = An(o), 
所 以 映射 ?了 保 乘法 。 这 就 证 明 , 映射 了 是 线性 空间 U 到 上 上 的 同 
构 映 射 ， 即 UU 和 上 U 同 构 ， : 

同样 可 以 定义 线性 空间 丈 到 玩 的 映射 E ， 对 任意 BEV， 
令 5(B) = (0,B)EV。 映射 是 多 到 除 上 的 同 构 喘 射 。 因 此 ， 
了 到 和 了 于 同 构 。 

在 同 构 映射 和 下， 可 以 把 上 中 向 量 a 和 它 在 UV 中 的 象 
(Qa) = (a,0)， 以 及 歼 中 向 量 和 和 它 在 诊 中 的 象 (B)= (0， 
8) 分 别 等 同 起 来 。 也 就 是 说 ， 可 以 把 了 和 D， 玉 和 了 琴 分 别 视 
为 同一 个 空间 。 所 以 在 同 构 意义 下 ， 线 性 空间 笛 卡 儿 积 芝 x 琵 是 
:线性 空间 志和 了 玉 的 直 和 ， 并 记 为 口 x 到 = 局 中 中。 


习 题 


1 ， 在 4 维 实 向 量 空间 RR” 由， 二 
=i{(gq1,as "a,) ER’, Qitas++:. ra, =0}, 


={(019029. 0,) ER", G1=ad: = =a,}。 
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和 玉 显然 是 R* 的 子 空间 证明，R”=V@W， 
2、 在 数 域 上 2n 维 向 量 空间 Fz” 中 ， 记 


六 = {(ga1sas 0， ,) EH”, CI 一 Gs2 一 ‘=a,nt, | 


en ) St? *#, 0; 一 一 ,+i 1 二 17) 。 
人 显然 是 FF * ”的 子 空间 证明，P*”= 罗 HY， 


诡 Q10290s CQ 基准 复 风量 间 C* 中 的 向 量 ,，C* 
和 未 合 (aa 和 4a, Qs} 生成 的 子 空间 记 为 信和: 
玉 。 试 判断 4 = 了 介 玉 是 否 成 立 ? 
(1) oa =(0,1,0,1)， cs = (0,0,1,0), c, = (1,0,1,0),. 
,= 《1,1,0,.0); 
C2) a=C~1,1,1,0), os = (0,1,—1,1), ,= (1,0,. 
0,0), a, = (0,0,0,1); 
(3) c= (1,0,0,1), os= (0,1,1,0), a, = (1,0,1, 
0), a, = (0,1,0,1). z 
和 W 是 线性 空间 上 的 子 空间 。 如 有 果 其 中 每 一 个 - 
各 避让 而 人 之 和 的 交 上 3 上， 则 这 三 个 子 空间 称 为 无 关 
和 的。 证 有 明 ， 上 =U 昌 (名 歼 ) 的 必要 是 充分 条 件 是 ，U,， 让， TV 是 
和 并 且 上 =UBY@W, 
3。 兴 例 莘 明 ， 线 性 空间 上 的 子 空间 UU， ，Y 两 两 之 交 为 . 
四 间 ， 但 了 于 空间 已 ， 广 ， 矿 并 不 一 定 无 关 ， 
6、 证 有 明 ， 三 个 子 空 = 同 无 大 的 必要 且 充 5 和 它们 的 各 的: 
维 数 等 于 由 
1。 设 三 三，… 是 线性 空 ; 间 矿 的 子 宏 : 间 ， 证 明 下 列 命 
题 等 价 。 
(C1) 和 和 和 
(2) VN TV tt tj +t + + I,) =0, 
;=1,2,..*,E; : 
C3) PFN.=0, +V ONV,=0,., (V+ ,+ 
+ ,Nr ,=0, 
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§ 4.8 商 空间 


设 万 是 吓 数 域 厂 上 有 限 维 线性 空 :站 I 信 的 子 空 间 ， 向量 四 
BEF 。 如 果 疝 量 a- BE 及， 则 向 量 以 与 晴 称 为 模 丈 同 余 ， 记 为 
a 三 B (modWV) .大 中 向 量 之 间 的 模 丈 同 余 关系 具有 以 下 性 质 . 

1° 自 反 性 对 任意 向 量 aEV，a==a(modWWV); 

”对 称 性 设 向 量 % BeF, 并 且 = ‘B (modWy), 则 
Gace, / 

3" “传递 性 ” 设 向 量 a，B，， YEJV,， 并且 a=B (modW)， 
B=Y (modW) ,WW a=Y (modW) 。 站 

十 述 性 质 的 证 明 留 给 读者 作 练 习 ， 

由 于 线性 空间 /中 任意 两 个 向 量 归 么 模 矿 同 余 ， 要 么 模 IV 
不 同 余 ， 这 样 便 在 线性 空间 V 的 向 量 之 间 引 进 了 一 种 关系 ， 即 同 
余天 系 。 由 于 同 余 关系 满足 自 反 性 ， 对 称 性 和 传递 性 ， 因 此 了 中 
阿 量 便 按 照 同 余 关系 划分 为 同 余 类 ， 即 在 同一 个 同 余 类 的 向 量 和 披 
此 模 环 同 余 ， 而 在 不 同 的 同 余 半 中 的 向 量 - 定 模 玉 不 同 余 。 向 量 
& 所 在 的 同 余 类 记 为 4 . 辣 余 类 & 由 哪些 向 量 构成 ? 记 

a+W= {oat+Y,.YEW}. 
设 Bta+W, 则 B=a+Y，YEH1WH。 因 此 BB-a=YEWV， 本 B=a 
(modWY)， 所 以 ，BEa。. 其 次 设 BE&， 则 B 三 a(modWV) ,因此 存在 
YEW, 使 得 一 4=7， A B= a+Y, 即 8Eau+ 了 到。 所 ,G+ 
WW 从 击 a=oa+HH,。 . es 

所 有 模 ty 的 赔 余 类 集合 记 为 V/V 在 集合 天/ 环 中 .规定 同 
余 类 的 加 法 如 下。 对 任意 BEV/ 太 ， 今 5+B = a+B..' 纯 量 
与 同 余 类 的 乘法 规定 为 ， 对 任意 纯 量 人 6 已 ,REF WV, 今 Ma= Au 。 

应 当 指 出 ， 上 面 规定 的 同 余 类 加 法 是 在 同 余 类 wx 与 有 中 各 
取出 一 个 向 量 & 与 Bb (它们 分 别称 为 同 余 类 & 与 8 的 代表 元 ) ， 
然后 用 和 x+ B 所 在 的 同 余 类 a+ B 作为 同 余 类 & 与 6 的 和 &+ 
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B 。 身 然 产生 的 问题 是 ， 如 果 在 同 余 类 去 与 B 中 各 另 取 一 个 向 量 
a! 与 8/ ， 和 wo +B' 所 在 的 同 余 类 w + /是 否 和 同 余 类 x+ 有 


相同 ? 如 果 同 余 类 a” + B' 和 x+ 有 不 相同 ， 那 么 这 样 规定 的 局 
余 类 的 和 是 不 确定 的 。 如 果 不 论 同 余 类 4 和 B 的 代表 元 w 与 B/ 


如 何 选取 ， 同 余 类 w + B' 都 和 x+ 有 相同 ， 那 么 就 说 这 样 规定 
的 司 余 类 的 和 与 同 余 类 代表 元 的 选取 无 关 ， 于 是 同 亲 类 的 烤 法 便 
有 确切 意义 。 现 在 证 明 ， 上 面 规 定 的 同 余 类 加 法 和 赔 余 类 代表 元 
的 选取 无 关 。 事 实 上 ，, 设 w&6，B’'EB。 a’ 二 a(modW),，B/=B 
《modWWV),， 即 a -a，B'-BtW， 因 此 ， (a’+B') ~- (a+ 8B) 
= (0 ~-Q) +(B ~-B)EWV .所 以 ，a’' + B' =a+ B (modWY)。 于 是 
a+B’=a+B. 

同 祥 可 以 证 明 ， 纯 量 与 同 余 类 的 乘法 与 同 余 类 的 代表 元 选取 
无 闪 。 因 此 在 集合 V/ 歼 中 同 余 类 加 法 ， 纯 量 与 同 余 类 的 乘法 都 
有 确切 意义 。 

”容易 验证 ， 同 余 类 集合 VIW 在 上 述 规定 的 加 法 与 乘法 下 是 
数 域 由 上 线性 空间 ， 其 中 环 是 线性 宏 间 让 /WW 的 零 向 量 . 

数 域 上 上 线性 空间 VY/ 玉 称 为 线性 安 间 矿 关于 子 空间 太 的 
商 空间 . 

例如 ， 在 二 维 实 向量 R* 中 ， 记 

W = {(x, ,0) :x,€R}. 


矿 显然 是 呈 ? 的 子 空间 。 从 几何 上 看 ，R 流 是 通常 的 Euclid 平 
所 ， WV 是 平面 上 的 坐标 轴 ， Xi 加 ， 设 回 量 w = (XxX,，%;)ER' ,已 经 
知道 ， 疝 量 a 所 在 的 模 V 同 余 类 5 为 &=a+tW={a+t+B:BE17Y}. 
所 以 ， 


a={(y1, Xi)3yiCR 
这 表明 ， 辐 量 < = (x1, XX,) 所 在 PA 模 i 同人 外 类 a .是 Eucl; d 平 
回填 过 点 (X1, ; xz ) 于 平行 于 XX， 铀 的 二 2 过 入 油 室 间 天 /7 
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时 Euclid 平面 上 所 有 平行 于 Xi 轴 的 直线 集合 《图 1) 。 在 商 空 


间 R*/W 中 ， 同 余 类 五 与 瑟 的 和 为 w+ 有 ，、 即 直线 4 与 B 之 和 
是 过 向 量 x+ 有 B 的 终点 并 平行 于 x;, 轴 的 直线 ; 纯 量 "与 局 余 类 9 的 


， 


党/ 


RI 


生 


乘积 *& 为 Xx，. 即 纯 量 * 与 直线 的 乘积 X& 是 过 向 量 Xa 的 终 
号 并 平 伍 于 x, 轴 的 直线 。 | 
设 到 是 线性 空间 VY 的 子 空间 ,WV' 是 丈 的 补 ， 即 矿 = 丈 四 
厅 了 / 玉 是 扩 模 矿 的 商 空间 。 在 于 与 矿 / 矿 -之 间 可 以 自然 
地 规定 映射 了? 如下: 对 任意 向 量 ak1W'， 令 7(0) =c。 了 映射 .7 
称 为 自然 映射 。 设 下 所/ 大 ， 则 xE 矿 = 于 全 到/， 因 此 x=B+yY， 
其 中 BSW，YEW’'。 由 于 0~Y= RBK 太 ， 所 以 wx=Y(Cmod 丈 ) .因此 
7 =&。 即 对 任意 KV/ 近 ， 总 存在 向 量 YE1 ， 使 得 ”= 和 由 于 
n(Y) = 了 = 及. 所以， 映射 了 是 满 射 。 其 次 ， 设 Y，YaEV 并 
Hn(Y) = n(Y,), 则 yy = 因此 ，7Y = 三 7Y， (modW) wy BF 
YEW。 叉 Yi，Y,E1WV!， 故 Xi 一 YEW' 因此， 71 一 YW 人 W!'。 
由 于 WW! 是 到 的 补 所 以 矿 fWW'=0, 因此 71-7?,=0, 期 六 
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=7，。 这 表明 ， 映 射 是 单 射 。 最 后 ， 由 于 对 任意 7, ,7,EW'， 


I +7Y,)=7,+7, = +7Y,=7(Y,) +7(), ) ， 


所 以 ， 上 映射? 了 是 保 加 法 的 。 由 于 对 任意 人 已 ，7Y6 了 到 7， 
DCX7) = AY= X27= 人力 ()7)， 


所 以 ， 映 射 了 是 保 乘 法 的 。 因 此 ， 丈 ” 到 V1W 上 的 映射 7 是 同 
构 映 射 ， 从 而 球 / 和 VV/ 玉 疗 构 。 

总 结 上 面 的 讨论 ， 我 们 得 到 ， 

定理 1 设 太 是 数 域 瑟 上 4 维 线 性 空间 六 的 子 空间 ，WV? 
是 子 空间 太 的 补 。 则 子 空间 丈 / 和 矿 关于 历 的 商 空 间 V/WV 局 
构 ， 并 且 WW' 到 Vf/ 上 的 自然 喘 射 是 同 网 映射 

由 定理 1 立即 得 到 ， 

推论 设 WV 是 线性 空间 矿 的 子 空 : 间 ， 则 素 关 于 了 球 的 商 室 
间 VfWV 的 维 数 为 

dim(V /HW) = dimY - dimW. 


习 题 
L。 在 数 域 正 上 所 有 关于 未 定 元 x 的 多 项 式 构成 的 线性 空间 
F[xj] 中 ， 记 
dace to- <n}, 
= {f (x) EFTxJ:f (x) = f(x)}., 
F 入 和 FTx] 的 子 空间 。 再 鹤 s 间 PE/F, [#2] 和 FL 
是 人 洗 是 有 限 维 的 。 
~- 设 扫 4 是 数 域 收 上 m xn 矩阵，B 是 数 域 让 上 + 维 列 向 量 
空间 2 中 的 向 量 ， 并 且 rank (4,B) = rankA。 记 方程 组 Ax=0 
的 解 空间 为 V4。 设 向 量 a 是 方程 组 .4x= B 的 一 个 特 解 。 证 明 ， 
i B 的 所 有 解构 成 F* 中 向 量 a 所 在 的 模 六 同 余 类 . 
3。 设 歼 是 数 域 矿 上 + 维 列 向 量 空间 F? 的 子 空 x 间 。 证 了 明 ， 
他 在 数 域 六 上 m xn 和 矩阵 4， 使 得 齐 次 方程 组 Ax=0 的 解 空间 
764 


,为 WV. 

4。 设 矿 是 数 域 已 上， 维 列 向 量 空间 fF* 中 的 子 空间 .证 
明 ， 对 于 五 * 中 每 个 向 量 w ， 总 存在 数 域 瑞 上 和 xz 证 阵 4 和 加 
量 BEF", 使 得 线性 方程 组 4x= 8 的 所 有 解 的 集合 就 是 向 量 x 所 
在 的 模 矿 同 余 类 ， 


第 五 章 ”线性 变换 


变换 历来 是 数学 中 最 主要 的 基本 概念 之 一 。 线 性 代数 只 讨论 
线性 空间 之 闻 的 线性 变换 。$5.1 一 $5 .4 研究 两 个 线性 空间 之 间 的 
线性 变换 一 一 这 里 称 为 线性 映射 ， 而 将 变换 一 词 留 给 线性 室 间 到 
它 目 身上 的 线性 映射 .在 取 定 的 基 下 ,每 个 线性 映射 可 以 用 一 个 和 矩 
阵 关 示 ， 面 周一 个 线性 映射 在 不 同 的 基 下 的 卸 阵 表示 恰好 是 彼此 
相抵 的 炬 隆 。 于 是 ,寻求 线性 映射 的 最 简单 的 答 阵 表示 ,就 归结 为 
起 阵 在 相抵 下 的 分 类 问题 。 在 研究 矩阵 在 相抵 下 的 分 类 时 所 遇 到 
的 不 变量 一 一 矩阵 的 秩 , 从 几何 的 观点 在, 就 是 线性 喘 射 的 象 空间 
的 维 数 。 于 是 ， 这 几 节 的 内 容 以 明确 的 方式 展示 了 线性 代数 中 几 
何 理论 与 煽 阵 理论 之 间 的 联系 。 真正 弄 懂 这 种 联系 ， 将 会 极 大 地 
有 助 于 读者 理解 全 部 线性 代数 的 内 容 。$5.5 开 始 讨论 线性 变换 ， 
这 部 分 户 容 是 线性 代数 中 的 重点 ， 也 是 线性 代数 中 的 难点 。 本 书 
在 讨 论 线性 变换 时 是 从 儿 何 入 手 和 的， 也 就 是 从 线性 空间 关于 线性 
变换 的 分 解 开始 的 。 为 此 需要 一 些 预 备 知 识 。$5.6 引 入 了 线性 变 
换 的 不 变 子 空间 的 概念 。 在 涉及 线性 变换 的 一 维 不 变 子 空间 时 ， 
自然 而 然 地 产生 了 线性 变换 的 特征 值 、 特 征 向 量 、 特 征 多 项 式 以 
及 特征 子 空 间 等 一 系列 与 线性 变换 紧密 联系 的 重要 概念 。 这 些 是 
$3.1 写 39,.8 的 内 容 。 由 于 线性 变换 的 特征 值 在 各 种 问题 二 的 重要 
性 ，$5.9 对 特征 值 的 界 作 了 一 些 估计 ， 


35.,1 映射 


亲本 章 需 要 ， 先 复习 一 下 映射 狂 候 ， 并 介绍 一 些 有 关 遇 射 的 
术语 。 
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给 定 集合 S 和 了 .所 谓 集合 S 到 了 是 映射 7 是 指 集 合 8 到 


集合 了 的 一 个 对 应 规律 ， 使 得 对 任意 给 定 的 元 素 okS, 按照 对 应 
规律 ”， 可 以 确定 集合 TT 的 唯一 一 个 元 素 BB 与 a 相对 应 , 集合 5 
到 | T 的 映射 7 记 为 7: 5 一 了 .元 素 有 称 为 元 素 2 在 映射 7 下 汐 肖 ， 


和 


元 素 & 称 为 元 素 B 的 原 象 。 当 4 遍 8 历 集合 S 的 元 素 时 ; 所 有 和 的 


古人 


是] 
Imy= {7(0 10€S}. 
元 素 有 的 所 有 原 象 的 集合 记 为 六:(B) ， 即 
7 (8B) = {cS :0) = Bp}. 

给 定 映射 7:9-71.， 如 朵 对 任意 oa&5， Ca 站 C，， 均 有 
(0) FIs), My 称 为 单 射 。 可 以 看 出 ， 当 且 仅 当 由 7 了 (oa) 
= (oa) 可 以 推 得 ws = cs 时 ?是 单 射 、 

给 定 上 映射 ”3 一 。 如果 对 任意 BEL， 存在 o&3,- 使 得 
(0) = B， 则 了 称 为 满 射 。 容 易 看 出 ， 当 且 仅 当 0(S) = 了 时 映 


射 了 是 满 射 。 如 果 了 是 满 射 ， 则 说 映射 了 是 8S 到 TT 上 上 的， 如 果 思 
不 是 满 射 ， 则 说 映射 了 是 $ 到 了 内 的 。 

如 果 了 映射 0:9 一 人 既是 单 射 ， 又 是 满 射 ， 则 7 称 为 及 身 ， 或 
者 SS 到 TT 上 的 一 一 对 应 ， 

给 定 集 合 U,V 和 玉 ， 以 及 有 映射 7n7:U 了 ,86;V-> 玉 ， 定义 
如 到 玉 的 合成 映射 急 如 下 ; 设 翅 U， 则 令 (E19) (40) = 二 (0D )。 
映射 55:U 忆 这 称 为 映射 ”和 5 的 乘积 . 例如 映射 f:R 一 RR 和 g: 
天 一 R 是 函数 , 则 映射 f 与 9 的 乘积 gf 就 是 复合 函数 。 应当 指出 ， 
瑞 射 的 乘积 一 般 是 不 可 交换 的 ， 即 等 式 幻 = 区 一 般 并 不 成 立 ， 
其 原因 是 ， 一 般 地 说 ， 尽 管 映 射 ”与 5 的 乘积 全 有 意义 ,但 乘 
积 基 不 一 定 有 意义 。 芭 使 乘积 67 与 全 都 有 意义 ， 也 不 能 保证 等 
式 57=W76。 这 只 要 注意 复合 六 数 一 般 与 函数 复合 的 次 序 有 关 就 
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够 了 ,: 

对 映射 的 乘积 ， 有 

定理 1 设 S，,1， U 入 是 集合 合 ， 有 S—T ,7: ,To0 与 
a UV “是 映射 ， 则 (7E) = (CE。 换 句 话 说 ， 映射 的 乘法 满 
足 结 

证 由 映射 乘积 的 定义 ， 对 任意 s&3， 

(CC (75)) (5s) = 6 N85) = 6 7(5(s))), 
并 县 

((67)5)(《s) = (6 7) (5(s)) = (7(s(s)). 
因此 (6078)) (s) = (CD(s), 即 5075)= (56)5. 定理 1 
证 毕 

集合 S 到 自身 的 双 射 称 为 集合 5 的 变换 . 定义 集合 .S 到 自身 
的 映射 s。 如 下 ， 设 sES ， 则 令 es(s) =s。 显然， ss 是 集合 S 的 
变换 ， 它 称 为 集合 的 全 等 本 换 ， 或 者 单位 换 。 天 于 单位 变换 
Es， 有朋 | 

定理 2 对 任意 映射 3 一， 均 有 7ss = 617=7， 

证 显然 ， 对 任意 s€S ,jes(s)=7(ss(s)) = 1(S) 。 同 
样 ， 对 任意 sko5，(sr7)(s)=sr (1s))=7()。 因 此 7Es=77 
EY | 
后 讨论 遂 上 映射 。 设 7:3 一 了 是 映射 ， 如 时 存在 5:1T 于 o> 
使 得 oe 75 = sr， 则 映射 7:2 习 了 称 为 可 递 映 射 ， 映 射 心 : 
了 一 5 称 为 7 的 道 映射， 并 记 为 术 关于 可 递 映射 ， 有 

定理 .3 映射 7 9 一 人 可 道 的 必 要 且 充 分 ?条 件 古 映 种 7 为 
双 射 。 

证 设 映射 SI 林道 ; 则 存在 的 道 映 射 5; TS 使 
得 57=Es，75S=E7。 . 设 51,5a€9。 如 困 7(51) = )， 则 

| 1'=€Es(81) = (67) (51) =5(7(s1)) = 3(7(s,)) 

= (57) (ss. = 58s (8.)= 8,., Se 
这 表明 映射 了 是 单 射 。 其 次 设 4 。 则 :- 
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tf-=sr(i)= (75)(#) = 7 (5(7))., | 
记 专 (+)=s， 则 s€S， 和 且 7($) =t。 因 此 映射 是 满 射 .: 妥 以 7 
是 双 射 。 
反之 ， 设 3:S ->T 是 双 射 。 由 于 了 是 满 射 , 因 此 对 任意 {E7 ， 
存在 *ES， 使 得 7(*) = 上。 由 于 了 是 单 射 ， 因 此 * 是 唯一 的 。 定 
义 映 射 $:T>S 如 下 : 让 & 1ET， 如 果 s5S， 且 ?CD) = 昌 则 令 
&(z) = s. 由 映射 5 的 定义 ， 对 任意 s&5， 
s=5(7(s)) = 57(s), | z 
因 兹 sn =ss; 对 任意 1ET， 存在 SES, 使 7(s)=t。 因此，$(1) 
=s。 所 以 四 
f=7(s) =7G(CD)) = 5) (0)， 

即 =ej。 所 以 是 7 的 道 映射 ,7 是 可 道 的 。 定理 3 证 第 

定理 4 设 喘 射 7:23 一 了 可 道 ， 则 了 的 道 映 射 是 唯一 的 。 

证 设 :| 一 和 =，: ! 一 5 是 了 的 逆 逆 映 射 ， $= es， 
5 =sry， 日 5.7=8s，75,=67z。 因 此 

和 了 = Se = 51(7.) = = (517)5, = ss = 和 。 

定理 4 证 毕 由 

定理 5 没 映射 11S 2 和 ,TU 可逆 ， 则 它 们 的 乘积 
57;SU 也 可 道 . 
证 设 7 和 < 的 道 器 对 分 别 是 "和 1 则 7 下 


. m1 A 


1 N=Egy 55 一 Sr 5 . 因此 (57D) 77 57 ) = 三 (II ) 
E71)=$(s15-1) = $5-1= sy, 和 -1 1) (87) = 7 1 ( (S18)7) 


二 7 (877) = 二 77 77=Es。 所 以 映射 57 可 道 ， 并 上 且 5 的; 逆 映 里 为 
7 5， 即 (D) "= 六 上。 定理 5 证 毕 。 


? ”线性 映射 


设 U 和 凡是 数 域 上 线性 空间 ， 且 A,U->V 是 映射 。 
定义 1 如 果 映 射 A,U 一 满足， | 人 
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LM(]) 对 任意 a) ,axkL ， A(l(a,t+o,)=A(u)+A le,); 
LM (2) ”对 任意 XE 玉 ，o&EU， 态 (Xa) = 和 A 和 (a)， 则 映射 丰 称 
为 线性 空间 乙 到 严 的 线性 映射 。 


例 1 设 拓 是 数 域 忆 上 呈 维 线性 空 间 ，{toas yas，…，cs 上 是 忆 7 
的 基 ， x€U 在 基 {o， ;02.9… 9004} 下 的 坐标 为 (Qa1,02 Ga) 。 定 
义 口 到 数 域 矿 上 + 维 列 向 量 室 间 fF? 的 映射 礁 如 下 AA(a) 
= 《gq3;42，…54) 。 则 映射 及 ,U-> 政 ”是 线性 映射 。 

证 设 c4,BEU 在 基 {ei 0s,… ,0,} 下 的 坐标 分 别 为 (a1 ,a,， 
,bib 0.) ， 则 

Al(c) = (ga,a, ,sa,)’, 
A(B)= (6b,,b,,.…,b.)’. 
显然 c+ 有 与 Xa 的 华 标 分 别 为 (qi +bi,as + bssy,0s+ Bb) 
与 (Ma ,Xas，… 40,) ， 其 中 A 闪 站 。 因此， 
上 (2z+R)=(ei+pdy 上 +D GOG 十 六) 
= (Gy02，… ds) +) = AC) +A(E). 

A (hx) = (Nha, ,AAA ) = 人 (aa va ) =AA (0), 
因此 映射 A.U 一 F” 满足 LM(G) 与 LM(C2)。 所 以 映射 4 :CC 一 
F* 是 线性 的 。 

例 2 设 2 是 数 城 瑟 上 上 引 维 行 问 量 空 间 ， 且 正 束 数 mm <m。 
定义 映射 及 .FF* 如 下 ; 设 X= (XXZX 则 令 
人 (xz) = (X11 ,Xs,…,X。)。 容 易 验 证 ， 映 射 太 :1”"-> 了 7* 是 线性 的 ， 
它 称 为 上 "到 天 ”上 的 投影 变换 。 

例 3 妇 厂 是 数 拔 斑 上 上 线性 空 则 ，L 与 矿 是 乒 的 子 空 间 ， 且 
六 =U 人 DW。 定义 映射 及 :VU 如 下 ， 设 六 ， 则 存在 办 一 一 对 
向 量 B 与 7，BEU，,，YEW， 使 得 a= 8+yY， 令 和 (oo) = 有 8。 容易 验 
证 ， 映 射 态 :V->U 是 线性 的 , 它 称 为 线性 空间 民 到 子 空间 这 上 的 
投影 变换 。 注意 ， 投 影 变换 入 :VU 是 满 射 

例 4 设 让 和 UU 是 数 域 忆 上 线性 空间 。 定 义 映 射 态 ; 让 ->U 如 
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下 设 ckEF， 则 令 (wy =0。 显 然 肌 射 入 是 线性 的 ， 它 称 为 稚 
了 瑞 射 . 

例 5 设 4”” 是 数 域 亚 上 所 有 和 xx 和 托 阵 构成 的 线性 宝 间 ， 
忆 和 分别 是 给 定 的 名 阶 和 ? 阶 方 阵 。 定 义 映 射 态 ;P"**->F"** 
如 下 ， 对 任意 XEF"**"， 仿 AA(X) =PXQ。 容易 验证 , 映射 A 
是 线性 的 . : i " 

例 6 设 F[xj 是 数 域 上 所 有 关于 x 的 多 项 式 构成 的 线 性 
空间 . 定义 映 英 D;FExj->FEx] 如 下 ， 设 FGoO =ao+ai2X+:… 
+a,.x"EFLx], 则 令 D (F(x)) =gi+2g,X+.… +ha.X”- ， 及 最 站 和 
为 微 商 变换 。 容 易 验 证 ， 喘 射 D 是 线性 的 。 省 

对 于 线性 映射 及;:U 一 站， 下 性 质 成 立 ， 

性 质 1 设 0 是 线性 空间 品 的 等 向 量 ， 则 A (0) = 0， 

证 由 于 4(0) = 如 (0+0) ， 故 由 LM (1)， A(0) = A 
+ 有 态 (0)。 因此 4 (0) =0. 

性 质 2 设 4 人 Eco OEU, 则 A a 
t Ams tt ha) = A (2) + ,A ly, ) 十 十 人 人 ta,)., 

证 ”对 大 用 归纳 法 。 当 &=1 时 上 式 即 为 LM(2)， 故 结论 对 : 
R=I 成 立 。 设 结论 对 有 R-1I 成 立即 首 (a, 入 ,G+ + 
人 io = 人 (+o(o) +… 和 + 现在 . 
证 明 结 论 对 大 成 立 。 由 于 

A(N oo + os + ho,) 

= A(C a FA, 十 二 人 
故 由 LM1x1)， / 
A oith ,a, t+ + /0,) 
=A(NM ce, + 人 :0 十 十 和 人 io 十 网 (as 
由 归 绩 假设 和 LM (2) ， 
(7 a, + 和 os 十 二 人 

= A++ IC + CD) 

让 结论 对 上 也 成 立 


Ci - 1 ) 十 人 #0) ， 


和 一 人 
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性 质 35 设 cis0s，… CEU 线性 相关 ， 则 入 (a,)， 有 态 (a,)， 
…， 具 (a,)&V 线性 相关 ， 

证 ”因为 wx ,as ,ax 线性 相关 ， 故 存在 不 全 为 零 的 人 ，， 
和 A,。,… ,人 EF ,使 得 0 二 人 ,0 十 … 十 A 人 0p =0。 由 性 质 1 和 性 


怖 2， 
A(0)=ACA oA0 + 十 入 0,) 


= 人 CD)+ Cs)+…+A 人 (xs)=0。 
因此 及 (0), 有 (a,)，…， 及 (wi) 线性 相关 。 

.定理 1 区 也 与 下 分 别 是 数 域 扩 上 n 维和 六 维 线性 空间 ， 
{a yo … 0,} 是 口 的 基 。 设 BB,，,…,B, 是 VV 中 任意 给 定 的 
个 向 量 。 则 存在 唯一 线性 映射 及:U->V, 使 得 4 = Bi, J 
=1,2,... ,1。 本 

证 “ 设 ok 在 类 {a rear 0,} 下 的 举 标 为 (ga3 ,as ef 
定义 映射 态 :U VV 如 下 设 akf0, 则 今 A(a) =aB,+ayB，+ 
+ 四 
设 wP4U 在 基 taiyas， cos 下 的 坐标 分 别 为 (ay as ，…， 
Gs) 和 《6,,6s,… ,60.) ， 则 a+ B 在 基 {9 ,0s,… ,0,} 下 的 坐标 
为 (al+bar+b as+pDo) 。 因此 ， A(u)=al,F,+asB, 
+…+aPpP A(B)=b,B,+6b,B,+.…+b,B., 且 

入 (c+ B)= (gi+b,)B,+ (a,+b,)B,+.…+ (a,+b6,)B, 
= (aip+a ps+…+asp)+(Dp8+DB +…+D BO)。 
所 以 Ac+ 有 B) = 人 4(o+ 人 (8B)。 故 映射 人 :1 一 三 满足 LM (1)， 

区 AE€F ,HotU 在 基 {ai ,as ,0 下 的 举 标 为 《ayd， 39°""9 
Qa} 则 Ac 在 基 { 2 ,0s,… as 下 的 坐标 为 (人 ai， 人 os，…， 人 as) 7 。 
因此 A(a)=a,B,+asB,+:…+a.B,,A(io) = Xia.B,+ sa,B, 
+*%+ha,.B, = A (aiBi+asB,+.…+a,.B,). 所 以 A(Mo)= $A (0o), 
即 映射 4 :U 一 7 满足 LM (2) ,这 就 证 明 , 映 射 丰 :UV 是 线性 的 ，。 

显然 基 向 量 a 在 基 {ay 0;，…s,as,} 下 的 坐标 为 (0,0,…， 
0,1, 0,…,0)“。 因 此 AA (ai ) = Bj 三 1,2,… 8H。 有 所 以 映射 硫 是 
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满足 及 (gj) = Bj;，7=1,2,…,n，, 的 线性 映射 。 
现在 攻 线 人 性 映射 号:U 一 广 也 满足 Blaj) = Bj，i=1,2,.…， 
?#， 且 atU 在 基 {o， 902 90s} 下 的 坐标 为 (a ,a, Co) 。 出 


ax=Gai2i +doxs 二 …+4 2 。 因 此 
Blo) = Blgyal+as0s + +a,0,) 
=a.B (la,) +aB(la,) 十 … ta.B(lo,) 
=aiBi+asP,+ taaB,= A (wm. 


由 2 的 任意 性 ，B = A。 定理 1 证 毕 ， 四 
定理 1 说明， 如果 在 线性 空间 口中 取 定 一 组 基 {0 ,os ，…， 
cx.}， 则 线性 映射 人:U 一 三 由 基 向 量 ws ,oa: ，… ,a, 在 入 下 的 象 所 
玲 一 确定 。 
现在 给 出 线性 映射 人 :CU 一 乒 的 矩阵 表示。 设 避 和 T 分 别 是 
效 域 站 上 维和 台 维 线性 空间 ，{a3 ,0s9…,as} 和 {Bi,B,,…， 
有 分 别 是 乙 和 了 的 基 。 显 然 ， 4 (oj ) EV 。 由 于 {Bi1,B,,…， 
B,} 是 六 的 基 ， 所 以 / 


Alc,) =aiiBi+asB.+.……+a,,.B,, 


A (a,) =as1Bi+assB,+-.…+a,.B,, 


而 


A lx.,) = Gu 及， 十 Gu 月 ， 十 十 Gone 月。 
上 去 可 以 写成 矩阵 形式 如 下 : 
各 (aa ,0 ,0,) 一 (A tla,) ;A (a,) ,A )) 


Ui! ds1 … Gsl1 


Cl2 CQ: ”Unz2 


一 (B1,B,,.…,B,) 
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| ai， 3 人 2 
A= 
1m Usnm dna | 
测 | 
Alais0s s,s,) = (Ei,B,,…,B.)A. (5.2.1) 
矩阵 4 称 为 及 在 U 的 车 {a » (2 ;0 与 下 的 基 {B， , 请， ,7 PP >.} 
下 的 矩阵 。 


设 akU 在 基 {falyas ,as 下 的 坐标 为 (xi xs，…， xs) . 记 
XA = XX, Xs 则 wx= x 0 +X 0 + 二 X00, = (0 ,O02 9 
一 ，Q,)X。 因 此 
A(n)= A(xX rl +X,n, +t.…+ Xr,) 
=X (ai)+X 风 (ay) 十 十 XGA(c ) 
= (4A(o) ,4(o:) (as) )x 
= Al(g) ay 0 )X。 
咎 式 (5.2。1) ， 
A(m)=(B,,B,,…,B,)Ax. / 
这 表明 ， 向 量 “ 在 4 下 的 象 (0) 存 VV 的 基 {B,,B,,… ,6。} 下 的 
坐标 为 
3=-4x (5 2.2) 
所 有 已 到 瑚 的 线性 映射 集合 记 为 也 sx。， 数 域 忆 上 所 有 m xn 
矩 和 之 的 集合 记 为 fF"”*?”。 设 AKL,。, 在 局 的 基 {eaiyax，…es} 与 矿 
的 基 {B ,6,,…,B。} 下 的 矩阵 为 4。 定 义 上 .x 到"*?” 的 映射 
7 如 下 对 AEL,x,， 令 7(A4A) =4。 显 然 对 A,BEL,、,， 
有 zB， 有 A 与 B 在 U 的 基 {0,0,，…,0,1 与 矿 的 基 {B,, 8,,…， 
B,.} 下 的 矩阵 A 与 B 满 足 毛 到 8B。 因此 7( 有 态 ) 取 7(B)。 即 映 射 7 
是 单 射 。 另 一 方面 ， 设 4 记 
(7 yyYw)=(pB Bo) 才 
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显然 ，y ys，…) YE 扩 。 由 定理 1 ， 存 在 45C 使 得 A (oj》 
=7i， 71=1,2， 。 因 琵 
人 (ai ,os ;: a = (yy = (Bi1,Bs, ,Ba)A. 
这 天 明 妥 在 U 的 基 {a1 ,0s，…,0,} 与 的 基 {B1,B:，,…,B。} 下 的 
短 阵 六 4。 所 以 7(A) = 4， 凶 映 射 7” 是 满 射 。 于 是 7 是 双 射 。 
这 说 明 ， 数 域 太 上 一 个 m xn 算 阵 表示 数 域 六 上 + 维 线性 空 同 U 
到 数 域 所 上 六 维 线性 空间 瑚 的 一 个 线性 映射 。 这 就 是 给 出 了 和 拖 阵 
的 一 种 几何 意义 。 : 1 
设 线 性 映射 入:U 一 矿 在 局 的 基 {al 0s,…,4,} 与 让 的 基 {B1， 
B，,…，B。} 下 和 在 坟 的 基 {2a 2 ，…)2)} 与 矿 的 基 {B8 ,8B，，…， 
5 下 的 矩阵 分 别 为 4 与 妃 ， 即 
人 (uiyosoas)= (BiB yp)4， (5.2.3) 
A (2 2 ) = (B11,B,,…,8B.)B. (5.2.4) 
矩阵 4 与 妃 有 什么 联系 ? 下 面 回答 这 一 问题 
设 由 基 {&, ,cs ，……，&。} 到 基 {uiyas，…ycxsj} 的 过 湾 和 矩阵 为 Q， 
由 十 [R 8 ,8 到 二 (BB 三 过 湾 矩 阵 为 已 ， 即 


(aa sss, ) 一 (0, , 0, ,0 0, (5,.2.5) 
(Bi1,B,,… ,BB, ) = (B,,B,,…,B)P. (9.2.6) 


是 估 分 明生 卫队 可 带 方 隆 。i2Q = (qir) 的 第 1 列 
为 qi; = (qi199zi9…94ni) 。 出 式 (5.2.5) ,Qj; = (oa yc …， 
xs)gi。 由 于 映射 入 是 线性 的 ， 所 以 A (8&1) = (4 (2) ,AA(a,)， 
(0)) qj;，7=1,2,…,n。 央 此 ， 

人 (0300 = CA) ,AG,),…, A,)) GQ. 
把 式 (5.2,3) 代入 上 式 得 到 ， 

(Cao = (Bi,B,,…,B.)AQ. 

内 把 式 (5.2.6) 代入 上 上 式 得 到 ， 

4(2 ,d,s 0) = (BB,,…,B.)PAQ. 
由 干线 性 映射 及 由 基 疝 量 aa ,4,,…,9, 在 及 下 的 象 所 唯一 确 定 ， 
因此 B= 了 AQ。 有 即 线性 映射 有 的 矩阵 4 与 BB 是 相抵 的 ， 
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有 反之， 设 矩 阵 4 与 B 相 抵 ， 即 设 B=PAQ, 其 中 和 0Q 分 
别 是 由 阶 与 头 阶 可 道 方 阵 。 在 也 与 大 中 分 别 取 基 {a yas 0 
与 基 {B,,B,,…,B,}。 由 式 (5.2.5) 和 式 (5.2。6) 分 别 确 定 U 的 
其 {© ,8,，…5&,} 和 洲 的 基 { 户 ,,B,，…, 户 ,}。 由 

A (no ,0) = (Bi,B,,…,B.)A, 
Bla,n, ,0,) = (BB,:…,B.)B 
可 以 定义 品 到 玉 的 线性 映射 破 与 BB。 由 于 B= 了 PAQ， 族 
Bd, ,sd,) = (B,,B,,.…,B.)PAQ. 
由 和 陈 (5.2.6) ， 
Bl ,0,) = (Bi,B;,…,B.)AQ. 
本 
B((a, ,G0,,% 0,.)Q 1)= (BB,,B,,.…,B;)A. 
由 下 (5.2.5)， 
Bl(a, ,os ts) = (B11,B,,…,B.)A. 
由 定理 1，B= 有 和。 这 表明 ， 相 抵 的 矩阵 是 同一 个 线性 映射 在 不 
同 基 下 的 矩阵 。 这 就 给 出 了 算 阵 相抵 的 几何 意义 。 利 用 矩阵 在 相 
抵 下 的 标准 形 ， 可 以 证 了 明 ， 

定理 2 设 线性 映射 态 :U>V 在 U 的 蔡 {01,0s,…,0,1j 与 六 
的 基 {B,,B,,…,B。.} 下 的 矩阵 为 4， 且 rank4=r。 则 UU 与 六 中 
分 别 存 在 基 {a， ,0 ,2 与 基 { 有 B， ,B, ,Ba}, 使 得 

/ ~ /i 0 
六 (Ci ws os) = 人 } 
: 0 0 
证 由 假设 ， 
A (ai y02 9 0s) = (Bi,B,,…,B.)A., 
因为 rankA4=r， 因 此 存在 训 阶 与 # 阶 可 遂 方 了 泗 呈 与 Q， 使 得 


7 U、 
p49-| ] 
0 0 


(Ga 30 2 9 “sn = (G1 9029 .0a) Gs 


(B1,B:, ,BbB.) = (B,,B,,…,B. ) 天- 


由 于 已，Q 可 道 ， 所 以 {2， 2 .与 6 有， .5 } 分 别 是 
LU 与 的 的 基 ， 而 且 凡 在 这 的 基 {2 ;2 ，… 5 与 的 基 {B，,B，， 


1.,, 6 
8 下 的 更 阵 邯 办 pao=| 1 定理 2 证 毕 。 
0 z 


习 是 

1。 设 F[x] 是 数 域 忆 上 所 有 一 元 多 项 式 f(x) 的 集合 。 定 义 映 
射 久 ;FF[x]->FExJ 如 下 设 f(x) EF[Lx]， 则 令 人 (f(x)) =f (x+ 
1) -f(x)。 证 明和 是 线性 上 映射。 

2， 数 域 天上 所 有 n 阶 方 阵 构成 的 线性 空间 记 为 F”™*。 定义 
映射 肪 ，F ”>F*”** 如 下 ， 设 EP””， 则 令 A(X)=AX 
~ 4， 其 中 4 是 FF**" 中 给 定 的 方 阵 。 证 明 人 是 线性 映射 。 

3。 数 域 记 上 8 维 列 向 量 空间 记 为 F*。 定 义 映 射 六 :已 "一 = 
如 下 ， 设 oEF”*， 则 令 4(o) = 4a， 其 中 4 是 忆 x” 中 国定 的 扼 
阵 。 证 明 人 是 线性 映射 ， 并 且 公 为 零 映射 的 必要 且 充 分 条 件 是 4 
为 零乱 阵 

4。 设 C 为 复数 域 。 求 映射 A:C 一 C， 使 得 当 C 视 为 实数 域 
上 线性 空 闻 时 人 是 线性 的 ， 而 当 C 视 为 复数 域 上 线性 空间 时 有 4 不 
ns 

5。 设 ”是 数 域 了 上 4 维 行 向 量 空间 ， 是 自然 数 集合 入 
(12, 中 到 自身 上 的 映 瑞 ， 定义 映射 人 ,: 下 ">F" 如 下 ， 设 x 
二 《Xi9X2 9 EP?, 则 今 有 A. (X) = (X01) 3 X22) 9 Ns) ) 
证 明 息 . 是 线性 映射 ， 并 来 4， 在 基 {61,e:，…，E。} 下 的 方 阵 ， 
其 中 6j = (0,…,0,1, 0,…, 0)， 沁 到 自身 上 所 有 双 射 的 集合 


为 S。。 设 YES :， 则 (Dr(2)…x() 是 1，2，…，3 的 一 个 排 
列 、 排 列 x(bDa(2)…x (0 的 寄 偶 性 符号 记 为 sga(x) 。 证 明 


eff 


人 (xz) = 》，Sgn(X) A. (x) 
Eh 
是 严 ” 到 瓦 "的 线性 映射 ,并 求 出 入 在 基 {sys:，…，ssj 下 的 方 阵 。 
6。 是 否 存 在 线性 映射 全 ;:R' 一 R?, 使 得 A((l, 一 1,1) > 
= (1,0), A(l,l,1l) = (0,1)? 
7。 在 实数 域 尽 上 2 维 行 向 量 空间 上 ”中 ， 记 
= (1,—1), ,= (2,—1),0,= (~3,1); 
Bi= (1,0), B,= (0,1), B,= (1,1). 
二 全 R*>R? ,使 得 A(ai)=Bi,7=1,2,3? 
8。 证明， 映射 入:U 一 刻 为 线性 映射 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 
对 任意 ,LEF，,，a,BEtU, 均 有 z 
上 (cc+B) = 人 (or 二 (8B) ， 


a bb 
9， 在 所 有 2 阶 实 方 阵 构 成 的 线性 空间 R”* 中 , 取 4 = | 小 
C 


定义 映射 疝 : 民 2 一 到 GB:R:*:— >R:*? 如 | 下 ， 设 XER'**, 
则 令 4(X) =A4X，B(X) = XA4。 证 明 映 射 急 与 B 都 是 线性 的 ， 


1 0 /0 oy /0 1Y /0 0V_ 
#4 来 出 它们 在 类 } | | | | z )F 
0 0/ 1 0， \o of \0 1 


的 方 阵 . 
z z 
10,. ke™ 中 所 有 形 如 (| 的 方 诈 案 台 并 为 站 ， 其 中 
ga,beR. 显然 矿 是 实数 天 人 上 吕 性 宣 x 间 。 视 复数 域 C 为 实数 域外- 
上 线性 空间 。 定 义 上 映射 A; C_> 矿 如 下 ， 设 Q=g+ ibtC ,a, bER,. 


b 
则 令 AA(a) -| } 证 明 有 是 - 闫 线性 空 ES 间 C 到 矿 上 的 本 司 逆 . 
u 


线性 映射 ， 并 且 对 任意 a,BEC， A (ap) = A (om) A(B). 
11。 定义 映射 Tr: FF 已 如 下 设 4= (ai1) EF”**，, 则 
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今 了 r(4) =a+ass+…+gss。 证 明 射 映 工 是 线性 ， 并 且 对 
任意 A,BEF"**"*,， Tr(4B)=Tr(B4). 

12。 设 入 :FF””*-> 忆 是 线性 上 映射， 并 且 对 任意 4，BEF™*”， 
AAB)=A(BA), 证 明 有 =*Tr， 其 中 EF. 


$ 5.3 ”线性 映射 的 代数 运算 


设 U 与 六 分 别 是 数 域 矿 上 + 维 与 记 维 线性 空间 ，A,U-> 太 与 
B,U->V 是 线 伯 喘 射 。 定义 映射 急 与 B 的 和 AA+B 如 下 ， 设 EU， 


则 令 (入 +B) (a) = 和 (0)+B(a). 映射 和 与 BB 的 和 有 +B 是 U 
到 天 的 线性 有 映射， 其 原因 是 ， 对 任意 4k4 ，e,BtU， 由 和 有 4+B 
定义 ， ” 
(A+B)y(r+B)=A(C(a+ 8B) 有 (x+ B), 
(A+B)(Ac) = A(An) + BlAa). 
央 为 总 与 召 是 线性 映射 ， 因 此， 
(A+B)(+E)=A(n) +A(R)+B() +B(B) 
| = (A(w +Bu) + AB) +B(B)), 
(A +B)(An)=AA(a) + AB(n) 
: = 人 (4(oa) +B(o)). 
由 和 有 +B 的 定义 ， 
(A+B)(o+E)=(A+B)()+ (A+B)(B), 
(A+B)(i\o) = (A+B) (0)., 
艺 映 射 信 +B 满足 LM(D 与 LM (2)， 因此 A+B.U>V 是 线 
性 映射 。 
设 XEF，A 和 .UV 是 线性 映射 。 定 义 纯 量 X 与 喘 射 态 的 乘 


积 XAA 如 下 设 ckU， 则 今 (人 4)(o = 人 4(a) 。 纯 量 ^ 与 映射 


太 的 乘积 人 入 是 避 到 瑚 的 线性 轴 射 。 事 实 上 ， 对 任意 LEF， 0 
有 LU， 由 乘积 人 种 的 定义 ， 
279 


($A)(at+ B)= A(xr+ BB), 
(VA) (Lm = Ao). 
洒 为 4:U 一 矿 是 线性 的 ， 因 此 
(AA)(a+B)= Ai(A(n) + A(B)) 
= 人 A(x)+ 7 A(R), 
($A)(h0) = piAln). 
出 和 及 的 定义 ， 
($A) (lat B)= (AsA)(o) + (A)(B), 
(AA)(p0) = L(tA) (0). 
即 乘 积 ^ 委 满足 LM(D 与 LM (2)， 所 以 及 ,U 一 广 是 线 星 
映射 ， | 
所 有 以 到 大 的 线性 映射 集合 记 为 上 。x。。 容 易 验 证 ， 集 合 
也 。x。 在 上 述 映 射 的 加 法 以 及 纯 量 与 映射 的 乘法 下 构成 数 域 下 上 
线性 空间 ， : 
定理 ] dim(L, v1) = mn. 
证 设 taaycs，: 2 时 栖 攻 9 2 B。} 分 别 是 U 与 广 的 
基 。 对 给 定 的 ,7,1<i<n,1<j 志 m， 定 义 映射 户 ,j ,UV 矿 如 
下 : 设 oEU, 且 x 在 基 {ui os，…as} 下 的 坐标 为 (ol ,as ，…，,as)7， 
则 令 巨 ，(o) =asB;。 容易 验 证 , 映射 ;EL xs, 1<i<n， 
lj<m， 下 面 证 明 ，{Eij: 1<i<n，1<j<m) 是 Lx， 
和 | 
首先 证 明 ，{ 上 ,1<i<n，1 达 j 志 m} 线 性 无 关 。 事实 上 ， 
设 人 ,EF,，, 1 <1, l<j<m, 使 得 


> ,1=0O, 


7 对 11 


.其 中 OEL。x, 是 U 到 玉 的 零 映射 。 则 对 任意 ccU, 旦 在 基 fo ， 
.4 和 ,0s} 下 的 坐标 为 (a1 as，… ,a， ) ， 有 


下 ) ME = Dre 


ft 二 1 ;1 f 全 下 =1 
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=- (Po, 8, = 0 


f 2 ?=1 


由 于 {8, ,8，:，… Bo。 是 矿 的 基 ， 因 星 


2 .0iA 人 Ai = 0， 1 二 2， 

I 于 1 
因为 g&U 是 任意 的 ， 所 以 可 以 取 a= 0:。 则 4 在 U 的 基 {ai ,0;， 
… ,Qs} 下 的 坐标 为 《0,…,0,1,0,…，0) 因此 上 式 化 为 A = 0y 
1=1,2,.… ,7,R = {| ,2 ,nn。 BRI{E ,): l<1t<n, 1 < 7m) 线 
性 无 关 . 

其 次 证 明 ， 任 意 EL,x，, 均 可 由 {Ej:1<i<n, 1<)<m} 
线性 表 出 ， 事实 了， 设 A.U=>V 在 UU 的 枯 {ai ,0 9 9 与 了 的 
基 {B,,B,，,…,PB,。} 下 的 矩阵 为 44= (gay;)， 即 

A ,0 "90s) = (8 ,有 ,4 


考虑 芒 到 亚 的 映射 太 - 2 PaiiE ,i. 侈 a&U 在 基 {01 ,2 9 
iml 了 到 


oa 下 有 各 淮 标 为 a 二 (qiyGa ,0，) 。 刚 


C= (oa 9 Ns) 0 


办 此 
A(x)= (Bi,B,,…,B,.)Aa= > SaiajiBi. 
i=1 j=1 
Erb 
\ 于 | 
(4- 9 a,E ， w= 4%- SaiE 
i 二 1 7 三 i=1 二 
= yaaiBi- DY DoaroBr 
i=1 j=1 iml jul 
= 人 0, 
因此 A 一》， uoriE ;= OcL,x,. 即 有 及 = >》， SarEi. 
f 1 i=1 YY 了 
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这 就 证 明 , 任 意 AAEE_ 、, 均 可 由 {到 ,j .1 过 i <n,1 志 7 迁 w}) 线 性 表 
出 。 所 以 {Ej:1<i<n,1<<j<m} 是 上 .x, 的 基 。 定理 1 证 毕 . 

设 及 ,UV 与 BV 一 W 是 线性 映射 。 作 为 映射 ， 可 以 定 
义 映射 破 与 BB 的 乘积 BA. U>W， 即 对 任意 KU ，(BA) (o) 
=~B(A(G)),. i AEF, a ,BED, 出 

(BA)(oa+ BB)=B(A (r+ B)), 
(BA)(Ain)=B(A (Mn)). 

由 于 映射 有 与 是 线性 的 ， 所 以 
‘BA)(r+F)=B(A(o)) + B(AC(R))= (BA) (Co 

+ (BA)(B), (BA)(A0) = AB(A (a)) = 7 (BA) (0). 
所 以 BA，U 一 Vy 是 线性 上 映射， / 

栖 映 射 的 乘积 相同 ， 线 性 映射 的 乘积 满足 结合 律 ， 但 交换 律 
并 不 成 立 ， 即 一 般 地 说 ， 对 线性 映射 信 与 如， 等 式 世 4A = 4 号 不 
”对 等 映射 OU 一 了 与 线性 映射 及 ,了 一 W, 恒 有 有 A0 =O， 
其 中 右 端的 O 是 U 到 历 的 零 上 映射 。 而 对 线 性 映射 ，W 一 U， 恒 
有 OA =0O， 其 中 右 端的 OQ 是 矿 到 信 的 零 映射 。 

作为 集合 ， 线 性 空间 U 到 目 身 的 单 位 映射 记 作 天。 容易 
了 验证， 五 pr: U 一 U 是 线性 映射 .并 且 对 任意 线性 映射 态 ，U 一 VV， 
恒 有 E,A4=A=AE,. 

利用 线性 映射 的 乘法 所 满足 的 结合 律 ， 可 以 定义 R 个 线性 瑞 
昔 的 乘积 ，k 宇 5。 给 定 个 线性 映射 A ,了 ,一 ，1<i<<k， 
它们 的 乘积 人 44,A,.… 和 A， 是 线性 空 站。 到 VV ， 的 线性 映射 。 站 守 
别 ， 当 上 个 线性 映射 及 ,了 .>,，1 志 i 是 线性 空间 广 到 
自身 的 同一 个 线性 映射 A 时 ， 则 记分 分 … 有 A 为 A*， 有 AA' 是 人 到 和 


k 个 


全 并 称 为 及 的 次 塞 . ”多 定 信 的 等 次 车 人 =, 


| 


i=0 fw0 
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多 项 式 。 设 f(^)，g(%*)，p(*)，g(*) 是 数 域 丰 上 关于 * 的 多 项 
式 ， 并 是 f(X) +g(X) =p(X)， 1(*)g() =q(*). 容易 验证 ， 
f(A)g(A)=g(A)fF(A), 

f(A)+g(A)=p(A), 
f(A)g(A) =a(A). 
EE 给 出 线性 上 映射 的 和 ， 纯 量 与 线性 映射 的 乘积 以 及 线性 映 
和 条 各 全 各 这 表示 设 线 性 映射 A，U >V 与 B,， UV 在 U 的 基 
{x0 下 与 让 的 基 {B1,8,,…,B。.} 下 的 矩阵 分 别 为 4 上 怀 
B, Ht 
Al(c, ,c, ,0 ) = (B,,B,,.…,B,)A, 
Bla,as ,0) = (B,,B,,… ,8.)B, 
其 中 4A4= (gai;;)，B= (bEF*** 于 是 


A(xi) = DjaisBs, Ble) = bi hi, ]) 一 工 2 


二 了 x=1 


由 A+ BB 涪 定 义 ， 


(A+B) (cj;)= Ale, ) + Be) = Qi 及 二 yp， 


k=1 R=1 


= Dat bi Bs, ) =1,2,.… ° 


到 三 了 
因此 ， 
(A+B) (os0 ,0) = (BB,,,B,) (A+B). 
所 以 线性 映射 A+B 在 U 的 基 {o， 3 以 0 与 厂 的 基 { 人 8， B8:， 
…，B。} 下 的 矩阵 为 4+ 8， 
对 于 AEF， 


(A$A)(a;))= A (or)= 2, ci = py (tas) Bs,. 


= 1 kh=l 
因此 ， 
(AA) (0) ya 0 ) 一 《有 ， 月 ， 有) (人 人 4) 。 
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所 以 线性 映射 ^ 丰 在 U 的 基 {a 0,,…,a,} 与 的 基 {B,,B,， 
…,B.} 下 的 矩阵 为 ^ 人 A， 

设 线 性 映射 县 ，U 一 让 在 U 的 基 falyos ya 与 天 的 基 
{B,,B,,…,B。.} 下 的 矩阵 为 4， 线 人 性 映射 B,， ->W 在 广 的 其 
{Bp8:，… 8 与 柬 的 基 {y 57:，…)Y) 下 的 矩阵 为 及， 即 

人 (aiyas，…oxs)=(B 8， 8)4， 
有 B(B,B8:…B)= (Y,,7,,…,7,)B, 
其 中 44= (ai 站 ER ”了 = (DECEIxs。 于 是 


A(a)) 一 SairBi, 1 = 1 ,2,... ,1 


三 1 
i 
B(P.,) = DY R=1,2,.. ,1 
r= 1 
因此， 


(BA) (ci ) =B(A(a,;)) -8 (a0, 
,下 一 工 


一 于 ou,B(p， 一 3 asb,, Ys 


R=1 了 = 


一 (Bom, j=1,2,.… ,1, 


所 以 
(BA) (ai as 2) = (7 ,7,,- ,7,) (BA)., 
这 表明 ， 线性 映射 态 与 B 的 乘积 4 的 矩 隆夫 未 等 于 线性 区 和 Bb 
的 矩阵 表示 2B 与 线性 映射 4 的 矩阵 表示 4 的 乘积 ， 
AN 人 设 斥 ，U 一 矿 是 人 如 | 


和 


有 映射， 有 
定理 2 ” 设 线 性 映射 4，U-~> 矿 可 逆 ， 则 dimU = dimyr。 
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证 ”由 于 线性 映射 入 可 道 ，， 故 由 第 1 节 定 理 3， 妥 是 双 
血 。 又 映射 有 是 线性 的 ， 因 此 有 态 是 UU 到 矿 上 的 同 构 映射 ， 即 线性 
空间 U 和 六 同 构 。 所 以 dimU = dimF . 

定理 3 芭 线 性 映射 态 ,， UV 可 遂 ， 则 及 的 遂 映 射 是 可 诞 
线性 映射。 

证 设 吾 ,三 一 D 是 映射 A， 0 的 递 映 射 ， 财 吕 显然 可 

,并 且 BA=E,, AB=E,. 

设 a,Bey, 则 存在 唯一 的 a, BEU ,使 得 及 (0) =a，A(B) 
= 上。 因此 ， 

B (G+B)=B(A(a) + A(B))=B(A (a+ B)) 
= (BA)(c+B)=E,(r+B)=a+B 
= Ey(o)+E,(B)= (BA)(n) + (BA)B) 
=B(A(oc)) +B(A(B)) =B(%) + BB), 

BCU = BRA)) = BLAND) = (BA) C0) 
= (Mo) = n= AE, (nm) 
= 和 (BA)(o = 5B(A (om)) = 1B(S), 
其 中 人 。 因此 B: VU 是 线性 映射 

定理 4 设 丰 ,UV 与 BV 一 W 是 可 遂 线 性 映射 。 则 对 
积 允 AU 一 凡是 可 送 线 性 映射 。 

证 作为 映射 ， 及 ，U 一 VV 与 BV>W 可 逆 ， 因 此 由 第 1 
市 定理 5，BA, UW 可 道 。 又 映射 态 ，U->V 与 B, WV->W 是 
线性 的 ， 所 以 A，U 一 W 是 线性 的 。 因 此 BA, U->W 是 可 淫 
线性 上 映射。 

现在 给 出 可 道 线 性 映射 态 ，U 一 的 遂 映 射 B，U->V 的 箔 阵 
表示 。 由 于 映射 态 可 道 ， 所 以 dimU = dimV。 设 线性 映射 态 在 U 
的 基 {oa ,0 ,…,0,} 与 的 基 {B,,B,,…,B,} 下 的 矩阵 为 4， 即 

A(au,0 0) = (BB,,…,B.)A. 
设 B， D> 在 的 基 {B,,B,， 机 ;与 0 的 基 {e) ,0 yi)} 
下 的 矩阵 为 B， 即 
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B(B,,B,,…,B,.) = (0 ,0 0)b. 

因为 BA=E,,，AB-= E,, 因此 ， 

(BA) (a, oa) = (oo 0) 

= (0 02 208) 
(AB)(B,,B,,.…,B,)= (8B,,B,,…,B.)AB 
= (Bi,,B,,…,B)T,. 

所 以 4B=T = B4。 即 可 道 线性 映射 入 的 矩阵 表示 4 是 可 送 
方 阵 ， 并 且 邓 的 逆 上 映射 忍 的 矩阵 表示 是 方 阵 .4 的 逆 方 阵 。 以 后 
记 线 性 映射 妇 的 道 映 射 为 及， 


习 十 


1。 设 {s:，s:} 是 数 域 下 上 2 维 行 向 量 空间 站 的 基 ， 线 性 
昧 和 时 及 .PF 一 PF? 与 BF 一 7 分别 把 {e164s} 映 为 ls,,0} 与 10， 
e,1。 证 明 AB=O, 但 BA= 4。 

2， 定义 微 商 映射 D.F[xj>F[xj 如 下 设 了 (x)&t[xjJ， 则 
令 D(f(x))=f'(x)， 其 中 (x) 是 f(x) 的 微 商 。 定 义 积分 映 冉 


S.FCExj—>F[xj 如 下 设 f(x)EF[xj， 则 令 S(fCx))=f60f(#) 
dt 。 证 明 映 射 D 与 S 是 线性 的 ， 且 D 是 满 射 但 不 是 单 射 ， 而 
S 是 单 射 ， 但 不 是 满 射 。 求 SD-D5S.， 

3。 定 义 映射 信 ,FEx] 一 上 FEx] 如 下 ， 设 fx)ELC LIx]， 则 令 人 
-(f(x)) =xf(x)。 证 明太 是 线性 的 。 设 已 是 微 商 映射 。 证 明 AD- 
DA 是 单位 映射 。 

4。 设 这 与 护 分 别 是 数 域 忆 上 疾 维 与 2 维 线性 空间 。 取 和 定 
aEU 。 所 有 满足 从 (xz) = 0 的 线性 映射 人 :LU 一 广 的 集合 记 为 天 。 
证 明天 在 线性 映射 的 加 法 以 及 纯 量 与 线性 映射 的 乘法 下 成 为 数 域 
已 上 线性 空间 。 求 dimK， 

5。 设 A:V=>V 是 数 域 太 上 1 维 线性 空间 人 的 线性 映射 所 - 
有 满足 人 B= O 的 线性 映射 吾 :7 一 三 的 集合 记 为 尺 。 证 明 集合 尺 . 
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在 线性 映射 的 加 法 以 及 纯 量 与 线性 映射 的 乘法 下 成 为 数 域 人 上线 
性 空间 。 选择 适 当 的 线性 映射 人 ， 使 得 dim 有 =0， 或 和， 或 人 。 
6。 设 D,F[x]->F[xj 是 微 商 映 射 ，S;F[xJ>F[xj 是 积分 


映射 ， 确 定 映射 D*5” 与 SD", n=1,2,… 


7。 定义 映射 入; 已,[x] 一 已 ,[x] 如 下 ， 设 1Gs)EF [xz], 则 仿 
有 AA(fCx)) = 了 (x+1)。 证 明 ， 


D DD? 77-! 
A=E+-. 1 
il! 21 Cn—i)!’ 


其 中 EF,[xj 一 了 ,Lx] 是 单位 映射 ， D. 了 ,Lxj 一 ,Lx] 是 微 商 


8。 设 VV 是 数 域 记 上 + 维 线性 空间 。 所 有 线性 映射 A， VV 
构成 数 域 上 nn” 维 线性 空间 记 为 UU。 取 定 太 EU 。 定 义 上 映射 了 


:UU 如 下 : 设 六 CEU， 则 令 (让) = AX .证 明 忆 sy 是 线性 的 ， 


对 线性 映射 Q;U->U， 是 否 存在 AEU， 使 得 Q= 了 4? 
$5.4 象 与 该 

在 本 节 中 ， 恒 假设 U 与 VY 分 别 是 数 域 已 上 ?2 维 与 m 维 线性 
空间 ，。 


定义 1 设 A.UV 是 线性 上 映射。 集合 
Im(A)= {A(n)EY ,oatU} 


' 称 为 达 在 4 下 的 象 ， 或 者 入 的 值 域 ， 也 记 为 44)。 集合 - 


和 


Ker(A)-= {a€U, A lx) = 0€V) 
称 为 入 的 核 ， 也 记 为 4"'(0)， 
定理 1 U 在 A 下 的 象 Im( 妥 ) 是 V 的 子 空间 ， 而 有 委 的 核 


长 er(4) 是 也 的 子 空间 。 


证 因为 4 是 线性 映射 ， 因 此 4(0) =0， 即 0tIm( 妥 )， 即 


了 m(4) 非 室 。 设 2， BEIm(4)， 则 存在 cy 86U， 使 得 4 (o) = 
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4A(B8)=5。 因此 
A(latB)= A(o)+ A(B)=a+B, 
(ao = A(x) = ia, 
其 中 EF。 所 以 &+ BEIm(A)，7UEIm( 妥 )。 这 就 证 明 Im(4) 
是 下 的 子 空间 。 
其 次 由 (0) =0 可 知 ，06Ker( 有 )， 故 Ker( 友 ) 非 室 。 设 wy 
BEKer(4), 则 4(o =0,4(p8)=0。 由 于 4 是 线性 映射 ， 因 此 
A(l(u+B)=A(a)+A(B)=0, 
A(Mx)= 7 A(n) = .0=0, 
坟 rii 和 EF, 所 以 ct B，MatKer( 息 )。 这 就 证 明 ，Ker( 殷 ) 是 U 
的 子 空 间 。 

定理 2 设 4:,U 一 是 线性 映射 。 则 也 模 人 er(A) 的 商 空间 
UV/KRer(A) 同 构 于 Im(A). 

证 ” 设 aEU 所 在 的 模 Ker (和) 的 同 余 类 为 &， 显 然 w= w+ 
Ker(A)， 定义 映射 7.U/Keys(AA) 一 Im(A) 如 下 ， 设 2€U /Ker 
(4)， 则 令 7 =。 设 BEaz， 则 有 B=au+y，YEKer( 太 ) 。 
因此 4(B)= 4(ct+y)= (oo)。 这 表明 ， 了 上 映射 7,U/Ker( 有 AA) 一 
Im(4) 的 定义 与 同 余 类 x 的 代表 元 选取 无 关 ， 因 此 映射 7 有 确切 

设 &,BEKer(A), 且 7(B)=7(5),. 则 A(a) = 有 AA(B), 即 及 (a0) 
-4(8) =0。 因为 4 是 线性 的 ， 因 此 A(a-B)=0, 所 以 a-B= 
YEKer(A) 。 这 表明 ,= B， 即 映射 了 是 单 射 。 设 ax*EIm(4)， 
则 存在 %ecU， 使 得 &(o) =a*。 因 此 7(9) = 及 (a)=a*。 这 表明 
映射 7 是 满 射 ， 从 而 7 是 双 射 。 

现在 设 ,BEU/Ker( 有 4)， 则 
n+B)=7 (0+B)= AlatB)= A +A(B)=70) +7(B), 

nL) =n700) = ACMa) = AC) = 7 (0), 
其 中 EF。 这 表明 7w 保 加 法 与 乘法 。 所 以 7 是 U/Ker(4) 到 
Im( 太 ) 上 的 同 构 上 映射。 定理 2 证 毕 。 
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由 定理 2 以 及 第 4 章 第 5 节 定 理 2 与 第 8 市 定理 1 之 推 沦 这 
济 得 到 
定理 5 设 A.U->V 是 线性 映射 。 则 
dimU=dim(Im(A)) +dim(Ker(A)). 
证 由 第 4 章 第 8 节 定 理 1 之 推论 ， 
dim(U/Ker(A))=dimU ~ dim(RKer(AA)). 
由 定理 2 和 第 4 章 第 5 节 定 理 2， 
dim(U/Ker(A))=dim(Im(A)). 
.所 以 定理 3 成 也 。 
定义 2 设 A:7 一 /是 线性 映射 。 则 dim(Im(4)) 称 为 所 


的 秩 ， 记 为 c(4)， 而 dim(Ker(4)) 称 为 4 的 零度 (nullity)， 


记 为 2( 态 )， 
定理 4 设 入 .UV 是 线性 映射 ,并 且 p( 及 ) =r。 则 存在 UU 
的 基 {fca 502 9… 4s} 与 V 的 本 {Bi,B,,…,B。}， 使 得 
1,., 0 
z 小 
证 因为 p( 和 A)=r,， 故 由 定理 3,y(A)=dim(Ker( 有 4)) 
= 一 rr， 取 Ker( 丰 ) 的 基 {o, yi yes ys yo 因为 Ker( 肪 ) 是 U 
的 子 空间 ， 并 且 dimD =n， 因 此 {e4150rrz 9 yc 可 扩充 为 也 
ELI 
A(a))=Bi;, 1=1,2,.…,r. (5,4.1) 
显然 r<dimV =m， 并 且 {B ,Bs，…,B,}Slm(A).。 设 28， 
tAB,+…+tA,B,=0, 人 人 7 AEP, 则 
0= 人 ,8 + 人 8B,+…+ 人 ,8B= 人 (ai)+ 人 ,并 (as 十， 
+ 人 A 人 ,A(c,) 
== 克 (人 ,xiTA 人 :os 十 十 人 ,CO )， 
因此 和 人 ;ol 十 人 cs 十 十 人 ;CEKer( 古 )。 由 于 fo 92s 
.2,} 是 Ker( 太 ) 的 芷 ， 所 以 


A(x, os 0 = (B,,B, | 


外 
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人 0， 十 人 2， 十 十 人 0 一 人 人 IaQ 十 人 oO yy 二 二。 
即 / 
Ft A tt A oA) =0, 
因为 tel ,0 ,… ,0s} 是 口 的 基 ， 所 以 人 1 = 人 ,= … = 人 ,=0。 这 就 
证 明 {B,,B,,…,B,} 线 性 无 关 。, 由 于 p(4)=dim(Im(A4))=r. 
因 紫 {B11,B,,…,B,} 是 Im( 丰 ) 的 基 . 由 于 Im(A&)CSV， 所 以 
{Bi1,B,,…,B,} 可 以 扩充 为 VV 的 基 {Bi,B,,…,B。}。 由 式 . 
《5.4.1)》 以 及 also aaskKer( 凡 ) 得 到 
7 0 
Alo ses 0 ) = (Bi,B,,…,B.) ( ). 
0 0 
定理 4 证 毕 . 
定理 5 充 4 是 线性 肌 射 及 :CC -了 在 芝 的 基 {ei ,0s，… ,0 上 
与 的 基 {B 1,B,,…,B。} 下 的 矩阵 。 则 rank 4=dim(Im( 有 A)). 
证 ”由 仿 设 ， 

A(c, ,0, ,4,) = (8 ,8 8)4 
考虑 齐 次 线性 方程 组 4x =0 的 解 空 间 广 := fk ”,Ax=0}, 其 由: 
PF* 是 数 域 忆 上 ?1 维 列 向 量 空间 。 设 KK&er(4) 在 基 {clyasy，…， 
9} 下 的 坐标 为 x，xtF”。 则 及 (a) 在 基 {a ,0,,…,0,} 下 的 坐标: 
汶 Ax。 由 于 ctKer( 态 ) , 故 A(la) =0。 因此 Ax=0， 有 即 x&V ,二 
是 定义 映射 7.Ker (及) 一 了 如下: 设 okU， 且 4 在 基 {a ,9s， 
0 下 的 举 标 为 Xx ， 则 令 7(o =x。 容 易 验证 ，7 是 Ker(A) 
到 4。 上 的 同 构 映射, 因此 v(4)=dim 了 Vw. 由 第 4 音 第 6 节 - 
例 3， 

vy(A)=dimy =n- rangA=dimU -rarkA. 
由 定理 3，rankA=dim(Im( 及 ))。 定 理 5 证 毕 ， 
容易 看 出 ， 线 性 映射 过，C -> 三 为 满 射 的 必要 且 充 分 条 件 是 : 
I (有 A) = 上 。 可 以 证 明 ， 
定理 6 线性 映射 及 ,，U 一 为 单 射 的 必要 旦 充分 条 件 是 : 
Ker(A)=0, 
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证 设 AA.U->V 是 单 和 里 ,是 okKer( 有 态 )。 则 有 破 (a) =0。 出 于 
-下 ,U->V 是 单 射 ， 且 4(0) =0， 放 ga=0， 有 即 Ker(A4)=0, 

肥 之 设 Ker( 态 ) =0。 如 果 oyBKU， 且 (ao = 和 CCB)， 则 有 
(xc 一 8B)=0， 故 aa- BEKRert(A)。 因 此 a-8B=0， 即 xc= 有 B。 所 以 
;LU 天 是 单 射 。 

定理 7 线性 映射 硫 ,U 一 VV 可 道 的 必要 且 充 分 条 件 是 dimF 
=dimU, 日 Ker(A)=0. z 

证 ” 设 线性 映射 4:U 一 广 可 道 ， 虽 由 第 工 节 定 理 3 ， 信 是 双 
射 。 因此 Im( 有 及) = 六 ， 且 由 定理 6，K&er(4) =0。 由 定理 3 即 
得 dimV = dim(Im(A)) = dimU。 

反之 设 Ker(A)=0, 日 dim =dimU， 由 定理 6。A,U-> 
玉 为 单 躺 。 由 定理 3，dim(Im(4)) =dimU=dimy， 由于 
TT ( 有 及) 三 广 ， 故 由 dim 广 =dimgim(4)) 得 到 Im(4)= 矿 

利用 线性 脆 射 的 象 与 核 的 结论 ， 可 以 处 理 和 矩阵 在 相抵 下 的 农 
- 淮 形 理论 。 为 此 先 证 明 

定理 8 设 4,BkEnxz 相 抵 ， 刚 rankA = rank 

证 设 tciycs 905} 与 (4B1，B,,…,Bs} 分 别 是 品 与 VV 芍 
基 。 由 第 2 节 定 理 1， 存 在 线性 映射 人 :UV 一 广 ， 使 得 

Alay ,00s) = (BB,,…,B.)A. 
由 定理 5 ，ratk4= aim(Im( 友 ))。 因 为 矩阵 4 与 妃 相 浙 ， 因 洲 
-存在 亚 阶 与 邱 阶 可 道 方 阵 忆 与 06， 使 得 妃 =P4Q。 设 
(Gs = (0 ,0s DOQ， 
(Bi1,B,,,B.) = (BBE,,…, BP. 
显然 {2 52 与 {1 有 5 .，…) 且 分 别 是 如 与 了 的 基 ， 并 且 
A(ay ss) = (A ,G0 QQ 
= (Bi1,B,,…,B.)AQ 
=(B,, Ff,, …, PB.)PAQ 
= (B,, B:, …, B.)B. 
这 表明 8 是 线 注 喘 身 A， UV 在 U 的 基 {4， Ca Ga} 与 灰 
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的 基 {B,， B,, 机 By 下 的 上 矩阵， 因此 由 定理 5， rank by 
- dim(Tm( 肪 )) = rank4。 定理 8 证 毕 . 
定理 9 设 4EFexn， 且 rank4=r。 则 矩阵 4 相抵 于 矩阵 


(2 | 
0 of 


证 设 tx，ox，…， cs 和 {tp8 ，p8.，…，B。} 分 别 是 IC 与 : 
乒 的 基 。 由 第 2 节 定 理 1， 存 在 线性 映射 及，U 一 让， 使 得 
A(lay, 0 rr, Ca) = (BI, B,,， …, BB.)A. 
由 定理 5 ，dim(Im(4)) = rankA=r。 由 定理 4， 存 在 U 的 基 : 
{ ，2 ，…，& 和 瑚 的 基 { 有 B,， 语 ,，…，8。}， 使 得 
~ ~ ~ 1(r) 0 
(Ci ， oa, 7 Ha) = (B, B,, …, 5 ( ) 
0 0 
女 
(Qs Cs os Ga) = (0 Cs 1 Cn) Q, 
(B1, Bs,, *…, BB»)=(B,, Bs, *…, Bb,)P, 
其 由己 和 Q 分 别 是 入 阶 与 关 阶 可 道 方 阵 。 则 
Al(gi, Vs, a) = (oo ，…，oo))Q 
= (有 ， 有 8 ，…， B.,)AQ 
= (B,, B,, …, B.)PAQ. 
1 (7r) 


0 
办! psa-| } 定理 9 证 毕 ， 
0 


0 

由 定理 8 与 定理 9 立即 得 到 ， 和 矩阵 的 秩 是 矩阵 在 相抵 下 的 全 - 
系 不 变量 。 

应 当 指出 ， 利 用 和 矩阵 在 相抵 下 的 标准 形 理论 ， 也 可 以 证 明 前 
面 提 到 的 关于 线性 映射 的 象 与 核 的 定理 3 与 定理 4 。 请 读者 自行 
证 之 ， 这 里 不 拟 闭 述 。 

我 们 已 经 知道 ， 给 定 :wx# 矩阵 4EFox”， 取 定数 域 忆 上 4 
维 线 性 空间 只 的 基 {o: ，cxs，…，ws} 以 及 数 域 玉 上 和 维 线性 空间 ， 
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广 的 基 {B1，B;，…，B。,}， 则 存在 线性 映射 A， UL 使 得 
Al(a, os, *%, 2) = (BI, B,, …,. B.) 4。 
而 且 p(4) = rankA。 因 此 我 们 可 以 利用 有 关 线 性 映 持 - A 的 9 象 
Im(A) 与 核 Ker(A) 的 结论 来 论证 有 大 知 阵 的 黎 的 全 时 ， 
例 1 设 AEF"*** BEF**r， 证 明 
rank (AB) <min{rankA, rank BY. 
证 设 {oy, Gz， "0p}, {Bi1，B,,…，B,} 与 {Y1,Y;,， 
Y。.} 依 次 是 数 域 六 上 了 维 ，? 维 与 m 维 线性 空间 U， 六 与 WW 
的 基 。 册 
Blos, os, *%, 01) = (Bi,, Bs, …, B.)B 
与 
AC(B,, B,, 1, PB.)= (7 Ys,, :*, 7Y.)4 
分 别 确 定 线性 映射 BB， UV 与 太 ; 一 玉 。 于 是 线性 映射 AB. 
U 一 W 的 矩阵 为 4B， 即 
ABl(ag,, os, £7, 00) = (7, 7 7 7 ) AB. 
考虑 象 Im(4) 与 1m(AB)， 显然 ，Im(4B)cIm(4). 
因此 ，dim(Im(AB) 过 dimIm(A4)。 由 定理 5， : 
rank AB < rankd., 
再 考虑 核 Ker(B) 与 Ker(AB)。 显然 , Ker(B) Ker (4B). 
因此 ，dimKer(B) 过 dim Ker( 太 B)， 由 定理 3 与 定理 5， 
dim Ker(B) =p- dimlm(B) =p~ rankb : 
<dimKer(AB)=p— rank AB, 
所 以 ， 
rank AB<< rankB., 
例 1 得 证 ， 
例 2 设 4 是 数 域 刻 上? 阶 方 了 泗 。 证 明 ， 
rank A”= rank A*+' = rank A*+? =.... 
证 取 数 域 玉 上 2 维 线性 空间 严 的 一 组 基 {ci， Csy …90ny 
由 
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(ao …，as)= (aa …，a 1) 
恒 确 定 矿 到 自身 的 一 个 线性 映射 信 ， 太 一 广 。 考 虑 及 到 自身 的 线 
性 映射 序列 及 ， 肪 ?，.…， 肪 :，…。 它 们 在 基 {ay，a,，…，ce,} 
下 的 矩阵 依次 为 4，A?，…，A*，…。 由 定理 3 与 定理 5， 
rankA’ =n~ dimKer(A:*), kh=1, 2,，…. (5.4.2) 
dim Ker(A”)=dimKer(A”"+') =dim Ker(A”+’?) =..., 
其 
Ker(A”) =Ker(A”:’) =Ker(A*+’) = 
这 建议 我 们 考察 核 序 列 Ker(A),，Ker(A47)，.….，Ker(A':)， 
首先 证 明 ， | 
Ker(A)CKer(A’)C...CcKer(A) cc...cV, 
: (5.4.3) 
事实 上 ， 设 KKer(AOD， 则 4A:o) =0。 因 此 Ac: =4(4* 
《0)) = 人 (0) =0。 所 以 afKer(AA1+1)。 于 是 Ker(A':)cKer 
(A+ )，R=1，2，…。 由 此 即 得 (5.4.3) . 
由 (5.4.3) 得 到 
dim Ker(A)<dim Ker(A’:)<..<dim Ker(A!) 
dim =n, 
狗 此 必 有 荣 个 正 整数 & ， 使 得 / 
dim Ker(A*)=dim Ker(A:+'). 
基于 Ker( 有 1:)cCKer(A4A*:11)， 因 此 ， 
Ker(A*) = Ker(A:+!), 
现在 证 明 ，Ker(A*+') = Ker(Att?). 设 ctKer(A:+’), 
WA 0) = :ti1(A (0)) =0, 因此 (cc)EKer(Ait+t1) = Ker 
(A), 所 以 A: (CAD)=A'+ti() =0. WaltKer(At+!). 因 
此 人 er( 人 2) EKer(5+1)， 但 Ker(A*+')CRKer(At+t?) 
Pr Bl Ker(Att) = Ker(Att?), 71 TT 江 ， Ker(Ait+:’) 
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=Ker(45t3)，…。 于 是 得 到 ， 
Ker(A:*) =Ker(A!:t') =Ker(At) =…。 
式 (5.4.3) 中 使 上 式 成 立 的 最 小 正 整数 仍 记 为 &， 寻 
Ker(A)FKer(A’)F.…FKer(A’- FEKertA) 
= Ker(Atti) =...CV. 
则 
dim Ker(A)<dim Ker(A’) < 
<dim Ker(A*-') <dim Ker(A*)=. 
因此 kn。 这 表明 ， | NN、 
Ker(A")=Ker(A*+i)=Ker(CA*r:) = 
出 (5,.4,2) 即 得 例 2 。 
对 矿 到 自身 的 线性 映射 序列 4， 4 ，…，A*，…， 考 虑 椰 
应 ,生产 而 | Im(A), Im(A’), …, Im( A), …， 可 以 给 出 例 
2 条 怠 一 证 明 。 请 读者 目 行 证 之 ， 
例 5 设 A 是 数 域 玉 上 1 阶 方 阵 。 证 明 ， 存 在 数 域 玉 上 7 阶 
可 闭 方 阵 卫 ， 人 PA 是 震 等 方 阵 〈 即 满足 (P4) := P4)。 
证 方法 1， 议 At1， C2 **, CC 和 区 性 空间 
广 涪 基 。 由 
( 人 (ao 0) = (xc cs， vc) A 
可 以 确定 广 的 一 个 线性 映射 义 。 设 rank4 = >*。 则 由 定理 3 与 定 
理 5，dim(&er(A)) =2-7r。 设 1B,， Pr … 是 核 
Ker(4) 的 基 ， 它 可 以 扩充 为 广 的 基 {B,，B;,，…， 有 ,，B，，， 
…， 月 .}。 和 定理 4 的 证 明 一 样 ， 可 以 证 明 , {(4 (8)，A(B:)， 
， 有 扑 (B')} 是 象 Im( 有 AA) 的 基 。 记 A4 (Bj) =7Yj，j=1，2，、…， 
r。 把 {1，7;，…，7,} 扩 充 成 的 基 {Yi Ys， …，7 ,7,41 
…，7,}。 由 第 2 节 定 理 1， 由 和 
PO Ys, 7) = (Bs, By, os Be) 
可 以 确定 一 个 可 道 线性 映射 号 ,了 > 了 于是; 当 1<j<r 时 ， 
~ PA(B,)= P(ACB,)) = PO,)=B,, 
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(PA)(B,)=8;=P AR,), 
科 当 r+1 志 7 声 % 时 ， : 
PA(B) = P(A(BN) =P(0) =0, 
7 PA):(B)=0=PA(B). 
因此 ， (PA)’*=PA. 
记 : 
Plgy, oes, 7, 0,) = (0a, 0 0) PP, 
因为 瑟 是 可 逆 线 性 映射 ， 所 以 方 阵 了 是 可 道 的 。 因 此 ， 
PA(a, os …，o)= (co 20)P4。 
由 于 《PA)’=PA, 所 以 (PA)’=PA. 
方法 2， 人 妈 rank4=r。 则 存在 4 阶 可 道 方 阵 Q@ 与 RR， 使 得 


1(r) 0 
an ( ro 9) 
、 0 0 


因此 
{(r) 0 
RQA=R(QAR)R-* =R| Fe- 
、 0 0 
记 了 了 =RQ。 显然 7 阶 方 阵 了 P 了 可逆， 并且 〈(P4) := 三 4 

例 4 设 避 ,是 数 域 已 上? 维 线性 空间 U 的 6 维 子 空间 ， 
及 ,，U->V 是 线性 映射 。 记 人 (UU,) = {A(a)，wEU,), 显然 
A(D,) 是 大 的 子 空间。 证 明 ， 

dim(A(U,))>dimU, -n+p(A). 

证 i 射 取 |v: LU 一 A(U) 如 下， 设 atU,， 则 令 
4juo(ol =4(0.。 显然 映射 4 Ui 一 (U1) 是 线性 的 ， 
它 称 为 线性 映射 态 ,，U->VY 在 子 空间 U,， 上 的 限制 。 容 易 证 明 ， 
Im(Al,)=A(U.,), HRKer(Alo)={EU, 4 =0}. 因此 
Ker(A],) CKer(A) .于 是 dim(Ker(A|,))<dim(Ker(A))., 
由 定理 3 和 定理 5， 

dimU, ~- dim(Im(Al,)) <dimU- dim(lm(A)). 
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和 检 此 ， 
dimA (U)=dim(Im(A |,))>=dimU, 
-dimU +dim(Im(A))>>dimU, -n+p(A). 


可 


1。 友 已 : 三 .5 一 人 Ex 是 微 商 有 映射 . 求 (和 ) 与 v (4). 
舌 式 下 FLx]= ImDDKer(D) 是 否 成 立 ? 
-1] 、 
到 4=| ， | 定义 线性 师 射 硫 ，C”*?->C*** 刀 
下 : XEC**?*， 则 令 妨 (X) =AX。 求 p(4). 
设 和 及 ,> 广 是 数 域 上 维 线性 空间 亚 到 自身 的 线性 映 
身 ， AD -eta 证 明 Im(4) Ker(A) =0. 

4。 攻 丈 是 数 域 所 上 并 维 线性 空间 入 到 自身 的 所 有 线性 映 射 
构成 的 线性 空间 ， 6 到， 且 p(4) = 有 ,定义 线性 映射 T,， W 一 
WW 如 下 ; 设 AeW， 则 令 4 4 (入 ) = 人. 求 p(T,) 与 v(T)， 

设 太 ,UU 是 线性 映射 证明 存在 线性 映射 BU 一 U， 
yA- 0, pp(A)+ po(B) = dimU., 

6。 设 有 及，B，C 足 数 域 政 上 1 维 线性 空间 UU 到 自身 的 线性 
了 肌 射 。 证 明 

p(AB)+L(BC)<L(B)+ po(ABC). 

7。 设 胡 ;UU 是 线性 上 映射，p( 态 ) = 1。 证明 存 在 唯一 46 
下 ， 使 得 态 * = 及， 而 且 当 4 天 1 时 sr 一 入 是 可 闭 线 性 映射 ， 

8. VV ，…， ” .+1 是 数 域 玉 上 有 限 维 线性 空间 ， 
,=V ,+ = 0., 设 太 ，,; V >V ,+ 是 线性 映 射 ， 1=0,，1,… 
1 日 Ker( 太 1)=Tm( 有 有,)，i=0，1，…，, hn 一 1， 证 明 . 


和 


“9 


> (~-1)idimV, =0. 


t=1 
9, 区 全， F 一 有 定义 如 下， 对 (Xx, Vy， z)tF’, 令 硫 ((x， 
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3y，2))=(0，x+y，0。P 中 由 同 量 e=(1，0，0) 本 人 
= (0，1,0) 生成 的 子 空 间 分 别 记 为 了 7 与 大， OUD) = 
《U) ne) 成 立 否 ? 

。 设 A，BEF***” 证明 rank(A+B)=rankA+rankB 的 
必要 时 条件 是 ， 仔 在 数 域 记 上 m 阶 与 " 他 可 迹 方 陡 开 与 Q 使 - 
得 

i.,, 0\ 
ro 9 
0 0 


Pao-|( 0 \ 


0 {,) ) 
其 中 ?= rank4，s = rankB, 且 r+s<min{m, 3 


$5.5 线性 变换 


本 节 恒 设 玉 是 数 域 斑 上 ?2 维 线 性 空间 。 我 们 知道 ， 集 各 8 到 
自身 的 映射 通常 也 称 为 集合 S 的 变换 。 因此 线性 映射 A, 一 广 
也 称 为 线性 空间 天 的 线性 变换 。 由 于 线性 变换 是 线性 映射 的 特 
例 ， 所 以 前 面 叙述 的 关于 线性 映射 的 结论 对 线性 变换 也 成 立 ， 当 
人 入 认 所 是 特 丈 类 型 的 线性 中身 ， 所 以 关 划 性 变换 的 结 
论 也 带 有 某 种 特 殊 性 ， 只 着 重 总 结 一 下 那 些 带 有 特殊 性 的 
结论 。 

首先 考虑 线性 变换 全 ， 太 一 矿 的 矩阵 表示 。 设 {al，cs，…y 
2 是 厂 的 基 。 则 人 (co )，4(o)，…，4(c)S 关 因此 

太 (ai) =Giioy tarsd + +a ,0,, 


A (x,) 一 Ga1 人 以 | Ta,,0, 十 十 G: 人 


人 (ae)=Gaocl ta sd + .+a, 0. 


A la,, Czy 7 0) 
人 II ds1i dln | 
位 可 本 二 惠 ad 
= (1,, 0 0. ) 12 2 2 下 2 


GO Go … Gun 
记 4A4= (ai;)EF”**， 则 上 式 为 
人 Aa os 0) = (ao 2, 0) A, (5.5,.1) 
方 阵 4 称 为 线性 变换 和 不 ,VV-> 了 在 基 {r,，0;，,…,2,} 下 的 矩阵 ， 
数 城 严 上 守 维 线性 空间 大 的 所 有 线性 变换 集合 记 为 亏 。( 广 ) 。 
容易 验证 ，L 上 ,(V) 在 线性 变换 《〈 即 线性 映射 ) 的 加 法 与 纯 量 和 
线性 变换 的 乘法 下 成 为 数 域 尺 上 0 维 线性 空间 。 数 域 严 土 所 有 
2 阶 方 阵 集合 记 为 FF”*”。 定 义 辽 射 7， LV) 一 F”” 如 下 ; 设 
AEL,(V)， 且 A 在 V 的 基 {a,，0;，…，o,} 下 的 方 阵 为 4， 即 
式 《5.5.1) 成 立 ， 则 令 7( 有 4) = 4。 容 易 验 证 , 映射 7， 工 (7) 
一 FP”x* 是 单 射 ， 并 且 由 式 〈5.5。.1) 可 以 确定 一 个 线性 变换 AE 
上 上.(V)， 使 得 7( 有 态 ) = A4， 即 映射 7 上,.(V) 一 PF”**”* 是 满 射 .不 
但 如 此 ， 映 射 7 是 上 ,(V》 到 fF”** 上 的 同 构 映射 。 
设 {B,，，B,，…，B,} 是 V 的 男 一 组 基 , 线性 变换 妨 ,， VV 
在 基 {B,，B,，，…，B,} 下 的 方 阵 为 B， 即 
A(B,, B,, 1…, B,.)=(B,, B:, …, B.)B. 
(5,.5.2) 
了 基 {tea，as，…，c 到 基 {8:，8:，…，8 的 过 渡 和 矩阵 为 王 ， 
上 
(Bi1, Bs, 7 BW.) = (oa os 7 0) PD, (3.5.3) 
其 由 了 是 数 域 矿 上 2 阶 可 遂 方 了 泗 。 于 是 
A(B,, Bs, 1 8.)= (A(e, es, …, 0,))P, 
下 (5.5.1) ， 得 
A(B,, Bs, i Ba)= (C0, Gs, 0 
由 (3.5.3) ， 得 


A(B,, B;, .…, 8)=(B,，pB:，…，p8.)P-:4P. 
(5.5.4) 
比较 式 (5.5.2) 与 式 (5.5.4) ， 得 到 B= P-!AP. 
定义 1 设 4，BEF"”**， 如 果 存 在 4% 阶 可 送 方 阵 PEF ***，. 
使 得 =P-*A4P， 则 方 了 泗 4，8B 称 为 相似 的 . 
于 是 我 们 得 到 ， | 
定理 1 设 太 ,; -> 广 是 古 线性 变换 ， 则 及 在 了 的 不 同 基 下 的 : 
方 阵 是 相似 的 。 
及 之 设 方 阵 4,- BEF ”x* 相似 ， 即 存在 可 遂 方 阵 PEF"*”, 
使 B=P-'AP。 在 数 域 矿 上 + 维 线性 空 x 间 下 中 取 定 基 {a,，a,， 
…，C&aj。 由 式 〈5.5.1) ， 可 以 确定 线性 变换 及 7 一 六 。 由 式 . 
(5.5.3) 可 以 确定 多 的 基 {8B,，8.，…，B.}。 于 是 由 式 . 
(5.5.4) ， 线 性 变换 及 ,VV 一 六 在 其 {B,， Ba, …，B.} 下 的 方 - 
阵 其 为 B=P-'AP。 这 就 证 明 ， 
定理 2 设 AtF”**， 则 由 式 (5.5.1)》 可 以 确定 一 个 线性 
迹 换 丰 ， yp. 而 且 相 似 的 方 阵 是 同一 个 线性 变 换 在 不 同 基 下 - 
的 方 阵 . 
方 阵 之 间 的 相似 关系 是 方 阵 集 合 忆 ?< 中 元 素 间 的 一 种 关 。 
系 。 容 易 验 证 ， 方 阵 之 间 的 相似 关系 具有 如 下 的 性 质 ; 
1” 自 反 性 对 任意 .AEF***， 方 阵 A 与 自身 相似 ， 
2” 对 称 性 设 4，BEF”** 相似 ， 则 BB，4 相似， 
3” 传递 性 设 4，B, CEF”** 日 4，B 相 们 ，B, C 
相似 ， 则 4，C 相 似 。 
因此 利用 方 阵 之 闻 的 相似 关系 ,可 以 把 方 阵 集 合 F*** 分 类 ， 
彼此 相似 的 方 阵 归 在 同一 个 方 阵 类 ， 而 彼此 不 相似 的 方 阵 归 在 不 
同 的 方 阵 类 ,自然 产生 的 问题 是 ，( 141》 如 何 判 定 两 个 方 阵 是 否 同 
属 一 个 方 阵 相似 类 ? 也 即 方 阵 4 与 8B 相似 的 必要 且 充 分 条 件 是 什 
么 ? 《2) 在 每 个 方 阵 相似 类 里 如 何 选择 一 个 方 阵 作 为 它 的 代表 - 
元 。 当 然 ， 每 个 方 阵 相 似 类 中 每 个 方 阵 都 可 以 作为 这 个 方 阵 相似 
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类 向 代表 元 。 不 过 我 们 总 希望 作为 代表 元 的 方 阵 具 有 某 种 特性 。 
这 就 是 方 阵 在 相似 下 的 标准 形 问题 。 

由 定理 2 可 以 看 出 ， 方 阵 在 相似 下 的 标准 形 问题 之 一 是 ， 关 
车 两 个 方 阵 所 表示 的 线性 变换 是 否 相同 ， 由 定理 1 可 以 看 出 ， 方 
阵 在 相似 下 的 标准 形 问 题 之 二 是 ， 选 择 了 的 一 组 基 ， 例 得 线性 变 ， 
换 在 这 组 基 下 的 方 阵 具有 简单 的 形式 。 z 

方 阵 在 相似 下 的 标准 形 理论 是 线性 代数 与 怎 阵 论 的 一 个 重要 : 
组 成 都 分 。 在 线性 代数 与 矩阵 论 的 教材 中 ， 处 理 方 阵 在 相似 下 的 
标准 形 理论 的 方法 多 种 多 样 ， 有 的 侧重 用 几何 语言 讲述 ， 有 的 便 : 
重用 算 阵 语言 讲述 ， 各 有 千秋 。 在 本 书 第 六 章 中 将 首先 用 几何 方 
法 导出 方 阵 在 相似 下 的 标准 形 ， 然 后 再 用 矩阵 方法 给 出 求 乒 阵 在 . 
相似 下 的 标准 形 的 方法 。 当 然 在 讲述 方 阵 在 相似 下 的 标准 形 理论 - 
人 人 eR 
线性 空间 y 到 自身 的 可 洋 线 狂 映 射 没 可 逆 线 性 变换 A、 7 一 广 
在 了 的 基 {ta，ca，…，o} 下 的 方 阵 为 4， 即 

六 (ci Cs 0) = (0 0 2X ) 4A, 
则 方 阵 .4 可 六 ， 并 且 人 的 逆 变 换 嫩 -: 在 同一 组 基 {a) ,as ，…，o 
下 的 方 阵 为 A-*, 里 

A Ga, 0) = (oo CQ ) A 

由 第 1 市 定理 3， 线性 映射 态 ; L 一 厂 可 道 的 必要 且 充 分 条 
件 是 及 为 双 射 。 对 线性 变换 ， 条 件 可 以 减弱 ， 即 有 

定理 5 设 和 :7 一 矿 是 线性 变换 ， 则 下 述 三 条 件 等 价 ， 

(i ) 线性 变换 有 态 可 道 ， 

(ii) Ker(AA)=0; 

(iii) Im(A) =7V. 

证 “(i ) 祝 (ii)”。 因为 线性 变换 和 妨 , VV 可 逆 ， 因 于 由 
第 4 节 定 理 7,，Ker(A)=0, 

“ii) 仿 (iii)?。 设 Ker(4)=0。 则 由 第 4 节 定 理 3， 
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心 im(Im4))=dmr=fr。 由 于 Im(4)E 庆 因此 Im(4) = 矿 。 
(iii) 之 (i ) 。 因 为 Im(4)=V， 故 由 第 4 节 定 理 3， 
er( 肪 ) =0。 而 1m(4) = 表明， 映射 态 是 满 射 ，Ker( 态 ) =0 
表明 ， 映 射 翁 是 单 射 〈 第 4 节 定 理 6) ， 所 以 映射 态 是 双 射 ， 从 
.而 线性 变换 4 ， 六 一 可 道 。 

定理 4 线性 变换 及， 一 VV 可 道 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 线 
手 变 换 太 把 让 的 基 变 为 V 的 基 ， 即 如 果 {al，as,，…，Q,} 是 广 的 
基 ， 则 {4(o)，4(a)，…，，4(as)} 是 和 的 基 。 

证 ” 设 线性 变换 人 可 道 ， 且 存在 ;,，X:，…，X。EF， 使 得 
Ai)+ 人 AAA(xs)+…+ 人 AAA(os)=0。 因 为 人 是 线性 的 ， 所 
以 人 Oos+ 和 as 二 …+ 和 oa) =0。 由 于 和 可 道 ， 故 由 定理 3，. 
Ker( 有 太 ) =0。 因 此 Xia +TAXas 十 Ta =0 但 ay， 2，…，. 
-ou 线性 无 关 ， 所 以 1, = :=…=) =0。 这 就 证 明 4(oi)， 
及 (a,)，…， 有 态 (a,) 线性 无 关 。 又 dim 玉 =， 所 以 {1A(c)， 
及 (a,)，…， 有 (a,)} 是 的 基 ， 

反之 ， 设 { 态 (a1)， 及 (0,)，…， 有 入 (a,)} 是 了 的 基 ,，o€ 
Ker(A), 且 w=aicli+G2oasy 十.… 十 GO ，。 只 

人 (oa)=aiA()+a ao)+…+a (xx )=0. 
本 为 人 (oo)，A(o)，…，(xs) 线性 无 关 ， 所 以 cs=as=… 
=as=0， 即 =0。 因 此 Ker(4) =0。 由 定理 3 ,线性 变换 4 
可 逆 。 


习 题 
i. 没 线性 变换 人 ， (一 (人 和 企 基 {f( 0) ， (0,1)} 下 让 六 
1 1 | 
为 | 求 4 在 基 {(1D)，(1, -TD) 与 10,0)，(,D1 下 
1 1 


:的 方 阵 。 
2。 设 线性 变换 全，C->C* 在 基 {(1，0，0)，(0，1，0)， 
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《0，0，1) 上 下 的 方 阵 为 
0 1 1\ 
| ol 

: z —1 一 上 0 

求 及 在 基 {(0，1，-1D，(1，-1，1)，(-1，1，0)} 下 的 : 
方 阵 。 

3。 设 数 域 下 上 + 维 线 性 空间 信 是 子 空间 U 与 WW 的 直 和 ， 则 : 
对 任意 eV， 存在 唯一 一 对 同 量 BB 与 Y，BeU, YeWV ,使 得 oe 
= B+Y。 定 义 映射 态 ， > 了 VF 如 下 ; 设 afV， 则 令 太 (0)=B。 映 
射 态 称 为 刻 沿 子 空间 下 在 U 上 的 投影 变换 。 证明， 

(1 ) 投影 变换 4 是 线性 变换 ; 

《2 ) 线性 变换 B， ->Y 为 投影 变换 的 必要 且 充 分 条 件 是 . 
玉 为 寡 等 变换 ， 即 召 满 足 吾 = 8; 

(3) 线性 变换 BV 一 了 为 投影 变换 的 必要 上 且 充 分 条 件 是 . 
! -- B 为 投影 变换 ， 其 中 二 是 单位 映射. 

4,. itU={(x1, Xe) EC Xi1=X., Vi={x1, Xs)EC 
Xi =0}, ,={(x1，X2)EC*; X=01}。 显 然 ， U, 了 ,与 让, 是: 
C? 的 子 空间 ,并且 C =U@V,=UG@V,。 设 丰 ,; 【一 了 与 
及,; 了 一 分别 是 和 沿 广 与 六 :在 UL 上 的 投影 变 搞 。 证 明 . 
AA,.=A,, A.A,=A.,. : 

5。 证 有 明 线 六 变换 及 ,一 VV 在 让 的 基 {01，Cs，*…，0s} 与 
{B1，8，，…，B,} 下 的 方 阵 相等 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 有 4 在 基 
{Qs Vag …9 xs 下 的 方 阵 与 基 {B,，p8:，…，8. 到 (al，c:， 
…， Qo} 的 过 渡 和 矩阵 可 交换 。 

6。 设 入 :一 六 是 线性 变换 。 证 明和 仓 在 fx)ELxJ， 使 得 - 
f(A)=0. 

7.。 设 4，B，C 与 DEF"*?*。 定义 肌 身 Pf" 一 FP*** 如 : 
下 。 设 久 EF"**， 则 今 P(X)=AXB+CX+XD。. 证 明 PP， 
Fr"x* 一 F*x* 是 线性 变 摘 ,并且 当 C=D=0 时 ，P, ff"***— 
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4"*"” 可逆 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 方 阵 .4 与 召 可 道 。 
。 设 4， 大 一 与 有 .7 一 了 是 寡 等 变换 ， 即 人 =A,B 


=B. 证 明 

(1) Im(4) = Im(B) 的 必要 且 充 分 条 件 是 AB=B， 
.BA=A4,; 

《2) Ker(4) =Ker(B) 的 必要 且 充 分 条 件 是 4B= 4， 
BA =B. 


9. 设 态 ,VV 一 VV 是 线性 变换 ， 且 名 是正 整 数 。 证 明 Im (A *) 
= Jm( 太 “) 的 必要 且 充 分 条 件 是 = Tm( 和 *) 多 Ker (4*). 

10。 设 4，BeF"*" 相似 .。 证明 A' 与 B 相似 A 与 B 用 
似 ， 并 且 当 A4，B 可 遂 时 ，A” 与 已 也 相似 。 

l1. 黄 AeL" "满足 4 =0。 证 明 ， 方 阵 4 相似 于 方 阵 


( | 
\0 .0 . 


证 明 秩 为 7 的 每 等 方 泗 寻 ( 即 4 满足 4 = 4) 相似 于 


四 
下 目 U /，, 


13。 设 -eeCaa，81xJ，g(xJEcC[LxJ， 日 CFA OO = 1 
证 明 rank/(A) +rankg(A) =n+rankf (A)o(A). 


5.6 个 变 子 空间 


给 定 线 入 变换 及 ,一 了。 窑 易 验证 ， 如 果 U 是 VV 的 子 空 
间 ， 则 4(UD = {和 (0)， ceU} 是 六 的 子 空 闻 。 记 VV 的 所 有 子 总 间 
集合 为 $。 定义 映射 六 3 一 5 如 下 ; 没 UesS， 由 仿 wo(U) 
= 妨 (U)。 了 映射 S 一 S 称 为 由 线性 变换 入 诱导 的 映射 。 值 得 
关心 的 是 这 伴 的 子 空间 ，U 它 在 映射 74 下 仍 映 到 上， 基 x (U) 
= A(U)EU. 
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一 和 各 


定义 1 讽 入 :了 一 了 是 线性 变换 ， 坟 是 搬 的 子 空间。 如 困 
对 任意 ccU， 即 有 人 (oO <cU， 即 AU)SU， 则 忆 称 为 4 线性 变 
换 丰 的 不 变 子 空间 ， / 


显然 ， 对 线性 空间 斤 自 身 ， 克 (六 S 广 。 因 此 矿 是 线性 变换 
态 的 不 变 子 空间 。 同 样 ， 对 大 的 零 子 空间 0 ， 4 (0) =0， 因 此 零 
子 空间 0 是 线性 变换 及 的 不 迹 子 空间 。 它 们 称 为 息 的 平凡 不 变 子 
空间 。 除 六 本 坊 与 等 子 空间 外 ， 其 它 不 变 子 空间 称 为 有 的 非 平 几 
不 变 子 空间 。 

由 于 人 (方太 ， 故 和 (和 ( 门 ) 三 有 ( 方 ， 因 此 线性 变换 入 的 
每 太 (VV) 是 入 的 不 变 子 空间 ， 设 csKer( 妨 )， 则 及 (a) =0， 因 此 
及 (和 (0)=0 所 以 人 (weKer(A).。 因 此 线性 变换 册 的 核 
Ker( 丰 ) 也 是 入 的 不 变 子 空间 ， 

定理 1 线性 变换 入 的 有 限 多 个 不 变 子 空间 之 和 是 入 的 不 变 
子 空间 ; 有 在 的 任意 多 个 不 变 子 空间 之 交 是 息 的 不 变 子 空间 。 

证 设 Ui, Us,,，…， Ui 是 态 的 个 不 变 子 空间 ， 上 有 
eU ,+U,+… +U;。 则 存在 cysUj;，f7=1，2，…, 上 ， 使 得 
X= TD 二 二 QQ;。 由 于 Uj; 是 太 的 不 变 子 空间 ， 因 此 A l(a》 
5 广 ，7 = 1，2，…，R。 所 以 

A (x) = A la,) + A(as) + + A(a) EV +t, ++V,. 
因此 Ul+U,+…+U 是 有 A 的 不 交 子 空间 ， 

设 I 是 下 标 集 合 ,{U,，vs1} 是 的 子 空间 集合 ,其 中 每 个 子 


空间 U, 是 六 的 不 变 子 空间 。 设 oe {|U,. 则 aeU,,vEI。 由 于 U。 


是 及 的 不 变 子 空间 , 因此 A (4) EU,，yvE1。 所 以 A (my mu, 
因此 [1U, 是 信 的 不 变 子 空间 。 定 理 1 证 毕 . 


定理 2 设 息 ， VV->V 是 线性 变换 ，U 是 态 的 不 变 子 空间。 

设 {01，0s，…:， ou} 是 UU 的 基 。 则 有 4 在 的 基 {2 G2, py 
Nis 9 *'y xu 上 下 的 方 阵 是 准 上 三 角 的 ， 
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证 因为 U 是 A 的 不 变 子 空间 ,所 以 对 1<j<hk，A (a;)E0， 
出 于 {oi， Ces "9 0,} 是 U 的 基 ， 因 演 
六 (ci) = a rm Tas0s .TOO 


A(0)=0 0 tO.0 +t + Go iO 


A (ms) = aracl face 十 … 十 Getots。 
种 淄 R+TI 和 ) 和 4 时， 由 于 {ol，22，…， cu 0541 … 0a} 为 
外 的 基 ， 放 
Gi) =aor 0 Tas 十 十 Gil 十 Grid+1l 十 


十 GAA+I Cs 


Alo)=as0o tam +t ta 0 十 Gas+l + tO ta. 
要 此 
Ala, os 0 ) = 


Gi * Op1 Gr+1,)) ‘Usil 


Go Gris die+lsk “0, 


(ol 02 ,°° 0 ) 0 es 0 (D。8。]) 


dpriokt+l 人 + 


0 0 an ‘Gs 
定理 2 证 毕 。 
定理 3 设 线 性 变换 及 ， VV 在 V 的 基 {C1，0s9…，0,} 
下 的 方 阵 为 准 上 三 角 的 ， 即 式 〈5.6。1) 成 立 。 则 由 向 量 a ya:， 
…， os 生成 的 子 空间 世 是 4 的 不 变 子 空间 。 


大 
证 由 式 (5.6.1)， 对 1 和 ) 生 RPR A(o)= 》,aj101。 因此 ，| 


i=1 


对 任意 = aa +a,0, 二 …+ararEU， 均 在 
x K 上 到 
Aw-4( 关 wo 》 0 (ai)=》，》00110| 


i=1 i=1 i1i=1 
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i=1\f1=1 
所 以 4(o)kU， 即 了 是 入 的 不 变 子 空间 。 
定义 2 ” 设 芝 是 线性 变换 仿 的 不 变 子 空间 。 定 义 映 射 色 |c: 
UU 如下， 设 ckU， 则 令 态 lu(0) = 有 Ala). 映射 有 luy 称 为 线 
性 交换 A 在 不 变 子 空间 U 上 的 限制 ， 


由 于 也 是 线性 变换 及 的 不 变 子 空间 , 因此 对 o€U , A (om) EU， 
所 以 映射 人 lv 是 有 意义 的 。 由 于 用 是 线性 变换 ， 因 此 4A1v 也 是 
线性 变换 。 定 理 2 说 明 ， 如 果 {oai，ws，…，w} 是 入 的 不 变 子 空 
间 达 的 基 ， 且 A 在 了 的 基 {e:，cs，…，m，culyi，…，ou]} 下 的 
方 阵 为 准 上 三 角 的 ， 即 


A,, Al,\ 
A(m, ,0 0 ) = (0 ,0s 0) p (9.6.2) 
~、0 2 2 
其 中 有 4, , 是 & 阶 方 阵 ， 则 线性 变 搁 及 | 在 上 的 基 {a,， Hs, “5 


xx 的 方 阵 即 为 Al,. 

现在 考虑 式 (5.6.2) 中 2 一 R 阶 方 阵 4:: 的 意义 。 设 避 是 : 
线性 变换 入 ,> 的 不 变 子 空间 ，V/U 是 V 模 UU 的 商 空 间 ，V 
中 辐 量 所 属 的 模 上 5 同 余 类 记 为 %。 定 义 觅 射 人 | yo ;VIU—> 
VJU 如 下 ; 设 放 VJU， 则 令 入] yw) () = 为 (0) . 注意 如果 
向 量 BEa， 则 存在 向 量 YEU， 使 得 B =a+7。 因 此 A(B) = A (a) 
+ 及 (Y)。 由 于 U 是 和 4 的 不 变 子 空间 ， 所 以 A(Y)EU。. 这 表明 ， 
A(B)= 有 (0) (modU), 也 即 有 40B) = ACo. 因此 映射 A| yy 
的 定义 不 依赖 于 同 余 类 0 的 代表 元 的 选取 ,也 就 是 说 映射 
及 | (UF) 是 有 确切 定义 的 。 映射 人 | (Fy /UU) 称 为 由 线性 变换 太 所 诱 
导 的 商 变换 。 ， 

定理 4 记号 同 定理 2， 且 式 (5.6.2) 成 立 。 商 变换 
及 | .rop 是 线性 变换 ， 并 且 在 基 {9i41，5442，…，9。} 下 的 方 
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阵 为 4A,,. 
rr 人 om A 下 
证 设 9， BREV/U， 则 a+B6=at+B 。 因 此 ， 
rr ~ Oo—— 
Alyy., (au+B)=A| (yu (otB)= A(r+B) 
=A(oc)+A(B) =Aly,v (0) +Aly,v, (B). 


- 没 EF，2EVIJU， 则 X28&= Ag。 所 以 ， 


Aly (Ho)= A (Xa) = A 人 ca) = 和 全 (oh) 


= 人 有 (oa) = 和 | (y /也 ) (ca) 。 
因此 41 crvom 是 线性 的 ， : 

攻 A +1 A +2, “3 人 FF, 使 得 人 say 十 和 人 :+azCcs+a 十 
+ ZL=0， 则 oO + 二 Xo =0, 因 此 ， 
人 os 十 人 iacsia 十 二 人 ,2 EU。 由 于 faj，as，…，a 是 
UD 的 基 ， 上 所 以 
A 二 人 ani 十 十 ,0s 一 人 0 十 人 0 十 十 AQ 
其 中 人)， 人 :， "9 人 。 因此 

(—A)o tC—A GT 二 Ao +A LQ 
十 十 人 CC = 二 0。 
南 于 ta， cas，… 和 20054100 是 了 的 基 ， 所 以 人 tl 
=A 人 +a=…= 人 =0。 因 此 wa， Os +29 0 sr /线性 无 
关 。 由 第 4 章 第 8 节 定 理工 之 推论 dimV/U=n-k， 鹤 
0 212 汪 是 V/U 的 基 . 


记 式 (5.6.2) hi 人 4= (qi1)， 则 对 


‘R+1<)<n, Al(aj)= Dj Qi101. 因此 


二 1 


4 | (了 7 已) (oj ) = 和 A(a,)) 一 》 ajd. 


iml1 
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当 1 委 & 时 ， 2ikKU， 因 此 如 =0。 所 以 


人 | (¥ /已 ) (2 ) 一 》 aj 21 。 


1 mk 二 1 
有] 

六 | ivm (Ca Vata 2 ) 一 CVE ,0 4:。 
定理 4 证 毕 . / 

应 当 指 出 ， 线 性 变换 及 ,VV->V 的 不 变 子 空间 UV 的 外 到 〈 印 
WV 满足 =U 名 WW) 不 一 定 是 人 A 的 不 变 子 空间 ， 

定理 5 设 U 与 矿 是 线性 变换 及 ，V>V 的 不 变 子 空间 ， 
UBW=V, Hl, os, …, C3} Okra 9 0,} 分 别 
是 世 与 矿 的 基 ， 则 及 在 了 的 基 fo，as，…， 20 Ot19 C++29 
…，ow} 下 的 方 阵 是 准 对 角 的 ， 即 有 

A 0s, ss Cg Optsg Carag “> 0) 


A， 0 


0 .4 

: (5.0.3) 
其 中 4 与 4;, 分 别 是 R 阶 与 4 一 & 阶 方 了 泗 。 肥 之， 设 {aiy，0， 
yg Og Crt19 Cit+2>9 "9 a,} 是 VV 的 基 ， 且 妥 在 此 基 下 的 方 阵 
是 准 对 角 的 ， 即 式 (5.6.3) 成 立 ， 则 了 中 分 别 由 te，cas，…， 
2 与 {fasr os，…， oj 生成 的 子 空间 了 与 丈 是 六 的 不 变 子 
空间 ， 并 且 


= (0 O29 Og Or Oat2 9 90s) ( 


A lu (a, Qs 0 ) = (2 必 2 0 (9.6.4) . 
A | (ok+1s08+29 sr) = (Ot OE+s 9 "90 ) A 
(5.6.5) 


证 ”证 明 方法 与 定理 2 、 定 理 3 相同 。 请 读者 自己 完成 . 
在 定理 5 的 条 件 下 ， 线 性 变换 斥 记 为 A = Alv@4lv， 并 称 
线性 变换 人 分 解 为 4lv 与 41; 的 直 和 . 


例 1 设 线性 变换 4，7 一 矿 与 太一 矿 可 交换， 即 AB 
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= BA。 证 明 线 性 变换 B 的 象 Im(B) 与 核 Ker(B) 是 线性 变换 
及 的 不 变 子 空间 .。 

证 设 atIm(B), 则 a=B(B),BEV .因此 A(o) = AB(B). 
因为 和 4 与 B 可 交换 ， 所 以 A(o) =BA4(8)=B(4(C8))EIm(B)， 
即 Im(B) 是 及 的 不 变 子 空间 ， 

设 otKer(B), 则 B(x)=0。 因此 B(A(a))=BA (oa) 
= AB(a) = A(B(x)) = A(0) =0, 故 A(a)EKer(B)、 所 2 
Ker(B) 是 有 A 的 不 变 子 空间 . . 

例 2 人 议 D.H,[x1 一 ,[xj 是 人 微 商 变换 ,ff,[x] 中 由 向 量 
1，x，…，%*-! 生成 的 子 空间 记 为 已 ,[xz]， 其 中 正 整数 &>1， 

证 明志 Ex] 是 咏 的 不 变 子 空间 ,并 求 召 | rs 与 已 | or oayrst) 分 


别 在 开 ,[z] 的 基 {1,x， yxt 1 与 [xz]/Fi[ 轨 的 基 { 嫩 ，x 
…，%" J 下 的 方 阵 ， 

证 设 fj(x)=aoctaxt.+a_ix* EF [Cx], 则 DO Cx)) 
=f1/(x)=a,.+2axt+ + (Rk— 1)aix*' EF,[Cx1. 因此 F,[x1 
是 咏 的 不 变 子 空间 . 由 于 Dlj, w(x) =D(xi)=jxiT!、 
1=0，1，…，P 一 1， 故 

Dl|y, re (1，X，…，XA 1 ) 
/0 1 0 .… 0 
0 


2 es。 . 
0 0 0 hl 

| 0 0 0 .""* 0 / 

所 以 已 | 在 基 {1，x，…，2%“ 下 的 方 阵 为 
人 1 0 … 0 


0 0 .3.. 0 Lx 
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当 h<j<n 时 , 

Am We ey rn 

| (Fn islj /Fls)) ( x;) = D(x’) = jxi = jx! 四 
所 以 

wm ea 

D| (Fn ls] /Fs)) (X ， X + 9 

0 R+l 0 … 0 | 

0 0 Ri+2 ... 0 | 


\0 0 0  … 10 
ee ~ 
因此 DI| (Fuls)/P .ls)) 在 基 {x*，x*+",… ,x"」 下 的 方 阵 为 
(0 R+l 0 … 0 
| 0 0 R+2.… 0 
1 0 0 .… 1 
0 0 0 ... 0 (nk) x Cn) 
注 玉 ,[x] 中 由 向 量 x*，x*+!，…，x%* 生成 的 子 空间 记 为 
U。 显然 ，F ,Ex]= 了 了 ,[x]@BU。 由 于 x*€U ,D(x*) = kx*-! GU, 
因此 Ff,[xjJ 的 补品 不 是 D 的 不 变 子 空间 ， : 
习 题 
1. 设 和 ;VV 与 B,V>V 是 线性 变换 ,U 是 丰 与 B 的 不 变 子 
空间 ,证 明 U 是 +B 与 4B 的 不 变 子 空间 。 如 果 A 可 送 ， 则 也 
也 是 及 ~! 的 不 变 子 空间 。 
2。 设 过 是 线性 变换 及 ,太一 大 的 不 变 子 空间 。 证 明 U = {ck 矿 ， 
及 (a) E01} 也 是 入 的 不 变 子 空间 ， 
3。 设 和: 太一 大 是 线性 变 换 ，0 关 ac 证明， 中 由 向 量 
Qa， 及 (0)，…， 妥 +(a)，… 上 生成 的 子 室 间 VU 是 和 4 的 不 变 子 空间 . 
设 dimU=r, 证 明 {0， 有 (go)，…， 及 '-!'(0)} 是 U 的 基 。 求 
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太 |, 在 这 组 基 下 的 方 阵 ， 

4。 设 六 :大 一 上 是 线性 变换 ，XocL 。 记 

(及) = {ok&V ,存在 某 个 正 整数 ,使 (A 一 41)*(a) =0}。 
证 明 矿 (4) 是 六 的 子 空间 ， 而 且 是 分 的 不 变 子 空间 ， 

5。 设 VV 是 1 维 复线 性 空间 ， 有 .VV 是 线性 变换 ,证明 
的 每 个 子 空间 都 是 及 的 不 变 子 空间 的 必要 且 充 分 条 件 是 仿 为 纯 量 
恋 换 ， 即 及 = 271， 其 中 AEC.， / 

6。 设 了 是 2 维 复 线性 空间 ， 线 性 变换 及,V 一 VV 在 基 {a， 


zs} 下 的 方 阵 为 ( 6 。 9 ). 求 线性 变换 入 的 所 有 不 变 子 空间 ， 


7。 设 了 是 区 间 [0,1] 上 所 有 连续 实 函 数 构成 的 实 线性 空间 ， 
U 是 V 中 所 有 偶 肖 数 构 成 的 子 空间 ，W 是 7 中 所 有 梧 隐 数 构成 的 
子 空间 。 设 和 .VV 是 积分 变换 ， 即 对 任意 f(x)EV， 和 A (f(x)) 
= J5f(t)dt。U 与 玉 是 否 是 态 的 不 变 子 空间 ? 

8。 设 和 1，4，，……， 人 :是 政 中 两 两 不 等 的 ?个 数 ， 线 性 变换 
页 :7 一 广 在 下 的 基 {fel cs，…，ousj 下 的 方 阵 为 diag( 和 人 ， 人 :， 
…，A 人 ss) 。 求 友 的 不 变 子 空间 的 个 数 ， 


$ 5.7 特征 值 与 特征 向 量 


在 线性 变换 伪 : 太 一 矿 的 所 有 不 变 子 空间 中 ， 一 维 不 变 子 空间 
是 极为 重要 的 。 设 也 是 线性 变换 入 的 一 维 不 变 子 空间 。 显 然 也 中 
任意 一 个 非 零 问 量 2 都 可 以 构成 U 的 基 {x}。 由 十 U 是 A 的 不 变 
子 空间 ， 因 此 A (weU ,所 以 有 (a) = 人 xx，A 人 GE 。 这 就 引出 下 面 
的 定义 。 

定义 1 设 入 :7 一 了 是 线性 变换 。 如 果 存 在 非 零 向 量 okK 矿 ， 
以 及 纯 量 KF ,使 得 息 (a) = zx， 则 /2 称 为 线性 变换 人 的 特征 值 ， 


a 称 为 线性 变换 4 的 属于 特征 值 4 的 特征 向 量 . 
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定理 1 设 线性 变换 及 .了 > 了 在 的 基 {01，0s，…， 2 上 下 
4 向 量 oc 在 基 {0,，0,，…，0。.} 下 的 坐标 为 x。 则 

是 线性 变换 委 的 属于 特征 值 * 的 特征 向 量 之 必要 且 人 完 分 条 件 为 
x 是 齐 次 线性 方 各 组 (7 ,,， 一 44)x=0 的 非 零 解 。 

证 ”必要 性 . 设 “是 线性 变换 和 的 属于 特征 值 ) 的 特征 向 量 ， 
浊 太 (oa =Az。 记 X= (xi YX Xi) Ba= (Ce pp 
co)x。 由 于 用 在 基 {oei，cs，…，caj 下 的 方 阵 为 4， 所 以 六 (cx) 
= (x ，N,。，…，(,)Ax， 由 于 有 态 (0) = 人 ax， 因 此 4x=Ax， 即 . 
(CAT ,一 4)x=0。 由 于 0 是 和 A 的 特征 向 量 ， 故 0。 从 而 
x0。 因 此 x 是 方程 组 (XT (, -4)x=0 的 非 零 解 。 / 

充分 性 。 设 x 是 方程 组 (MT 一 4)x=0 的 非 零 解 。 则 Ax 
= Ax。 因 此 ， : 

(C0 0 AxX=A (0 0, 0 X. 

所 以 4(x) = 人 wx。 由 于 x 是 非 零 的 ， 因 此 4 是 非 零 向 量 . 所 以 a 
是 入 的 属于 特征 值 人 的 特征 阿 量 。 定 理工 证 毕 

定理 1 说 明 ， 求 线性 变换 和 4 的 属于 特征 信 4 的 特征 向 量 2 的 
问题 等 价 于 求 齐 次 方程 组 21, - _ 4)x =0 的 非 零 解 问题 。 显 然 齐 
次 方程 组 (41 ,,， 一 4)x=0 有 非 等 解 的 必要 且 充 分 条 件 是 
det (Al ,一 A) =0。 这 就 引出 下 面 的 定义 、 

定义 2 设 AtF"**， 则 多 项 式 P(X) = det (XAT, 一 4) 称 为 方 
阵 4 的 特征 多 项 式 , 特征 多 项 式 P (2) 的 根 称 为 方 阵 4 的 特征 值 ， 


而 方程 组 4x = Xx 的 非 零 解 x 称 为 方 阵 4 的 属于 特征 值 4 的 特征 
向 量 ， 

按照 定义 2， 定理 1 可 以 改 述 为 

定理 2 设 线 性 变换 及 ,了 -> 了 在 V 的 基 {o， 2 “9 oa,} 下 
的 方 阵 为 4， 回 量 ot 在 基 {a， 2 “3 os) 下 的 坐标 为 X。 网 

《1 ) 当日 仅 当 2 是 方 阵 4 的 特征 值 时 是 线性 变换 有 A 的 特 
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(2) 当 且 仅 当 x 是 方 阵 .4 的 属于 特征 什 4 的 特征 问 量 时 2 
是 线性 变换 及 的 属于 特征 值 人 的 特征 向 量 . 

证 酷 . 

由 定理 2 立即 得 到 

定理 3 志 数 域 站 上 + 维 线 人 性 空间 了 到 自身 的 线性 变 ee 
V 的 基 {Q，0，，…，0s,J 下 的 方 阵 为 4。 则 线性 变换 及 具有 一 
不 变 子 空间 UU 的 必要 二 人 条件 是 六 注 4 的 特征 多 人 并 0) 
在 数 域 夏 中 有 根 人 。， 

证 ”证 明 不 难 ， 请 读者 自己 完成 ， 

我 们 知道 ，# 次 复 系数 多 项 式 一 定 有 +# 个 复 根 。 因 此 ， 对 ” 

复线 性 空间 斑 , 线 性 变换 4 ,太一 和 的 一 维 不 变 子 空间 恒 存 在 。 但 
中 ， 由 于 次 实 和 下 多 大 全 - 定 具 有 实 根 (尽管 它 的 复 根 总 存 
在 ) ， 所 以 对 " 维 实 线性 空间 也， 线性 变换 入 ,VV 一 /的 一 维 不 交 
子 空间 并 不 是 总 存在 的 。 所 以 在 讨论 一 维 不 变 子 空间 时 ， 一 定 要 
注意 线性 空间 六 的 基 域 瑟 ， 

现在 讨论 方 阵 4 的 特征 多 项 式 F(X)=det(X1 ,一 A) 的 性 


1 , 1 ， 1 
质 . 记 n 阶 方 隆 4= ai), A( ，) 表 示 取 自 方 阵 4 


ji 712 °°** J}， 
的 字 说 ， 12 …， i, 行 与 第 i ， js …，J7， 列 的 & 阶 子 式 ， 
1 < 方 阵 A 的 
特征 多 项 式 P(X》 的 % 个 特征 信 记 为 X,，X,，…，2,. 

性 质 1 Oe -十 Go) 人 才 


(B.A pe 


3 2 4 人 


SS 此 守 
+(—1)"detA. 

证 ”这 征 第 2 章 第 5 节 习 题 6 。 也 可 如 下 证 之 。 容 易 君 出 ，: 
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特征 多 项 式 P(X) 是 人 的 2 次 多 项 式 ， 并 且 半 次 项 系数 为 1 。 因 
此 可 设 
P(A) = P(0) + x + + 


p71 (0) 1 ， 
+ 人 十 人 
然后 对 行列 式 det( 人 1 ,,， 一 4) 求 关 于 2 的 各 阶 导 数 ， 从 而 求 出 
~ R=0,1,2,...,n—1, 即 可 证 明 人 性 质 1 。 
性 质 2 充 OI(Xiy Xs 9 Xs) Oo(X1, Xs, "9, x ), 


MX Xag Xn) 是 关于 xi x*，…，xXn 的 基本 对 称 多 
项 式 。 则 对 = 1，2，…，4， 


j 、 
i ,) 

证 由 于 人,， A ,， 9 人 。 是 ?次 多 项 式 史 () 的 3 个 根 ， 
因此 由 Viéta 定理 和 性 质 1 ， 即 得 性 质 2 . 


由 性 质 2 ， 有 
Tr(A)= 人 + 入 , 十 … 十 入 ,， 


det(A)= 人 ,入 ,… 人 人,. 
性 质 5 设 4 为 ! 阶 复方 阵 。 则 方 阵 .4 可逆 的 必要 且 充 分 条 
件 是 方 阵 .4 的 特征 值 全 不 为 等. 
证 这 是 det(4) = 人 人 1,…- 人 ,的 直接 推论 、 
性 质 4 设 方 阵 4 是 准 上 三 角 的 ， 即 没 
A,, A,,， 
4-( 
其 中 4,, 与 4,, 是 于 方 阵 。 则 方 阵 4 的 特征 多 项 式 等 于 4 与 
4: 的 特征 多 项 式 的 乘积 。 和 
证 ”由 定义 ， 方 阵 4 的 特征 多 项 式 P(X) 为 
PA)= det(Nl.,,, -A) 


: i 了 ， 
IAA 人，。，… = 2_ 4( 


li | ~ 2 RS 


2X7 ,,, _A,, -A,, 、 
= det( ) 
0 i A i,) -A,,， 


= det(MT ,,, ~ A det(hT 1) — A,,). 
其 中 大 是 子 方 阵 4 的 阶 数 . 显 然 ，detl(C i, 一 女 ,1) 与 
det(7 4:) 分 别 是 子 方 隆 4,, 与 4,; 的 特征 多 项 式 . 
性 质 5 设 4 是 上 三 角 方 隆 ， 则 方 阵 4 的 对 角 元 是 方 阵 4 的 
特征 值 . 
证 显然 ， 
性 质 6 相似 的 方 阵 具有 相同 的 特征 多 项 iv， 从 而 具有 相同 
的 特征 值 ， 
证 ” 芭 方 阵 A4 与 8 相似 , 则 存在 可 道 方 阵 卫 ,使 得 B= P~!'AP， 
因此 : 
det(T -8B)=det(OT ，， ~ P-'AP) 
= detP-:(OMT ,,, ~ A)P 
= detP-!i.det(NiI, , -~ AJdetP 
= det(2T,,, -A). 
所 以 方 阵 A4 与 BB 的 特征 多 项 式 相同 ， 
性 质 6 表明 ， 方 阵 的 特征 值 是 方 阵 在 相似 下 的 不 变量 。 但 应 
指出 ， 它 并 不 是 方 阵 在 相似 下 的 全 系 不 变量 ， 即 特征 值 相间 的 方 
和 阵 并 不 一 定 相 似 。 例 如 方 阵 : 


的 特征 值 相 同 ， 但 方 阵 4 与 BB 并 不 相似 ， 

大 于 方 阵 的 特征 多 项 式 ， 有 下 面 的 重要 定理 . 

定理 4 。 (Cayley-Hamilton 定 理 ) ” 设 n 阶 方 阵 4A 的 特 
征 多 项 式 为 9(A)=A 人 +Gs-iA 11+.+taiftao, 则 P(A)= A 
+as- 4 十 …+ad+a =0， 


证 ” 芭 方 阵 人 .一 4 的 附属 方 阵 为 刀 ， 显然 方 阵 B 的 元 素 
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都 是 关于 义 的 多 项 式 ， 下 其 次 数 不 超过 42 一 1 因此 可 设 刀 
= (5,;《4))， 其 中 
(人 ) 三 六 全 人 
所 以 方 阵 刀 可 以 表 为 | 
B=7*-1(bD) + A bl ) + + (649). 
/ ~=27-1B +X"2B ,+..…+XiB,+B,,， 
其 中 Bob) REOl2 en -1。 所 以 ， 
(AT -A)B=2"B,_,+(B,., LB ie + 
/ z / +2(B, -AB,) - AB,. 
另 一 方面 ，- 四 
QT -40B=[detO0To -AI = P(A)T 0,. 
比较 上 面 两 式 的 两 端 系 数 ， 得 到 


B,..) = oo， 
B.-,—- AB,._,=c,-1l 0, 
Bb ,oO— AB!,=ail (,,), / 
—- AB. 一 好 on 
二 太 和 从 式 依 钛 乘 以 方 阵 A"，A""'，…，4， 16) 并 相 加 ， | 


得 到 ， 
Pp (A) = A*+a, i Ait taAtalT =0。 
定义 3 设 方 阵 A ”””， 上 是 非 零 多 项 式 了 (EF[ 科 。 如 时 
f(4)= 0， 则 了 (4) 称 为 方 阵 4 的 一 个 化 零 多 项 式 。 


逢 用 定义 3 ，Cayley-Hamilton 定理 可 以 叙述 为 ; 方 阵 14 
位 特征 多 项 式 是 方 阵 4 的 一 个 化 零 多 项 式 ， 

定义 4 方 阵 4 的 所 有 化 零 多 项 式 中 次 数 最 小 的 首 一 多 项 式 
称 为 方 阵 4 的 最 小 多 硕 束 ， 记 为 41( 4) ,或 4(29。 


考虑 正 整 数 集合 
MM=1degf(X)， f( XX) 为 方 阵 4 的 化 零 多 项 式 }。 由 于 方 
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阵 4 的 特征 多 项 式 ? (7) 是 方 阵 4 的 一 个 化 零 多 项 式 ， 因 此 集合 
杂 郑 中。 所 以 集合 内 中 存在 最 小 的 正 整 数 和 四， 而 且 到 是 方 阵 4 的 
某 个 化 零 多 项 式 9(1) 的 次 数 。 于 是 a() =a- 9g( 人 人 ) 是 方 阵 4 
的 最 小 多 项 式 ， 其 中 9 是 多 项 式 9( 和 ) 的 首 项 次 数 。 这 说 明 ， 任 
划一 个 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 均 存在 ， 

江 于 好 小 多 项 式 ， 以 下 性 奈 成 立 ， 

性质 1 方 了 省 4 的 最 小 多 项 式 d() 整除 方 阵 4 的 任 一 化 零 
多 项 式 f( 4 )。 特 别 ，Q( 7) 整除 方 阵 4 的 特征 多 项 式 了 P(X). 

证 由 Euclid 长 除法 ， 存 在 a( 入 )，r(X)EF[ XJ， 使 得 
ff(X)=q(A)d(A)+r(X), 其 中 degr (4) < 二 degd(#)、 如 果 r (4》 
关 0, 则 (4)=g(A)d(A)+r(4)。 由 于 f(XX) 与 d(%) 是 方 阵 
4 的 化 零 多 项 式 ， 因 此 4) =d(4 = 0。 所 以 r(Cd) = 0。 这 
说 明 ，r(7 ) 是 方 阵 4 的 化 零 多 项 式 , 旦 degr( 和 )<degd(h) 。 与 
4d (2) 关于 次 数 的 最 小 性 相 了 矛盾。 因此 (人 = 0 , 即 d(7) if7C) 。 

性 质 2 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 d() 存在 且 唯 一 . 

证 ”前面 已 经 证 明 方 阵 .4 的 最 小 多 项 式 的 存在 性 。 现 在 证 了 明 
叭 一 人 性 。 说 由 (),d: (4 ) 是 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 。 则 d, (和 人)， 

qd,( 4) 是 方 隆 4 的 化 零 多 项 式 。 由 性 质 1 , d1(4) | cd (2)， 
d.(7)1d(A), 而 di(7), d,( 久 ) 是 首 一 多 项 式 ， 因此 
di.(A)=d,(7). / 

性 质 35 相似 的 方 阵 具有 相同 的 最 小 多 项 式 ， 

证 设 方 阵 4 与 8 相似 , 即 存 在 可 遂 方 阵 P, 使 得 B= P-'AP， 
设 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 为 Qu)=ao+Oli 十 十 G 4 
十 4 刚 

qd4(4) =Go +ad+…+oid + = 0， 
因此 ， 
di(B)=aoT (wn +arB+.+os1B*-!+B! 
=aoP .Pra.P lAPt+:… +o,_ .PP A*- :PP 
+ PiAiD : 


i 
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1 (oo tarAt+: tar-1A* 4) 已 
= P-'d, (A)P= 0， 
“所 以 ds4(*) 是 方 了 泗 B 的 化 零 多 项 式 。 由 性 质 1， 方 阵 B 的 最 小 
多 项 式 ds( 人 ) | d4(*)。 同样 有 ，d4(X3) | ds (4), 由 于 dy4(2) 
与 ds (4) 都 是 首 一 多 项 式 ， 故 di4(7)=ds(74)， 

性 质 3 说 明 ， 方 阵 的 最 小 多 项 式 是 方 阵 在 相似 下 的 不 变量 ， 
应 当 指 出 ， 方 阵 的 最 小 多 项 式 并 不 是 方 阵 在 相似 下 的 全 系 不 变 
量 ， 即 具有 相同 的 最 小 多 项 式 的 方 阵 并 不 一 定 相 似 。 见 习题 。 

定理 5 纯 量 ct 站 为 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 d(4) 的 根 的 必要 
且 充 分 条 件 是 ，5c 为 方 阵 4 的 特征 值 。 

证 设 d(c)?=0), 则 d( 人 )=(4-c)9g( 人) ,其 中 degq( 入 ) 
<degd( 人 )。 由 d() 关于 次 数 的 最 小 性 ，c(4) 头 0。 因此 必 
有 列 阅 量 x， 使 得 (4)x 关 0。 取 y=g(4)x。 因 为 dd) = 
(4-cy)a(C4) =0， 所 以 

(A—cl,))y 一 (A~cl,) )aq(A)x=d(A)x=0. 
因此 Ay= cy 这 表明 ，5c 是 方 阵 4 的 特征 信 ， 

及 之 ， 让 Cc 是 方 阵 4 的 特征 值 ， 虽 存在 列 向 县 x 关 0， 使 得 
-Ax=cx。 于 是 AixX=cix，7=0,，1],，2，-…。 因 此 ， 如 果 设 

d(x) =aot+ari+ .+aiAr :+A:， 别 
d(A)x=al ,x+tarAxt+-..+a, A!-!lix+A'x 
=adoXt+acxt .+a Cc* lIX+ Cx 
=d(c )x, 
由 于 d(4)= 0， 玖 d(c)x=0, 但 x 关 0， 因 此 d(c)=0。 这 
表明 ，c 是 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 的 根 。 

现在 转 到 线性 变换 人 4: 一 扩 。 我 们 知道 ， 同 一 个 线性 变 换 
及 在 不 同 基 下 的 方 阵 是 相似 的 。 而 相似 方 阵 的 特征 多 项 式 相 同 ， 
可 是 可 以 引进 如 下 的 定义 。 

定义 5 ” 设 线性 变换 丰 :了 一 了 在 三 的 基 {fol，c:，…，c} 下 
狗 方 阵 为 4， 则 方 阵 4 的 特征 多 项 式 称 为 线性 变换 及 的 特征 多 
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项 式 。 | z 
关于 线性 变换 ， 相 应 的 Cayley-Hamilton 定理 成 立 ， 即 有 

定理 6 设 P(X) 是 线性 变换 态 的 特征 多 项 式 , 则 P(A) = 0， 
其 中 0 是 零 变 换 。 四 

证 ”请 读者 上 月 已 完成 ， 

定义 6 设 叉 :7 一 乒 是 线性 变换 , 且 非 零 多 项 式 斤 4)S4EO。 
如 果 1(A4) =0， 则 (7 ) 称 为 线性 变换 及 的 化 零 多 项 式 。 

于 是 定理 6 可 以 叙述 为 ， 线 性 变换 及 的 特征 多 项 式 多 (7X) 是 
线性 变换 入 的 一 个 化 零 多 项 式 。 i 

定义 7 线性 变换 入 的 所 有 化 零 多 项 式 中 次 数 最 小 的 首 一 多 
项 式 称 为 线性 变换 入 的 最 小 多 项 式 。 四 
线性 变换 入 的 化 零 多 项 式 。 而 且 线 性 变换 仿 的 最 小 多 项 式 存 在 且 
唯一 。 
定理 7 设 线 性 变换 态 ; 了 一 了 在 V 的 基 {ay，0s,… 0s} 下 的 
方 阵 为 4， 则 线性 变换 及 的 最 小 多 项 式 等 于 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 

d( 7). : 

证 ”考虑 线性 变换 dd AD) :了 一 乒 。 显 然 ，d(4) 在 直 {oi， 
02，"…，0,} 下 的 方 阵 为 d(A4)。 由 于 d( 7 ) 是 方 阵 用 的 最 小 多 
项 式 ， 因 此 d(4) = 0。 于 是 线性 变换 d( 及 ) 是 零 变 换 . 所 以 d (4) 
是 线性 变换 4 的 化 零 多 项 式 。 因 此 线性 变换 和 的 最 小 多 项 式 
4(X) |d()。 

反之 ， 线 性 变换 4( 态 ) :了 一 上 在 基 {tas，cx，…，cxj 下 的 
方 阵 为 4(4) 。 由 于 4d(4) 是 零 变 换 , 所 以 4 =0. 因 此 4(X) 是 
方 阵 4 的 化 零 多 项 式 。 这 表明 ,， 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 qd(2) 
| 4)。 | / - 

由 于 4()dCX)，d)13)， 且 4 人 人) 与 Gd) 都 是 
首 一 多 项 式 ， 所 以 4()=d( 人 人 )， 2 

和 定理 5 相 平 行 的 结论 是 
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定理 8 纯 量 cEF 为 线性 变换 态 的 最 小 多 项 式 的 根 的 必要 县 
分 条 件 是 ， < 是 线性 变 次 自 的 特征 值 ， 
证 略 . 
例 1 设 4 与 B 是 1 阶 贷 方 阵 ， 则 方 隆 48 与 B84 的 特征 多 
项 式 相 同 。 
证 只 需 证 明 ， / 
det (iT ~ AB)= det(A 0 -BA), (5.7.1) 
这 是 第 3 章 第 3 节 例 3 。 这 里 另 给 一 个 证 明 。 
设 rank4 = r， 并 且 方 隆 4 是 守 等 的 ， 即 .4* = 4 由 本 章 第 
5 节 习题 12， 存 在 可 复方 阵 P， 使 得 4=P-' (“9)P. 因 
此 ， 
det (A1 ,,, ~ AB) jaa, 一 已-: (9 0 )PBP-: 人 
det 人 (7 (#4) 一 (: (7 6) PBP-， 让 
dot -BA) = det ( $16 -~ P-1PBP- (8 9 )P ) 
一 . -1 / fF 0 
jaet(11 -TBE ( 0 0 )). 


记 PBP-'=(B11B!*) 其 中 Bi 是 7 阶 子 方 隆 . 则 


21 22 9 
dot (RT im -AB) = det (Tn (Ba: Bs) 
二 人 rdet( 人 了 (r ) —B,.,), 


det (M7,,, = BA) = det (XT, - (8B 0 )) : 
2 1 


=A”*-rdet(A1,,,— Bi,). 
因此 式 〈5.7.1) 成 立 。 
对 任意 方 阵 妈 ， 由 本 章 第 4 节 例 3， 存 在 可 复方 洗 已 ， 柴 
三才 为 才 等 方 隆 。 上 
det(OMT -4B) = det(? 1,,, ~ PA.BP-'). 


CA 
to 
pb 


由 上 面 的 证 朋 ， 
det(MT 1,, -AB) =det (hi, ~- BP-1.DA) 
=qel( 人 7 -B84). 
因此 式 〈5.7 .1) 对 任意 方 阵 4 成 立 ， . 
注 一 般 地 说 , 方 了 泗 4B 与 BA4 的 最 小 多 项 式 并 不 一 定 相 风 。. 


例如 ， 设 4=(? 0) B=(071) AB=0,BA=(7171). 


方 阵 4B 的 特征 多 项 式 (也 是 方 阵 BA 的 特征 多 项 式 ) 为 det (*f 602) 
-4B) =**。 因此 方 阵 4B 的 最 小 多 项 式 d4s(%) | **。 所 以 
dxs(7) =， 或 人 *， 将 方 阵 .4B 代入 2， 即 知 dus(X) = 入。 同 
样 ， 方 阵 B4 的 最 小 多 项 式 da 人 人) ， 故 do 人) = 和 人) 或 人 
国 为 B4 关 0， 故 ds 人) = 7 ， 因 此 方 隆 4 与 BA 的 最 ,小 多 项 
式 并 不 相等 。 

作为 方 阵 的 特征 多 项 式 与 化 零 多 项 [ 式 亿 ) 个 简单 应 用 ，; 这 里 
介绍 求 逆 方 阵 的 一 种 方法 . 

我 们 知道 ， 可 逆 方 阵 4 的 行列 式 det (4) 关 0， 因 此 方 阵 4 的 
特征 多 项 式 P(A)= ”ta 和 ”十 十 Gs-17 a, 的 常数 项 a 
= (-1) "det (A) 关 0。 有 反之 也 然 。 册 Cayley-Hamilton 定理 ， 

9(4)=47+04 I++a id+a =0，. 
所 以 ， | 
A|-L A tod ta do) |), 
央 此 ， 
A = A trad +t tral on). 


例 2 设 
2 -2 4 

Pe 

| 


求 4- 
解 ” 方 阵 4 的 特征 多 项 式 为 
pA) = det(%1 3) -A)= 4A?+7A -10. 


河北 ， 
-5 2 -16\ 
ead 2 Ai. 
10 10 \ 
5 0 10/ 
例 3 设 ? 阶 方 阵 4 为 
全 1 1 
A= 1 V0 1 
者 
| 


1 ,| 
求 4-1， 


饪 ”所 有 元 索 全 为 1 的 4 阶 方 阵 记 为 J 5. 则 4A4=/ or 
一 。 最 然 ， 135) = On) 。 所 以 1) = 人 ”一 人 人 是 方 阵 1405) 


的 化 零 多 项 式 。 由 Euclid 长 除法 ， 
人 2 一 他 入 一 《人 — 1)T 信 一 (nC—1)1— (n—1). 


的 此 ， (J (#2) 一 了 ) | (#1) ~ (nn.— 1) I (x) 放 一 (n— 1)i (1) 二 0, 
所以 ， 
r 
A|la=10 (2) 一 (一 了 1 由 = Te 。 


因此 4 = (wo-DTo) 


习 题 
式 下 列 方 降生 畦 征 多 项 式 ， 特 征 值 ， 和 器 于 每 个 生生 伍 
Pe 


(1) 5 -3 3 (2)°0 1 0 3 
1 0 -3 ' 0 oj 
a1 aa, (Cun /an Ql 的 
| Qo a? "**” G20n z | do Cn- | 
(3) z . | - | 
‘gu CnC2 “ On Ul U2 Go 


2、 设 1 阶 可 道 方 阵 4 的 特征 值 为 ，*，。，…，^,。 求 道 
方 阵 4 一 的 特征 值 。 

3。 设 1 阶 方 阵 4 的 特征 舍 ， 且 (7) 是 关于 人 的 多 项 式 。 
证明 方 隆 1(4) 的 畦 征 和 值 为 G20),， (7)，…，f(^,)。 特 
中 ， 当 了 (2) = XX? 时, 方 阵 4* 的 特征 值 为 XY，^3，…， 和 ?2， 

4。 证 明 ， 方 阵 4 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 线 性 无 关 ， 

5， 设 ul ，os，…,o 是 方 阵 4 的 分 别 属 于 特征 值 人 人 ,，， 和 人 ，， 
和， 人。 的 特征 向 量 ， 并 且 os + us +…+on 也 是 方 阵 4 的 特征 

向 量 。 证 明 ,= 人，=… 一 人 

6。 满 足 4* =0 的 方 阵 4 称 为 寡 零 方 阵 ， 其 中 上 是 正 整 数 ， 
证 明 ， 方 阵 4 为 寡 零 的 必要 有 旦 充分 条 件 是 ， 方 阵 4 的 特征 值 全 
7。 设 4 与 8 为 fi 阶 复方 阵 , 且 方 阵 4 的 特征 多 项 式 为 ? (2) 
证 明 ， 方 阵 p(B) 可 逆 的 必要 旦 充分 条 件 是 ， 方 阵 4 与 如 没有 公 
共 特 征 位 ， | 

8. 设 4 与 B 为 1 阶 复方 了 泗 。 则 关于 未 知 方 陈 天 的 方 隆 方程 
AX= 久 B 只 有 和 零 解 的 必要 旦 充分 条 件 是 ， 方 阵 4 与 8 没有 公共 特 
征 值 。 

9. 设 4，B 为 fn 阶 方 泗 、 定 义 映 射 P 4,s: 下 一 下 如 
下 设 着 EP”5， 则 今 忆 ,4,sp(X)=AX--XXB、 遇 然 P,,s 是 
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FPF**” 到 自身 的 线性 变换 。 证明 ， 线 性 变换 P413 可 道 的 必要 上 且 充 
分 条 件 是 ， 方 阵 4 与 没有 人 \ 共 特征 值 。 、， 
证 明 ， 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 d(X) = 》 一 0 的 必要 且 充 分 
nt 方 阵 4= al (») 。 
。 证明， 准 对 角 方 阵 的 最 小 多 项 式 等 于 每 个 对 角 块 的 最 小 
最 小 公信 式 
12。 求 下 列 方 阵 的 最 小 多 项 式 。 


的 特征 多 项 式 与 最 小 多 项 式 。 
/0 1 1 0 0 
1 0 1 (2) -1 -10 0 
| 2 
Go QI1G2… Ga-1 nxn 1{ 1 10 

14。 举 例 说 明 ， 不 相似 的 方 阵 可 以 具有 相同 的 特征 多 项 式 与 
最 小 多 项 式 。 

15。 求 3 阶 方 阵 4， 使 得 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 是 人 ?。 

16。 取 方 阵 AEC”™*。 定义 映射 有，C”**->C"*** 如 下 设 
XEC”*， 则 令 4(X) = 4X。 证 明 线性 变换 有 A 的 最 小 多 项 式 等 
T 方 降 4 的 最 小 多 项 式 。 

， 设 44: 7 一 广 是 线性 变换 ， 且 U,， UL …， 忆 是 线性 

换 人 的 不 要 : 间 ,- 斑 =U@U: 四 …@U ,证明 线 性 变换 及 
的 最 小 多 项 式 等 于 Al， 人 1。，…， 信 1 的 最 小 多 项 或 的 最 
小 公信 式 。 z i 

18。 设 n 4 阶 复方 阵 4 满足 4 = 0， 到 是 正 整数 < 入 府 记 ， 
-4 的 道 方 阵 。 | | 


19。 设 4 阶 复方 阵 .4 满足 4 =a4，a 关 1， 且 det (4) = 0 
求 方 阵 [ (，， -A 的 逆 方 隆 ， 
20。 设 # 阶 复方 阵 4 为 


ac, (1-a)) ~ 了 QUdy “*" "U0, | 

A= “QUl a,. (1l—4a,) ~ “0d, | 
| 
(1 一 何人 机 a, (1—a.,) 


a G2 a, 满足 什么 条 件 时 方 隆 4 可 省， 并 当 4 可 这 
时 ， 求 逆 方 阵 4 ， 


3 5.8 特征 子 空间 


本 匡 继 续 讨论 线性 变换 态 , -> 的 特征 值 与 特征 向量. 
定义 1 设 ^。 是 线性 变换 入 让 VV 的 特征 值 。 属 于 * ,的 
所 有 特征 同 量 以 及 等 向 量 构成 的 集合 记 为 VV ,时 
Vi = {otV, Ala) = 7 a}., 
集合 这, 称 为 属于 特征 值 *。 的 特征 子 空间 . 


容易 验证 ， 特 征 子 空间 六;, 确实 是 太 的 子 空间 。 不 但 如 此 ， 
还 可 证 明 ， 

定理 1 特征 子 空间 六 ,是 线性 变换 4 的 不 变 子 空间 ， 

证 设 oV1,， 则 扩 (a) =Xoax。 因 此 4(4(o) = 和,ACo)， 
所 以 及 (a)&EV，,，。 因 此 VV 是 执 的 不 变 子 空间 ， 

定义 2 特征 子 空间 的 维 数 m, 称 为 线性 变换 及 的 特征 值 
+ 的 几何 重 数 ， 和 而 线性 变换 把 的 特征 多 项 式 P(X) 的 根 )。 的 重 
数 穆 为 特征 值 )。 的 代数 重 数 ， 

定理 2 线性 变换 4 的 特征 值 A, 的 几何 重 数 不 超过 它 交 代数 
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证 设 人 入 的 特征 值 和。 的 几何 重 数 为 ms， 即 dimV =m。。 

设 zz，Qzs9 pc 是 六 的 基 ， 并 且 te，cxs ，…，Cn 

2 9 0 为 上 的 基 。 由 于 wii， 放 放 (= 
1}=1,，2,，… ,mo。， 有 所 以 ， 


Alu,, Cay sg Ono Only 9 Cn) 


44 
1 1<*12. 
= (Qs 9 Onmgs n+ “9 a)( 0 4 


其 中 4 ,= fo 。 因 此 方 阵 4 的 特征 多 项 式 P(X) = det (XT 
一 44) = (A 一 A) "det (XL on 一 4:)。 由 于 线性 变换 A 的 特征 
多 项 式 等 于 方 阵 A 的 特征 多 项 式 ， 所 以 特征 值 4 的 几何 重 数 不 
超过 和。 的 代数 重 数 。 

现在 设 线性 变换 及 的 全 部 互 异 的 特征 值 为 人 ， 人 :，…， 和 人 ，， 
它们 的 代数 重 数 依次 为 e,，e,，…，e,， 其 中 ej; 宇 1，7=1,2， 
t+， 且 e1+es+-…+e,=n=dim 了 上。 即 设 和 的 特征 多 项 式 为 
PD) = -AD 一 4) (人 一人) 。 线 性 变换 4 的 属于 特 
人 证 信 1，4,，…， 人 ,的 特征 子 空间 依次 记 为 Vi, … VV ,， 

定理 3 特征 子 空间 J 1， … ,的 和 V2 十 大， 十 … 
+ 了 ， 是 直 和 。 

证 设 wk 广 十 十 十 扩 则 存在 xc ，7=1，2， 
tt 使 得 wa=au+oas+……+oa。 假 设 另 有 BiEF ，，7 =12， 
使 得 wa= 月 :十 月 :十 … 二 有,。 记 7 一 人 -PiEF，， 1 = 1， 
2，…，t。 则 显然 有 | 
TY 0. (5.8.1) 
由 于 7 六 ，， 改 太 (ON) = I7=1,，2,，… ,1 因此 出 
(5.8.1) ， : 

A te ty ) =A Yt 0 
再 依次 用 线性 变换 人?，.…， 有 A'-! 作用 于 式 5.8.1) ， 得 到 方 
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(5 .8。2 ) 


AI-IyY +A + .+A Tiy, = 10， 
在 天 中 取 一 组 基 {e)，e,，…，E,}。 设 7 在 这 组 打下 的 华 
标 为 (Xj，X2j，…，X,1) ，]==1]，2，…， t+。 将 式 (5.8.2) 
写成 第 i 个 坐标 分 量 形式 ， 得 到 


XiT +X,, 十 .… 十 义 ,， = 0 ， 
x,, + 人 AA,X;。 二 +A,X,,， = 0， 

(5.8.3) 
0 1 XA 1IXia 十 … 十 人 Xi = 0. 


由 于 XX 293 “3s 人 ， 网 两 不 同 ， 所 以 方程 组 (5.8.3) 的 系数 行 
列 式 


因此 xi = 0，i=1，2，…,n,j=1,2,…,t, 即 7Y; 的 坐标 为 零 。 
所 以 7 =0，j1=]，2，…，ft。 从 而 w = Bij， j=1，2，…,t. 
这 表明 ， 和 产 ，+ 广 +… 十 太 ， 中 每 个 向 量 wx 表 成 六 ， 矿 ) ， 
? ,的 疝 量 之 和 的 方式 是 唯一 的 ， 因此 V+ +…+ 
= 了 ,名 放 , 力 … 四 7Y ;,。 定理 3 证 毕 ， 
定义 3 如果 存 在 线性 空间 大 的 一 组 基 ， 使 得 线性 变换 4 : 矿 
=> 上 在 这 组 基 下 的 方 阵 是 对 角 方 阵 ， 则 线性 变换 4 称 为 林寺 角 
化 的 。 
生理 4 汉人 ，4;，，…，《 人 ,是 线性 变换 及 :了 一 玉 芍 公 沁 不 


同 的 特征 值 ， 则 线性 变换 委 可 对 角 化 的 必要 且 充 分 条 件 是 特征 值 
和 Xi 的 几何 重 数 等 于 它 的 代数 重 数 ，] =1，2，…，+。 

证 设 线性 变换 斥 是 可 对 角 化 的 ， 则 存在 天 的 基 {4)，a， 
2 使 得 | 

A(al, os, …，, qa) = (a,, Gy “ 4) A (5.8.4) 
其 中 .4 是 对 角 方 阵 , 设 4= diag(al，as，…,a,) .由 式 (5.8.4)， 
(oji)=aioi 1=1, 2，…，1， 即 Ga，…， a, 是 线性 变 
换 及 的 特征 值 . 适当 调整 东 向 量 “，， rn，…，om 的 次 序 ， 可 设 
4=diag(T 0), hol ey), ,+ 了 于 是 线性 变 不 换 入 的 
特征 多 项 式 为 p00) = det QL -A)= (X24) "(AA 2) “2 
(人 -4 上。 即 特征 值 人 ， 的 代数 重 数 为 ej， j=1, 2,…, +. 

一 方面 ， 由 式 (5.8.4) ， 

四 Mo l<i<e;, 

1<j<t. 

其 申 约 定 es=1， 因此 0 ED i=1, 2, 
eji。 所 以 dimV >e) ,i = 1,2,. st 。 由 定理 2， dimpr 
从 而 ey = dimF，，j = 1，2，…，+。 所 以 特征 值 NM 的 几何 重 数 
等 于 它 的 代数 重 数 ，) =1，2，…， 上 +， 

ee 个 特征 值 ; 的 几何 重 数 等 于 它 的 代数 重 数 ， 
) =1,2,…，+。. 由 定理 3，V = 中 让;, 昌 … 人 V1,, 取 特征 子 空 
间 Vi 的 吉 > Ge 
2，…， ff。 则 tc，cz，…，0} 是 让 的 基 。 于 是 

A(0a, 0,., :…, 0,) 

= (0 Co, “79 Odiaghd (ey, Mele)y, *, 人 ee)， 
即 线 性 变换 把 是 可 对 角 化 的 。 定 理 4 证 毕 。 

定义 4 设 4,， 7 一 矿 是 线性 变换 ，{elyoa:，…， as 是 这 的 

。 如 果 每 个 基 向 量 cj 都 是 入 的 特征 向 量 ， 则 {ecl yc。，…，c。)} 称 
四 从 全 和 

定理 5 线 件 变 痪 入 可 对 角 化 的 必要 且 充 2 分 条 件 是 存在 一 组 
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完全 特征 向 量 组 ， 

证 “ 设 线性 变换 及 可 对 角 化 , 则 存在 大 的 基 {21 2s，… 0s} >» 
使 得 | | 

(os cs eva) = Cas diagla) 人， 
畴 下 入 (aj)=Aj0;, 1=1,2,.… 1, 即 每 个 基 向 量 o 都 是 矶 扑 ] 下 
征 向 量 ， 所 以 {0 ya ,as} 是 完全 特征 向 量 组 。 

反之 ， 设 {a ;9s，… ,0,} 是 完全 特征 向 量 组 ， 则 {0 yo:，…， 
os} 是 的 基 ， 并 有 旦 及 (aj) =2ja;，j=1,2,…,n。 因 此 

人 (ai 020 二 《CC ,Oo diag CA) ,人 ， ;A ) | 
所 以 线性 变换 入 可 对 角 化 。 定 理 5 证 毕 . : 

例 1 证 明 ， 任 意 n 阶 复方 陈 4 都 相似 于 上 三 角 方 阵 。 

证 ”对方 阵 4 的 阶 数 7n 用 归纳 法 。 当 n=1 人 村，1 阶 方 阵 即 是 
上 三 角 方 阵 ， 因 此 结论 成 立 。 假 设 结论 对 nn 一 1 阶 方 阵 成 立 。 下 
面 证 明 结论 对 + 阶 方 阵 成 立 ， z 

设 ^, 是 方 阵 4 的 特征 值 ，xz,EC” 是 方 阵 4 的 属于 特征 值 人 , 的 
特征 向 量 ， 即 4o = 和 os 。 设 {elyos…yc} 是 于 维 复 的 列 向 量 
空间 C "的 基 。 因为 4xjEC"，j=2,3,…,n， 故 / 

Aa; 二 b; ] Qi 十 局 ) ,0 十 …， 二 j=2,3,.… ,1。 


又 Az = NMA 。 Pr pA 


人 ， p，， bi bp. 
| 0 b,， b,; b,: 

Alx1 9 yo) = (0 ,0 0 : 
\0 b,. b,，, bs 


-~ 《5。8。D) 


= (oss aa) 


其 中 B= (Di bs319." 0,1), 而 
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D，。 0 。 机 Os, 
入 归纳 假 蒋 ， 存在 中 一 阶 可 逆 方 阵 Qi ,使 得 Qi 4 :QQ， = b, 是 
圭 三 角 方 阵 。 把 4, ,= Q1B,87 代入 式 (5.8.5) ， 得 到 
人 ， 8 
Al(my sy02 sy 0) = (0, ,731900) ( 让 
0 QQ 


‘1 0、 payvL 0 
ee 人， B, 儿 。 Qi 


因为 wx 1 0 线性 无 天 ， 所 以 方 阵 卫 = (2 yc02 0) Bj, 


0 、A， 上 OQG 0 


1 ,~ ,1 i 
4sP( OG No 0) 六 
由 于 Q; 可 道 ， | Q,) 订 六， 从 而 及 = Pding(1,Q,) 


可 道 ， 显然 广 阵 (， 是 上 三 多， 因此 方 隆 4 相 似 于 上 三 


， BQ, 
A Bp ). 


例 2 ”证明 ， 秩 为 r 的 # 阶 早 等 复方 阵 4( 即 满足 4*=4 
Ti, 0 : 
相似 于 对 角 方 阵 (小 


证 先 用 年 阵 方法 证 明之 。 
方法 1 。 因 为 rangk4=r， 故 存在 可 北方 阵 忆 与 Q， 使 得 


{ 0 
4=7( )a 


六 此， 


RR 四 
及 R-QPR=(， ) ,其 中 R，, 为 了 阶 子 方 阵 . 则 由 上 式 得 到 ， 


2 1 22 = 


| : [i,) Fk,， 
hk = oo) 。 因此 ， Q=(, )Pp-. 所 


Me 
0 {sy () 0 0 { 1;) 


1 1,,， 一 全 is 
27=P( ). 则 了 可 送 ， 并 县 
0 { ov) 
7 0 
4=7( ”7 


0 0 


方法 2。 因 为 方 隆 4 满 足 4* = 4， 所 以 1(?) = 一 和 是 方 阵 4 
的 化 零 多 项 式 。 因 此 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 d() 的 次 数 只 能 是 1 或 
2 ， 并 且 由 于 d() 1f CD ， 故 d()) 只 能 是 以 - 1， 或 者 X( 人 一 1) ， 
如 果 d(X) = 入， 则 dd4) =4= 0， 即 4 为 零 方 阵 ， 所 以 结论 成 立 
如 果 d(X) = 人 -1， 则 qd(4) =4-7o =0， 从 而 4=， 所 以 
结论 也 成 立 。 | 1 

现在 设 gd) = 以 一 1)。 因 此 方 阵 4 的 取 小 多 项 式 的 根 为 0， 
1 。 所 以 方 阵 4 的 全 部 不 同 的 特征 值 为 0 ，1 。 设 它们 的 代数 重 
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数 分 别 为 1 与，!1+R=m。 由 例 1， 存 在 可 逆 方 隆庆 ， 使 得 
- 4 A,, 
P-!AP = )， 
0 4,， 
其 中 是 主 对 角 元 全 为 1 1 的 开除 上 三 角 方 阵 ，4,， 是 主 对 角 元 
个 为 0 和 J | 阶 王 三 角 方 阵 。 由 于 A =A, 所 PLA = 了 9 多 
4,,=0。 有 i 


,on) A,, (&) 一 -4 了 0 
\ 1 ,,) 六 4(， ro 路 
安 声 证明， 矩阵 的 秩 是 NT 不 变量 ， 因 此 &= 天 这 就 
证 明子 结论 。 | 
现在 用 几何 方法 证 明之 ， 
方法 3。 设 {caoos sc 是 下 维 复 线性 空间 大 的 基 。 由 
(aas ay= (ayo yo ) A (5 .8.6) 
可 以 确定 线性 变换 让， 太一 矿 。 设 改 大 在 基 fa os ，…， os 下 的 举 . 
际 为 x， 即 a= {ou yos，…yoas}x。 由 式 "(5.8.6) ， 
A (0) = (ol yo 0 ) AxX, 
A (ol) = (ol ya 0 ) 7 
由 于 A=/， 故 对 任意 of，A?(m) = 4(o 。 因 此 线性 变换 信 
满足 态 ” =， 它 称 为 圭 等 变换 
设 上 号 Im(aA)nKer(4A)， 即 aEIim(4)， 旦 acKer(4)。 由 
于 xcIm(4)， 故 存在 EEF， 使 得 w= 及 (B)。 由 于 oaEKer(A)， 
故 太 (ao =0. 因 为 4 = A, 所 Va= A(B)= A'(B)= A(A(B)) 
-OO=0. 因 此 Im(4)nker(4)=0。 这 表明 Im(A ) 
+Ker(A)=Im(A) 四 Ker(A)。 由 于 rank4=r， 故 / 
tim(Im(A))=r,， dim(Ker(A))=n-r。 于 是 =Im(A)@D 
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er(A). 
设 {B，, ,ER 是 Im(A) 的 基 ，{tB, 有 上。 是 
私 er (及) 的 基 , 则 {B ,Bs,…,B,,B,4r1sR ,1s，…，B,} 是 Ker(V) 
的 基 。 设 BiEIm(4)， 则 存在 yiEF， 使 得 BE, = 有 40))。 因 为 4 
= 避 ， 所 以 Pi = (OY);))= (0;))=A(A(O),))= 有 (B;), 没 
BiEKer(A)， 则 显然 人 CBE) = 0。 因 此 
小 


出 于 同一 个 线性 变换 存 不 同 基 下 的 方 阵 相 似 ， 志方 隆 4 相 从 于 
1.,, 0 
( 0 小 
方法 4 。 仍 如 方法 3 ， 由 式 (1 ) 确定 的 线性 变换 有 丰满 足 
有 A = 及。 所 以 00) = 人 一 人 是 线性 变换 入 的 化 零 多 项 式 。 因 此 线 
性 变换 及 的 最 小 多 项 式 d(4) 整除 人 一 了 *。 这 表明 ，d (2) = 人 光一 1 ， 
或 者 A 以 -1)。 由 于 最 小 多 项 式 的 根 必 是 特征 多 项 式 的 根 ， 反 之 
也 然 ， 所 以 线性 变换 及 的 特征 值 只 能 是 0 或 1 。 线性 变换 外 的 分 
别 属 于 特征 值 0 与 1 的 特征 子 空间 记 为 
a = {cE€V,. 人 (oa) = 01， 
V ={oatV, Al(n) =a)., 
出 定理 3,，Y 了 ,+V,=V@V,, 设 VF ， 刘 wx= (a- A (no)) 
十 站 (0)。 由 于 态 = 及 , 故 A(a-A(o))=A 和 (0) -A’(n) =0,H 
4(4(o)=A4 ,所 以 a- 态 (DEV, ，AA(0)EV,， 芭 ok€V， 
+ 亚 ,。 因 此 大 = 矿 , 外 六 。 从 而 dimP ,+ dimY ,= 4 这 就 证 明 , 特 
征 值 0 与 1 的 几何 重 数 分 别 等 于 它们 的 代数 重 数 ， 由 定理 4， 存 
在 手 的 基 ， 使 得 线性 变换 从 在 这 组 基 下 的 方 阵 为 对 角 方 阵 ， 而 且 


(Fr } 0 
A(B,,P,,- 及) = (B,,B,,… ,FE, (9 


| ,0 
对 角 元 为 线性 变换 入 的 特征 估 ， 所 只 可 该 对 角 方 冉 ( 


六 为 同一 个 线性 变换 入 在 不 同 基 下 的 方 阵 相似 ， 所 以 方 隆 相 似 
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[i.) 0 
于 (“”)。 由 于 相 们 的 广 阵 的 区 相等 ， 所 以 k= 例 2 证 毕 ， 


例 35 设 B,; 是 第 i 行 与 第 7 列 交 又 位 置 上 的 元 索 为 1， 
其 它 元 素 为 0 的 4 阶 方 阵 ，1 志 i ,7 达 n。 旦 设 1 个 nr 阶 非 零 的 复 
方 阵 ,; (1 和 过 i，1 志 nn) 满足 / 

FFir=6 Fi1, li, 1<h, (5.&。7) 
其 中 5;, 是 Kronecker 符号 。 证明 存在 1 阶 可 道 复 方 阵 卫 ， 使 得 
P-'F,,P=FE,,, 1 过 1，7< 委 nm。 
证 由 式 《5.8.7) ，Fi ,= 已 ， 妈 F 是 寡 等 方 阵 。 因 为 
方 阵 FF ,i 非 零 ， 因 焉 由 例 2 , 方 阵 已 必 具 有 特征 值 1 。 设 caeLC 
是 方 阵 忆 ， 的 属于 特征 值 工 的 特征 向 量 ， 即 已 ao =0 iba 
= 下) nr，j=1,2,… 1。 设 人 人 … 人 CC 使 得 
和 No tA 0， 则 对 7= 11,2,… nn， 
已 ，i，( 人 Oo 二 os 十 十 人 0 ) 
= Fo FA F004 + Tin, 
=APF Fo thFFo te th FF ,do 
=AM6 Fo th Fd t+ A id 
=AF or = 人 io = 0. / 
由 于 oi 关 0， 所 以 4)=0。7=1,2,…,n。 因 此 列 向 量 0 ,0 ，…、 
0 线性 无 关 。 令 1 阶 方 阵 卫 = (oo ，…yas)。 显 然 方 阵 上 可逆。 
由 式 (5.8.7) ， 对 k=1,2,… ,fn， 
Fa =F, Fd = ,0 = ON. 
所 以 
FyP=PF,;(0 ys 0s) z 
= (PF ,iQ si Cl) 
(0,0,.% .00:0,...,0) 
第 7 个 / 
= (ol ycy OE ,i = PE,i. 
这 就 证 明 ,，P7F,jP=E,jy, 1l<i, 1<<1。 


习 题 
1。 设 n 阶 复方 阵 4 满 足 4* = 了 ，R 为 正 整数 . 证 明 方 降 
相似 于 对 角 方 阵 。 
2。 如 果 方 阵 认 满足 入 = 0，R 为 正 整 数 ， 则 方 阵 N 称 为 千夫 
方 阵 。 使 得 以 * = 0 的 最 小 正 整数 尺 称 为 宪 零 方 阵 A 的 害 零 指数 . 


证 明 守 零 指 数 为 部 的 拓 阶 寡 零 复方 阵 六 相似 于 


0 00 0 0 nxn 


3。 由 于 方 阵 4 的 Tr 4) 是 方 阵 在 相似 下 的 不 变量 ， 因 此 定义 
线性 变换 入 ,一 VV 在 r 的 某 组 基 下 的 方 阵 4 的 Tr(4) 为 线性 迹 挤 
4 的 Tr(4)。 证明， 如 果 # 维 复线 性 空间 的 线性 变换 4 满足 
Tr(A) =0， 则 存在 下 的 一 组 某 ， 使 得 线性 变换 盈 在 这 组 基 下 的 
方 阵 的 主 对 角 元 都 是 零 。 

4。 设 3 阶 实 方 阵 4 在 实数 域 上 不 相似 于 上 三 角 方 阵 , 即 不 存 
在 3 阶 可 逆 实 方 阵 已 ， 使 得 忆 - 4P 是 上 三 角 方 阵 . 证 明 方 阵 4 在 
复数 域 上 上 相似 于 对 角 方 阵 。 

5。 设 站 维 复线 性 空间 广 的 线性 变 所有 的 个 等 和 全 两 不 
等 证明 线 性 变换 有 态 是 可 对 角 和 化 的 。 

6、 设 4 维 复线 性 空间 的 绪 性 变换 各 可 对 角 化 ,日 UU 是 线 
变换 入 的 不 变 子 空间 。 证 明 线 性 变换 人 驴 在 尽 上 的 限制 人 | 也 是 可 
对 角 化 的 。 

7. 取 定 nt 阶 复方 阵 AEC™"", 定义 线性 变换 4 : “CC 
OL = C*x* >C*x# 如 下 。 l ~ ， 
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A.(X)=AX, XtC”*” 
A,(X)=AX~-XA, XtC”*”. 
如 果 方 阵 了 4 可 对 角 化 ， 则 线性 换 变 4 ,与 4, 是否 也 可 对 
化。 

没 # 维 复线 性 空间 的 线性 变换 入 与 可 交换 。 证 明 线性 
所 与 B 具 有 公共 特征 向 量 。 迁 而 让 明 ， 没 了 是 下 标 集 合 ， 万 
的 线性 变换 集合 {A.: ve 了 } 中 任意 两 个 线性 变换 入, 与 入,, 可 交 
挨 ， 则 线性 变换 入 ,，vEI 具 有 公共 特征 向 量 ， 

9。 设 1 阶 复方 阵 4 与 8 可 交 撞 。 证 明 存 在 # 阶 可 逆 方 阵 了， 
使 得 P-'AP 与 P-' BP 都 是 上 三 角 方 阵 ， 即 方 阵 4 与 B 可 以 同时 相 
似 于 上 三 角形 。 推 广 到 任意 多 个 两 两 可 交换 的 方 阵 的 情形 


$5.9 特征 值 的 罩 


在 第 七 节 中 已 经 讲 过 ， 方 阵 4 的 特征 值 是 方 阵 4 的 特征 多 项 
式 P (4) 的 根 ， 而 方 阵 4 的 特征 多 项 式 P (WW) 是 方 阵 代 6) 一 和 4 的 行 
列 式 ， 因 此 欲求 nn 阶 方 泗 4 的 特征 值 ， 必须 先 求 出 nn 阶 方 阵 
人 一 和 女 的 行列 式 ， 妈 确定 方 阵 4 的 特征 多 项 式 P(X)， 然 后 再 
求 n 次 多 项 式 PQ) 的 根 。 我 们 知道 ， 计 算 ” 阶 方 阵 的 行列 式 计 
算 量 是 相当 大 的 ， 换 句 话说， 要 求 出 方 阵 .4 的 特征 多 项 式 是 相 当 
困难 的 。 即 便 方 阵 4 的 特征 多 项 式 P(*%) 已 经 求 出 ， 要 求 出 nn 次 多 
项 式 P() 的 根 是 很 困难 的 ， 甚 至 当 1 宇 5 时 ， 一 般 1n 次 多 项 式 的 
根 都 不 能 用 根 与 求 得 (这 里 法 国 若 名 数学 家 上 .Galois 于 1831 年 
fr 证 组 的 )》。 因 嘴 人 们 转 回 特征 值 的 卉 的 估计 ， : 

木 世 纪 头 一 个 关于 方 阵 的 特征 值 的 界 是 Hirsch 于 1900 年 给 
出 的 ， | z 

定理 1 (Hirsch) 设 4= (ai1) 是 nn 阶 贷方 阵 . 记 B= 


(4+AD) = (DC= 六 (4d-TD)= (ci1)， 其 中 i 满足 让 = 
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1, 用 世 


M/s=max{las|:I<hk, [<n), 
其 中 | as | 表示 复数 cy 的 模 。 设 人 ,是 方 阵 二 的 特征 什 ， 则 
[1 入， Re 和 5，| Im 人 | 过 0 


其 中 ReX, 与 ImX, 分 别 是 复数 x。 的 实 部 与 虚 部 ,如果 A 是 实 方 阵 ， 
_ 1 7 2 
则 1Imhsl<Me(2e5 一 ) . 


证 设 x= (x,,x,，…,X,) ”是 方 阵 4 的 属于 特征 值 *, 的 特征 
问 量 ， Bl] 


Ax= 7A, xX. (5.9.1) 
上 式 两 端 同时 厂 乘 以 * ， 则 得 到 
二 Ax=A,T xX, (5.9.2) 
出 于 
O11 Qs Gn, ix 


| | 
， [ds Gos 0 Qon i 
X Axw= (x ,Xs,: ss 


1} 
:| 
二 Eh 要 只 
nl dn2 * 


和 
dan x,/ 
一 2, Qi1XiXi, 


1 所 让, 所 


Li 


ix 下 
因此， 1 人 ( 工 | x, | ) = 


2, GyXkXT。 jh, 
1 ,| 所 玉 
尽 
2 (Fin)< 工 
kK 二 1 


[ax 
1 雪上， < 魏 红 


<M( EE zl 


1 
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由 Catchy 不 等 式 ， 


于 


ME MTT) 


《一 k=1 
因此 
(DI) < Is 1*). 

Rl 
电 于 特征 回 量 x 非 稚 ， 所 > 是 得 到 ， A | 魏 
rN, 

取 式 《5.9.2) 两 端的 共 罗 转 置 ， 得 到 
i YX。 (5 .9。3)， 


式 (5.9.2) 与 式 5.9.3) 相 加 或 相 减 ， 并 乘 以 二 或 和 ， 得 到 


(Res,) x x= x Bx, (5.9.4) 
(ImA,) x X= i CX., (5.9.5) 
将 式 (35.9.4) 中 的 ReX, 与 8 分 别 视 为 式 〈5.9,.2) 中 的 4, 与 4， 
便 得 到 ，|ReX。 | 二 nMs， 把 式 《5.9.5)》 中 的 ImX, 与 C 分 别 视 为 
式 《5.9.2〉 中 的 ,与 4， 便 得 到 ，| Tm | 筷 nM ,. 


当 4 = (qs1) 为 实 方 阵 时 ，C = 起 (44) 因此 C'= 到 


(A’— A) = -5 (4-A’) = 一 C。 即 c=0， k=1,2,…, to。 


以 由 式 《5.9.5) 得 到 ， 


2 Ch1XEX) 


1 所 是 关 久 二 


Emal 三 let: 
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= 3, | 


1 < < < 


< 2 


3 <k<I En 


<M.( >， 


由 于 


Tr 


vier 


所 以 2 二 < 是 实数 ， 1<<kh<1<rn。 因 此 由 Cauchy 不 等 式 ， 


) < 二 人 5 


了 < CH 1<k<IEn 


因为 


= | 二 一 | 


一 一 (XLX,) ~ XLR) (TX) 一 Xi 


一 ~- 、 2 
~ (XX1— Xx), 


所 以 ， 


- 


mi (DI)<M. -ed( 屏 or wt) ). 


p=1 1<t<l ey 


个 难 验证 ， 


2 
- ?4 
-( 2 (8 站 = 并 
1 ri i=] 
| ed 天 2 
一 2 一 一 
- (T(Ea)<(Ta) . 
bb 一 1 | | 


凤 北 
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1 开罗 <MN 人 (Slt). 
由 此 得 到 |， | Im?, | <M (2 Hirsch 定理 证 毕 ， 


适合 百 ” = 五 的 复方 阵 互 称 为 再 ermite 方 阵 ， 适合/ = 的 实 


和 


定理 2 Hermite 方 阵 与 实 对 称 方 阵 的 特征 值 都 是 实 的 . 
证 设 H 是 Hermite 方 阵 , 则 C= 记 (H-H') = 元 ( 末 一 万 ) 


=0。 因此 以 .=0,。 于 是 Hermite 方 阵 五 的 特征 值 人 人。 满足 
[lm sr .过 0， 所 以 Im 人 = 0。 这 就 证 明 ， 人 ,是 实数 ， 

对 实 对 称 方 了 泗 S， 证 明 完 全 相同 ， 

满足 = 一 人 的 复方 阵 天 称 为 斜 Hermite 方 阵 ; 满足 
K' = 一 开 的 实 方 阵 玉 称 为 实 斜 对 称 方 阵 ， 

定理 5 和 斜 Hermite 方 阵 与 实 斜 对 称 方 阵 的 非 零 特征 值 为 纯 

证 议 4。 是 斜 Hermite 方 阵 上 的 非 零 特征 值 . 因为 B 


= (K+R 天 7) = 5K- K)=0, 所 以 M。=0。 因 此 |Re?,j 


HM =0， 故 Re4。= 0。 所 以 4, 是 纯 虚 数 ， 
对 实 斜 对 称 方 阵 ， 证 明 相 同 。 略 ， 
在 介绍 关于 特征 值 的 另 一 个 界 之 前 ， 先 证 明 有 关 主 角 占 优 的 
一 个 结论 ， 它 是 Levy 于 1881 年 首先 得 到 的 ，Desplangues 于 
pe 1903 年 Hadamard 把 已 收入 他 所 着 的 书 中。 因 
地 和 常 称 为 Hadamard 定 理 ， 
# 阶 复方 阵 4= (a;;) 的 第 i 行 上 所 有 元 素 的 模 之 和 记 为 RR,， 


Bj R,= »_, 1aisl, 1=1,2,: 和 。 方 阵 人 A= (a, 站 条 第 717 列 上 所 


J=1 
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有 元 素 的 模 乙 和 和 记 为 1 即 T ;= 9,1a;ii|) }=1,2,." 。 记 
i=1 : 


P,=EK,— 1aiil, Q;=7;-|a;;|. 如 果 方 阵 4 满 足 |aeii|> 
i =1,2,…, mn， 则 方 阵 4 称 为 行 主角 占 优 方 阵 ， 如 果 方 阵 4 满 足 
la;;|>>Q;, 1 =1,2,.… ,1, 则 方 阵 4 称 为 列 主 角 占 优 方 阵 ， 关于 


蕴 


主角 占 优 方 了 泗 ， 有 z : 


定理 4 (Levy-Desplanques)。 设 4= (a;;) 是 行 或 列 主角 . 
占 优 方 隆 ， 则 det4 冯 0. 

证 设 4= (ci 门 是 行 主 角 皇 优 方 阵 ， 旦 det4=0。 则 方程 
组 4x=0 有 非 零 解 = (X15X,,…,X,) 。 故 maxflxij ,jxs1，…> 


友 
1x,l} = |x;|>0, 1<k<<n。 因 此 ， 2 a1.iX; = 0, 于 是 ， 
: j=1 / 
Ci 二 一 2, GriXi. 
1 1 
] 天色 


上 式 两 端 取 模 ， 得 到 ， 


ollal=| Dols 于 eol 
jt} 扣 #7 ] 过) 
| 7 7 六 
<|x,| 上， 


因此 icss| 委 己 ， 与 4 为 行 主角 占 优 方 阵 相 矛盾。 

对 列 主角 占 优 方 阵 4， 则 4 为 行 主角 占 优 方 阵 。 因此 det4 
=detA’ 卫 0。 定理 3 证 毕 . 

利用 Levy-Desplanques 定 理 ， 六 有 即 得 到 Gersgirin1931 年 所 - 
证 明 的 圆 盘 定理 ， : 

定理 5 (Gersgirin 园 盘 定理 ) 任意 +4 阶 复 方 泗 A4= (a,;》 
的 特 企 值 一定 次 在 复 平 面 上 + 个 圆 盘 

Iz—-a;ii|<P,, i1=1,2,..…,n 


的 并 集 内 ， 
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证 “ 设 》, 是 方 阵 4 的 特征 值 。 则 P63) =det(o7 06) 一 4) 
= 0、 因此 由 Levy-Desplanques 定 理 ， 方 阵 Xo7。- 4 不 是 行 主角 
占 优 方 阵 。 所 以 至 少 有 荣 个 i，1<i<m， 使 得 1 一 ai Si 
这 就 证 明了 圆 盘 定理 . 

Gersgsrin 圆 盘 定 理 可 以 推广 。 为 此 先 证 明 Levy-Desplan 
-ques 定 理 的 一 个 推广 。 

定理 6 设 4= (c; 门 是 丰 阶 复方 阵 ， 且 

laiillajyil>PP;, 1<iz)<n, (5.9.6) 
Wi det.A=#0, 

证 设 detA4 =0， 则 齐 次 方程 组 4x = 0 有 非 零 解 = (%, xs， 

… ,XX ) 。 设 x, 与 YX, 满 足 
Ix,| 宇 |x,| 守 [x =1)27 一 十 上 
如 果 x, = 0， 则 对 i =1,2,…,r 一 1l,r+1,.…,n，X; 二 0。 因此 方程 
组 Ax = 0 的 第 r 个 方程 化 为 a,,x, = 0。 但 x 非 零 ， 所 以 ,去 0， 

因此 a,，, = 0。 与 条 件 (5.9.6) 元 盾 ，。 从 而 x ,天 0。 
由 齐 次 方程 组 4x = 0 中 第 r 与 5 个 方程 得 到 ， 


jad l= Foe TE loss 


卫 委 了 去 天 7 
7 关 r i 直 fr 
<Ix, |P,, 
ladled=|- TD awl< TE lol 
1 和 7 了 入 二 委 了 天 拓 
了 关节 天 了 


<|x,|P,. 
因此 la,, ||a, ,| 志 f,P,， 与 条 件 (5.9.6) 矛盾 。 这 了 怠 证 明 ， 
det.4 尖 0。 
定理 7 任意 71 阶 复方 活 4= (a;;) 的 特征 值 一 定 洛 在 复 平 


面 上 (一 ”个 Cassini 钊 形 区 域 


[1z—-aiillz-ai;il<P,fi, 1 委 ; 天 ] 魏 1 
的 并 集 内 。 
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证 ” 设 2, 是 方 阵 4 的 特征 值 , 则 92(,) =det(T -A)=0。 
由 定理 6， 不 等 式 | 一 a;;117%。 -aii | 之 PP; 不 可 能 对 所 有 的 
ij 成 立 ， 其 中 1<i 尖 jw。 因 此 存在 某 对 1,7，1<i7<wy 使 
得 四 用 

1。 一 ai 一 ar 站 过 三 三) 

定理 7 证 毕 ， 

应 当 指出 ， 不 但 Hirsch 定理 与 Gersgirin 图 盘 定理 本 身 在 
估计 特征 使 时 具有 重要 的 意义 。 而且 它 们 的 证 明 也 为 处 理 有 关 竺 
征 值 的 问题 提供 典型 的 方法 ， 


例 1 满足 5'U=UD’ = 了 (5) 的 1n 阶 复方 阵 U 称 为 西方 阵 ; 
满足 QO = OO= 了 6) 的 7n 阶 实 方 阵 O 称 为 实 正 交 方 阵 。 证 明 ， 
西方 阵 与 实 正 交 方 阵 的 特征 值 的 模 为 1 。 

证 设 x 是 西方 阵 U0 的 属于 特征 值 * 的 特征 向 量 ， 即 Ux = 
xx。 两 端 取 共 斩 转 置 得 到 #0 /=Xox’。 因 此， 开光 /0 
= | 128x。 因 为 UV 为 西方 阵 ， 故 区 /QU = 了 7 。 于 是 得 到 ， 
(| 一 1)x/x=0。 由 于 x 非 零 所 以 zx>>0。 因此 ,17,1 
=1。 即 i。| =1。 所 以 西方 阵 U 的 特征 值 的 模 为 1 。 

对 实 正 交 方 阵 ， 证 明 相 同 , 赂 。 


习 起 


1 。 设 复方 隆 4=diag(a,,a,,…,a,)，U 是 西方 阵 。 证 明 方 
外 UA 的 特征 值 人 。 满足 : 
min{lai|l lc: ,lal}<|7, [Smax{la;| ,la,|,…, 1a,|}. 
<。 证 明 ， 西 方 阵 U 的 任意 一 个 子 方 阵 U, 的 特征 值 的 模 不 大 
1. 
3。 设 4 是 4# 阶 方 了 泗 ，M 放 是 和 阶 方 了 泗 ，k 志 nn， 旦 存在 nnXhk 列 
游 秩 矩阵 了， 使 得 4P = PPM。 证明， 方 阵 训 的 特征 值 一 定 是 方 阵 
4 的 特征 值 . z 
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4。 设 0 是 奇数 阶 实 正 交 方 阵 ， 且 detO = 1。 证 明 方 阵 O 具 有 
特征 值 1 ， 

5。 证 明 ， 行 列 式 为 - 1 的 实 正 交 方 阵 具 有 特征 值 -1 

6。 设 4 与 B 是 % 阶 实 正 交 为了 泗 ， 晶 detA = 一 detB。 证 明 
det (A+B)=0, 

7. 设 4 是 4 阶 实 方 阵 ， 上 且 方 阵 B=-3 (4+ 41) 的 最 大 与 最 小 


特征 值 分 别 为 4 与 k,。 证 明 方 泗 《 的 特征 值 4 ,的 实 部 Re 满足 


1 < 上下 e 人 和 AH。 
5 这 A= (ai; 站 是 1 阶 复 方 阵 ， H. 


m4 = Min {aiil — 六 alt>0, 


< 1 Sin 
了 了 二 


证 明 ，| det4| 关 ep po) 
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第 六 章 ” Jordan 标准 形 


Jordan 标准 形 理论 ， 也 即 方 阵 在 相似 下 的 分 类 理论， 可 以 
说 是 线性 代数 的 最 深刻 的 部 分 。 由 于 同一 个 线性 变换 在 不 同 基 下 
的 矩阵 表示 是 彼此 相似 的 方 阵 ， 因 此 ， 方 阵 在 相似 下 的 分 类 问题 
也 就 是 寻求 线性 变换 的 最 简单 的 矩阵 表示 的 问题 。 研 究 Jordan 
标准 形 ， 有 两 种 途径 ， 几 何 的 与 矩阵 的 。 本 章 继续 沿 着 上 一 章 的 
几何 方法 ,首先 在 $6.1 中 靖 明 如 何 将 线性 空间 分 解 成 线性 变换 的 
根子 空间 的 直 和 ,然后 在 $6.2 与 $6.3 中 ,先是 对 寡 零 线性 变换 、 
尔后 是 对 一 般 的 线性 变换 ， 闸 述 如 何 将 每 个 根子 空间 再 分 解 成 特 
环 子 空间 的 直 和 ， 并 且 用 初等 因子 组 来 刻 划 每 个 循环 子 空间 的 构 
造 ， 至 此 ， 寻 求 线性 变换 的 最 简单 的 矩阵 表示 问题 ， 也 即 方 阵 在 
相似 下 的 分 类 问题 业已 解决 。 由 于 初等 因子 组 的 计算 利用 矩阵 比 
较 方 便 ， 也 由 于 利用 矩阵 方法 来 研究 方 阵 在 相似 下 的 分 类 问题 具 
有 同等 重要 的 价值 ， 所 以 $6.4 与 $6.5 通过 人 和 矩阵 重新 讨论 了 
Jordan 标 准 形 理论 ,并 得 出 了 计算 初等 因子 组 的 有 效 方法 ,$6,6 通 
过 例子 说 明 , 如 何 利用 这 一 深刻 理论 的 结果 ， 也 即 方 阵 的 Jordan 
标准 形 来 解决 线性 代数 的 种 种 问题 。 以 上 的 讨论 是 在 复数 域 上 进 
行 的 。$6.7 讨论 了 实 方 阵 在 实数 域 上 的 相似 分 类 问题 。 


3 6.1 根子 空间 


妈 瑚 是 4 维 复线 性 空间 ， 4 7 一 矿 是 线性 变换 ， 人 ,是 线性 
变换 入 的 特征 值 。 根 据 第 5 章 第 8 节 ， 线 性 变换 人 的 属于 特征 值 
4。 的 特征 子 空间 为 

V ,={0V, 4(a = 人 oj={cecr， (有 -人 Do =a,), 
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其 中 瑟 了 一 广 是 单位 变换 也 就 是 说 ， WV,, 是 线性 变换 入- Xe 
的 核 。 

设 m 是 正 整数 .考虑 线性 变换 CA-1.D: 的 核 一 

多 tm =Ker(A- iD"™= {oy, (A-2,D" (oO =0}, 


显然 ， 开 V4W 是 线性 变换 入 的 不 变 子 空间 ， 并且 当 p<l 时 ， 
WV CV”。 于 是 得 到 线性 变换 及 的 不 变 子 空间 的 上 升序 列 ， 
WD EWD EEWY EC..EV, C6.1.1) 


利 第 5 章 第 4 池 例 2 的 证 明 相 仿 ， 可 以 证 明 ， 对 于 线性 变换 及 的 
不 变 子 空 序 列 〈6.1.1) ， 存 在 荣 个 正 整数 hk， 使 得 


玉 人 EWID SEWE EW =Wit’ ?=e (6.1.2) 
因此 ， 
HY ,= UW =W . - (6.1.53> 


定义 1 设 ^ 是 线性 变换 及， -> 的 特征 值 。 则 所 有 线 
性 变换 (4 一 A,D" 的 核 Ker(4 -0 的 并 集 称 为 线性 变换 入 
的 属于 特征 值 *。 的 根子 空间 ， 记 为 矿 ;.。 根 子 空间 矿 ,, 中 非 零 
向 量 称 为 线性 变换 和 & 的 属于 特征 值 人 。 的 根 向 量 . 

由 定义 可 以 看 出 ， 根 子 空间 到,= 歼 ( ， 因 此 它 是 线性 变 
换 人 入 的 不 变 子 空间 。 设 根 向 量 ez， , 则 由 (6。 1.2) 与 (6.1.3) , 存 
在 正 整数 1， 使 得 oti0 ,但 oTVi6"”， 也 即 (A4-2,D' (o 
=0， 但 (4 -AD (o) 关 0。 正 整数 1 称 为 根 向 量 4 的 次 数 ， 
显然 ， 1 次 本 网 重生 是 牺 体 疝 量 ， 而 且 特 伍 寺 空 由 Vi =W 
SEW. 


关于 根子 空间 ， 下 面 的 定理 成 立 ， : 
定理 1 设 %。 是 线性 变换 太一 的 特征 值 , 网 是 线 竹 
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变换 4 的 属于 特征 值 。 的 根子 空间 ， 并 且 正 整数 满足 ， 
WA EWie = W171., 

则 线性 变换 外 存根 子 空间 态 1, 上 的 限制 入 1。， 的 最 小 多 项 式 为 
《A— 4。)*。 

证 因为 久 =WW4%， 因 此 对 任意 Wi,， 均 有 ok 4 
=Ker((A-7271)、 ,有 即 (A-AD: | (0) = (A-72N) (0) 

0 

=0. 所 以 -4 * 是 人 |v， 的 化 零 多 项 式 . 于 是 Alv， 的 最 小 
多 项 式 应 为 (4 一 4,)'?，1 夸 1k。 如 果 人 [kh， 则 1 委 &- 1。 因 此 
对 任意 otW ,， 将 有 (入 一 人 站 一 (2) 一 (六 ~ 人 人 (和 
— D0))= (A -7D (0) =0。 所 BMatWy fe ;EY 


=JV EWR- 0 因此 玉 V4 开 =-n， 矛 盾 . 这 就 证 明 
人 jy 的 最 小 多 项 式 是 (人 人 一人) 。 


定理 2 变 人 :与 人 是 线性 变换 及 ,了 -> 的 不 同 特征 信 ， 
草根 子 空间 丈 , 与 到 的 和 球 : + 刺 ， 是 直 和 ， 

证 只 需 证 明 ,， Vi 人 V1,=0。 设 0z0k1V;, 则 IV1:,。 则 
otWV ;，。 因 此 和 存在 正 整 数 k， 使 得 B= (有 -人 有 (o 和 0， 但 
(M.D)=(A -ADn)(B)=0, 即 妇 (8B)=72,B。 另 一 方 
面 ，ctWV;,， 而 V;, 是 线性 变换 态 的 不 变 子 空 间 ， 显 然 素 ,也 
是 线性 变换 ,7 的 不 变 子 空间 ， 因 此 柬 ,, 是 线性 变换 入 ~X11 的 
不 变 子 空间 ,所 以 BtW',,. 于 是 存在 正 整 数 1, 使 得 (有 妇 
一 X41-!，(B) 才 0, 而 (A-2,)!:(B) =0, 由 于 (6)=7,8， 

因此 


1 
(A-A.1)'(B)= 2 (-1DICITAICB) 
at 


i 
= (DCI )8 = (A+1 ~4.) P=0. 


jw 
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六 为 8B 尖 0， 故 人 ,= 人:， 与 假设 矛盾 。 因 此 开门 于 =0。 

下 面 是 本 节 的 主要 定理 。 

定理 3 〈 空 间 第 一 分 解 定 理 ) 设 ^,X,，… ,+4, 是 线性 变换 
4 V->V 的 全 部 不 同 的 特征 值 ， 它 们 的 代数 重 数 分 别 为 e, ,es， 
i C19C29 "52: 之 ]，eE1 二 6; 十 … 二 2, =n， 有 即 线 性 变换 及 的 
:特征 多 项 式 PM) = (以 一 人 (人 一人) 2 一 入) ， 则 
V = 玉 BW ,DBW,,; 
其 中 三;, 是 线性 变换 及 的 属于 特征 值 7 的 根子 空间 ,并 且 线 性 变 
换 妈 在 矿 ，， 上 上 的 限制 所 Li 的 特征 多 项 式 为 Pj (2) = (4 一 A7) i， 
j=1,2,.,1. 

证 和 百 先 证 了 明 ， 六 = 歼 : ;+ 丈 + 了 玖 。 记 


P(A) 


六 (人 ) = 而 


一 (人 人 一人) (人 一 人 1) "ji-i 
(人 一 人 站 7741 人 人 一人) 


其 中 7 了 =1,2,…,t， 并 约定 e。=0。 显 然 多 项 式 f 69) ,了 (4) 
sf ,以 ) 是 互 案 的 ， 因 此 存在 多 项 式 g1 (4) ,gs (3),…', 9,(A)，| 
使 得 gi (42)f1(2) gs (2)f,(2) 二-…+g,(2)f,(2)=1。 于 是 
gi(A)f (A)+g, (4)f (4A)+…+g (A)f, (A) =7。 设 cEF， 
出 
C={(0) =g1(A)f. (A) (oa) +g, (A)f, A) (0) + 

+g(4)1 (4A) (0m. 

记 wr=gi(4) 记 (人 4)(o，71=1)2,…) ft。 因为 
(人 -AD = (DA)9giA)FA)) (0)) 
= gi(A) (P(A) (oj)). 
因为 了 PC) 是 线性 变换 及 的 特征 多 项 式 ， 所 以 由 Cayley-Ha- 
milton 定理 ，9(4) 是 等 变换 。 因 此 
(A-AD) "i(0)) = 9;(A) (0) =0, 

肖 [ xj 了， 1=1)2 pf。 这 表明 ，a=al+as 十 二 OK 
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+ + tH ,. 于 是 =Wi +Wi, t+ +h,, 
其 次 证 明 ， 和 Wai, +H,t ti, 是 吾 和 ， 为 此 只 需 证 . 

明 ， 对 任意 i,，1<i<t-1， 

WW ) NNW,,, =0. (6.1.4) 


对 [用 归纳 法 。 当 【=1 时 ， 由 定理 2， 结 论 成 立 。 现 在 假设 式 
(6.1.4) 对 1 和 m 一 1 成立。 下面 证 明 式 (6.1.4) 对 m 成 这 ， 
论 U0， CE (HW + 7,+ “». 十 到 1， ) NW ， 。 由 于 


eg， ， 故 存在 正 整 数 R， 使 得 B= (4-^nrt (2) 关 0， 
但 (4 -DesD=0。 因 此 4(8)=^apB。 另 一 方面 ， 
oc + 了 V1.+ + 了 V1,。 由 于 V1 是 线性 变换 外 的 不 变 子 空 
问 ， 因 此 玉 11 + 玉 ;,+…++V1, 是 线性 变换 A 的 不 变 子 空 间 。 
亚 然 矿 ) + 了 到，+…… 二 克也 是 线性 变换 人 w+ 的 不 变 子 空间 。 
所 以 B=( 有 -AD)5 (DO EW tHWit+…+WV1,， 而且. 
A(BOEW +H,+… +H .因此 B=B.+B;,+…+Ph,， 
BE 1,, j=1,2,…,m, 且 A(B)= A(B)+A(B,) t+ 
A(B,) ,其 中 AA(B1)EWV;, ,7=1,2,…,m。 由 于 A(B) =A 人 +ip， 
区 太 (B) =4,41Bit+ Mri1B: + 二 a+1Ba。 由 归纳 假设 ， WV 
+ t+ = BW DDBW,,, 因此 (8) 分 解 为 
厅 Ws 中 国 量 之 和 的 方式 唯一 ,所 以 A(B)) = 人 +1 
B;}，7=1,2,…,t。 于 肿 BitW i NW. 由 定理 2 ,Bj=0， 
j=1,2,…,t。 也 即 B=1, 了 巴 盾 . 因此 a=0. 这 就 证 明 ， 式 
(6.1.4) 对 1=m 成 立 ， 
最 后 证 明 ,线性 变换 入 | 的 特征 多 项 式 为 i (2) = (A— A ii, 


1 =1,2,.… 1, 根据 定理 4 了 以 及 第 5 章 利 1 方 定理 5 9 除 人 外 ， 
线性 变换 Al， 不 可 能 有 其 它 的 特征 值 ， 所 以 线性 变换 和 |r， 


的 特征 多 项 式 叫 ; (人 ) 应 具有 形式 (2 -27)"i。 由 于 VV=Wi 储 
HW DDW,,. 因此 A=Al,, DAI,, D'…DAI,, . 于 是 : 


Jo0 


:线性 变换 4 的 特征 多 项 式 了 (0) = P(X2)P, (2)…P, (4)， 即 
PY = CAA) NAA) 2 ) 
= (A— A miAm A m2 
所 以 9 = 一 Aj)*i，7]=1,2,…,t。 定 理 3 证 毕 。 
由 定理 3 的 证 明 可 以 得 到 ， 线 性 变换 及 的 属于 特征 信 x 的 
根子 至 间 不 的 维 数 等 于 特征 值 人 。 的 代数 重 数 。 


下 是 


1。 访 2 维 复 线性 空 同 坟 的 线性 变换 及 在 基 {0 ,0,,…,0,} 
下 的 方 阵 为 4， 求 线性 变换 及 的 特征 值 和 根子 空间 ， 


(C1) 1 -3 14 (2) 0 -2 3 2 
js 7 | 
| 4 


[1 1-1 -1 
6 -77 ‘10 0 2 0 
1 -1 0 1， 


2。 证明 ，4 维 复线 性 空间 了 的 线性 变换 及 可 对 角 化 的 必要 
本 条 件 是 ， 所 有 根 向 量 都 是 特征 向 量 ， 
34。 证 明 ，1# 维 复线 性 空间 六 的 非 零 向 量 都 是 线性 变换 丰 的 
和 分 条 件 是 ， 线 性 变换 息 的 特征 值 都 相同 。 
证 明 ， 维 复 线性 空间 的 线性 变换 4 的 属于 不 同 特征 
ea 
5。 证 明 ， 3 阶 复方 阵 4 与 BB 相似 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 
性 A 与 8 上 共有 相同 的 特征 多 项 式 与 最 小 多 项 式 ， 
6。 举例 说 明 ， 最 小 多 项 式 相同 的 4 阶 赛 零 方 阵 4 与 B 不 一 
定 相 似 。 
7。(Eitting) 设 人 是 数 域 上 + 维 线性 空间 入 的 线性 变 
换 。 证 明 ， 存 在 线性 变换 和 的 不 变 子 空间 VV, 与, ,使 得 
= 人 VV , ,并 且 线 性 变换 人 4 在 六 上 的 限制 和 |，, 是 可 逆 的 ,而 在 
Y :上 的 限制 和 |， 是 徊 零 的 。 简 单 地 说 ， 任 意 线性 变换 有 都 可 
拟 分 解 为 可 逆 线 性 变换 4 | ，, 与 寡 零 变换 4 1， 的 直 和 。 (注意 ， 
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如 乐 数 域 五 是 复数 域 ， 则 本 题 可 用 空间 第 一 分 解 定 理 加 予 证 明 。. 
这 里 要 求 给 出 一 个 不 用 空间 第 一 分 解 定理 的 证 明 ) 。 
8。 利 用 工 题 证 明 空 间 第 一 分 解 定 理 。 
9。 设 1 维 复 线性 空间 产 的 线性 变换 入 的 最 小 多 项 式 为 d (2) 
= (一 ADD 一 AD) 人 (人 一人) 其 中 人 ,人 :人 ,是 线性 变 
换 及 的 全 部 不 同 特征 值 。 并 设 丈 ; 是 线性 变换 (和 -AD*i 的 
， ?=1,2,..…,1 . 证 明 ， 
《1) 根子 空间 V1, = 人 Vj，7=1,2,…,1; 
(2) 线性 变换 入 在 歼 ) 上 的 限制 和 |， 的 最 小 多 项 式 为 
i 1 =1,2,.…,t。, 
。 设 数 域 了 上 + 维 线性 空间 y 的 线性 变 让 换 人 的 最 小 多 项 式 
为 ji = pT1(A) p22(A) .pri (A) 1 其 中 p(n) ,ps (0) ,bp, (7) 
是 数 域 F 上 互 不 相同 的 站 一 不 可 约 多 项 式 。 并 设 矿 ; 是 线性 变换 
p”i(A) 的 核 。 证 明 ， 
(C1) VY =W. BNW,.D..…DW,; 
(2) | 么 在 矿 ) 上 的 限制 人 lw 的 最 小 多 项 式 为 
dn; (1), j=1,2, 
tt。 设 3 和 放 加 时 二 人 的 线性 变换 和 在 标准 基于 的 方 
隆 为 


/6 -3 -2. 
.4=|4 -1 -2 | 
10 -5 3. 


记 线 性 变换 左 的 中 最 小 多 项 式 d(A 人 ) =pi(2)ps(4),， 其 中 p10) ， 
P?, (4) 是 实数 域 R 上 首 一 不 可 约 多 项 式 . 设 画 ;是 线性 变换 : 
?, (A) 的 核 ，7 = 1,2， 
《1) 分 别 求 子 空间 丈 , 与 矿 , 的 基 ; 
《2 ) 求 线性 变换 和 |r 与 和 | 分 别 在 所 求 基 下 的 方 阵 
4 ，7= 工 ,2。 
12。 设 3 维 实 同 量 空间 RR 的 线性 变换 及 在 标准 基 下 的 广 阵 
392 . 


求 可 对 角 化 线性 变换 DD 与 塞 零 变换 NN ， 使 得 和 =D+N， 且 
.DN = ND. 


$6.2 循环 子 空间 


设 广 是 数 域 上 4 维 线 性 空间 。 对 于 线性 变 撞 4， 矿 一 矿 ， 
际 特征 子 空间 与 根子 空间 外 ， 还 有 男 一 种 不 变 子 空间 ， 这 就 是 由 
向 量 生 成 的 循环 子 空间 ， 
定义 ] 设 we。 是 人 刻 的 非 零 向 量 ， 信 中 线性 变换 A 的 所 有 包 
a。 的 不 变 子 空间 的 交 称 为 由 向 量 w。 生 成 的 《相对 线性 变换 及 
的 ) 0) 记 为 C,。 
由 定义 可 以 看 出 ，C。 是 线性 变换 八 的 包含 x。 的 最 小 不 变 子 
至 同 。 即 如 果 线 性 变换 入 的 不 变 子 空间 了 包含 向 量 c, ， 则 太 也 
包 侣 Lv。 

天 于 循环 子 空间 C。 有 

命题 1 由 向 量 a。 生成 的 循环 子 空间 C。 即 是 由 向 量 ao， 
(0,),… ,及 "(0,),… 生 成 的 子 空间 。 

证 由 问 量 @, ,及 (0,),…, 有 "(a,),… 生成 的 子 空间 记 为 
忆 。 由 于 C。 是 线性 变换 息 的 不 变 子 空间 ， 因 此 A (a), A?(0,)， 

"acCo。 所 以 USEC，， 

反之 ， 设 ccU， 则 存在 ol ,as，…,axEF， 使 得 wa= ai Am (cy) 
二 Qs 肪 "(0,) 十 … 十 0 "4(a) 。 因此 4(au) ai A"™it (a, ) 
+0 st (oo 十 Ga))。 所 以 和 (oO6U。 这 表 7 
是 线性 变换 入 的 不 变 子 空间 。 显 然 ，av,kU。 因 此 CE 避 。 文 壮 
证明 Co。=U, 证 给 ， 
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定义 2 设 f0) 是 数 域 上 关于 未 定 元 + 的 非 零 多 项 式 ， 
ookc1 。 如 果 4) (a,) =0， 则 (4) 称 为 向量 a。( 相 对 线性 变 
换 全) 的 化 零 多 项 式 . 

由 定义 可 以 看 出 ， 线 性 变换 入 的 任意 一 个 化 零 多 项 式 都 是 向 
量 x。 (相对 线性 变换 入 ) 的 化 零 多 项 式 。 反 之 却 不 尽 然 。 

定义 5 向 量 w 的 所 有 【相对 线性 变换 4) 化 零 多 项 式 中 
次 数 最 小 的 首 一 多 项 式 称 为 向 量 w。( 相 对 线性 变换 4) 的 最 小 多 : 
项 式 ， 记 为 do,()， 或 简 记 为 d。 (7) 。 四 

向 量 x。 的 所 有 化 零 多 项 式 的 次 数 集合 记 为 昼 。 由 于 线性 变 : 
换 及 的 最 小 多 项 式 d(4) 是 入 的 化 零 多 项 式 ， 因 此 d(X) 是 向 量 
xu 的 化 零 多 项 式 ， 即 degd (7%) EM， 所 以 集合 帮 非 空 。 这 表明 ， 
集合 及 一 定 存 在 一 个 最 小 正 整数 ， 记 为 &k 。 于 是 存在 向 量 0。 的 
一 个 次 数 为 的 化 零 多 项 式 9() ， 多 项 式 a-'g(X》 即 是 向 量 us 
的 最 小 多 项 式 ， 其 中 a 是 多 项 式 9 以) 的 首 项 系数 。 也 就 是 说 ， 
器 量 xc。 的 最 小 多 项 式 总 是 存在 的 。 

容 昂 证明， 向 量 x。 的 最 小 多 项 式 d。 (人 ) 整除 向 量 wo 的 任意 - 

一 个 化 零 多 项 式 ， 而 且 向 量 x 的 最 小 多 项 式 d, (4%) 是 唯一 的 。 

因为 由 回 量 x。 生成 的 循环 子 空间 C。 是 线性 变换 入 的 不 变 
子 罕 间 ， 所 以 可 以 考虑 线性 变换 入 在 C。 上 的 限制 4|。。 关 于 
态 |.， 有 | 

命题 2 设 人 :了 一 广 是 线性 变换 ，C。 是 由 向 量 a。 生成 的 

(相对 外 的 ) 循环 子 空间 ，d (人 ) 是 向 量 w, 的 最 小 多 项 式 ， 且 
deg (ad (人 人) ) =R， 则 
C1) dimCoe=R，{fcoy (co )} 是 C, 的 基 ， 

且 4|。, 在 这 组 基 下 的 方 阵 为 


0 0 0 0 一 G， 
] 0 i 0 0 Ul 
4= ee ， 
0 1 0 Ur-, 
0 0 0 1 一 0 sxs 
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-其 中 dao) =aof+TaAT… 十 Gx-l 人 十 从 二 

(2) du,() 是 和 le 的 特征 多 项 式 与 最 小 多 项 式 。 

证 首先 证 明 oe ) ,…, 态 :~ (a。) 线性 无 关 。 设 有 不 

-全 零 的 5,。,68，，… ,5b;-1EL， 使 得 

pa tb A ) 4. tb A a,) =0. 

pb ,bs-1 庄 数 中 由 后 往 前 数 头 一 个 不 为 零 的 bj 的 下 标记 为 

) ， 即 六 关 0， 但 Di =pbi=…=b -=0， 出 
(bi+b.A+..….+b,A') (na)=0., 

因此 了 0Q) =pbo+bX+…+pbi 是 向 量 4。 的 一 个 化 零 多 项 式 ， 

且 degf 2) =1<R-1<R， 与 dv (人 )》 关于 次 数 的 最 小 性 了 矛盾。 所 

ea AS (ocxo) 线性 无 关 。 

其 次 证 明 ， 对 任意 i 之 k,， 向量 内 '(x) 可 由 ay 人 (co)， 
(ao) 线性 表 出 。 事 实 上， 由 于 ao() 是 回 量 wo 的 最 
.小 多 项 式 ， 因 此 
dA) (a) =a0 tarA (oa) + 

+asiA (oa)+ A*(a,)=0. 
.所 以 
人 (ay)= 一 aa 一 oa) 一 … 一 ai (oo)。 (6.2.1) 
即 A'r(ao) 可 由 os,4(x)， 4 (oo) 线性 表 出 。 即 结论 对 
.1 =k: 成 立 。 假设 结论 对 1 成 这。 即 设 
Ia)=boo+p (Ca )+…+o- (ao)， 其 中 
.0 DEF。 则 
iio)=pDACa)+DA (or,) + 

+b,_ .Ari- (oa)+D ASCa)， 
于 是 将 式 〈6.2.1) 代入 上 式 , 即 知 有 1+ (ao) 可 由 cy Cao)，， 
1(oxo) 线性 表 出 ， 

现在 设 okKC ，， 则 w 是 有 限 个 形 如 A"i(a, )， 人 "2Cxo)， "9 
.及 "i(a,) 的 线性 组 合 ， 其 中 妨 ; Ms ，… ,mm, 是 非 负 整数 。 由 于 
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每 个 及 *i(a,。) 都 可 由 co 人 (ooxo) 线性 表册 ， 所 
Da 也 可 由 cyA(a)， AI (as) 线性 表 出 . 这 就 证 明 ， 
(aa AIao)} 是 C。 的 基 ， 并 且 dimC。=P。 
由 于 - 
Al. (an ) = 人 (ou )， 
上 | 。 ‘Ao A Co )， 


Alc(A*-’(o, )) = Ar-i(o, )， 
Al. (AS (oa))= A(a,) 
= 一 Cio -a )—-.…—a-iA- (a ), 
Eb / : / 
Alc lo, A(a) ,A (a )) 
= (0,,A(a,),.…,Ar-'(o,))A. 

这 了 吏 证 明了 绪论 《1) ， 

由 结论 〈1 ) 容易 算得 ， 信 |。 的 特征 多 项 式 为 “ 

p()=det( 人 人 一 4)=Ga+GiAd 

二 Gil - +7*=d, (7), 

由 于 人 1。 的 最 小 多 项 式 dGA) 整除 4 | 的 特征 多 项 式 v (人 )， 
而 0。 的 最 小 多 项 式 d。(*) 整除 和 |6, 的 化 等 多 项 式 ， 特别， 
do,《(4) 整除 态 | 0, 的 最 小 多 项 式 d(t*)， 即 dt*)lde《*) 且 . 
do(A)ld(*)。 由 于 do(*) 与 d(*) 都 是 首 一 多 项 式 ， 因 此 
qd()=du(^ 人 )。 这 就 证 明了 结论 〈《2) 。 命题 2 证 毕 

ee 循环 子 空间 。 我 位 知道 ， 所 谓 线 性 
变 搞 及, 了 -> 是 田震 变换 ， 是 指 存在 正 整数 m， 使 得 上 "= 10， 
使 人 "=0 的 最 小 正 整数 1 各 为 赛 零 变换 斥 的 宕 零 指 ， 而 信也 
你 7 m 次 之 堆 变换。 显然 ， 1 次 塞 零 变换 是 零 变 换 ， 因此 非 等 的 

帘 守 变换 的 筷 堆 指数 总 是 大 于 或 等 于 2 . z 
定理 1 设 A; VV 是 六 次 桥 零 变换 ， 则 
《1 ) 存在 非 零 向 量 x:EF， 使 得 由 ac;: 生成 的 循环 子 空间 . 
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C, 的 维 数 为 m， 并 且 Alc， 是 严 次 等 零 变换 ; 四 

(2) 存在 态 的 不 变 子 空间 广 ,， 使 得 乒 =C, 引 六 ， 开 且 
人 |", 是 寡 零 变换 ， 它 的 赛 零 指数 mm 过 mm 。 

证 因为 4" =0，4"-: 关 0， 故 存在 非 零 向 量 oE7， 使 得 
A" (ai) 关 0，4"(a)=0。 这 表明 FA 人 人) = 人 = 是 向 量 al 的 化 
稚 多 项 式 。 因 此 ai 的 最 小 多 项 式 d (1 。 所 以 di(X) = 人， 
ll!<m。 如果 1m 一 1， 则 由 -A'(a,)=0 得到， 

Ar-' (a)= A" A )) = A" (0) =0, 

与 人" (ai) 关 0 矛盾。 因此 了 =m。 即 d 人) = 和 由 命题 2， 
dmnci=m， ， 且 4|c; 的 最 小 多 项 式 为 Km， 所 和 4 和 是 "次 村 
夫 变 换 。 结 论 《1 》 得 证 ， 

现在 对 瞪 零 指数 m 用 归纳 法 证 明 结 论 (2) 。 当 m=1 时 , 

丰 是 零 变 换 。 因此 对 任意 非 零 向 量 a,EV，A(a1)=0, 有 即 由 条 

量 xx 生成 的 循环 子 空间 C, 是 1 维 的 ， 而 且 和 4|., 是 零 变 换 。 
由 于 Ci 是 1 维 的 ， 故 {Qi} 是 Ci 的 基 , 设 {Q1,9,,…,Q,} 是 六 
的 基 。F 中 由 0,,0;,… ,a 生成 的 子 空间 记 为 上 。 至 然 ， 广 = 
C 由 广 ， 且 天 是 4 的 不 蛮 子 空间 ， 而 县 及 |, 是 零 变 换 ， a 
1 次 和 零 交换 。 这 就 证 明 当 m=1 时 结论 (2) 成立， 

仆 设 结论 (2) 对 一 次 千 过 要 换 成 立 ， 而 证 明 结 

(2) 学 深 军 零 变换 及 也 成 立 。- 

Im 态 ， 并 记 B11=A(a1)EU .由 于 ImA 是 入 的 不 
变 子 空 阅 ， 所 以 Al。 有 意义 设 SU， 则 存在 7EP， 使 得 人 
A 下 此 

(Al, ) 2) = A"- A) = A -0 
并 且 

(AIDn-s(B= AsCAe -Asia 0 
所 以 (4 … 关 0，(Ao)"-1=0， 即 4 是 下 -1 次 守 霍 
的 。 在 U 中 由 向 量 B， 生成 的 《相对 和 | 的 》 循环 子 空间 C,， 显 
然 具 有 基 {B1,，A(B,),…,A"-:(B,)}， 并 且 1 在 C， 上 的 限 
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制 是 m~1 次 短 等 的 。 由 归纳 假设， 存在 人 lv 的 不 变 子 空间 
U,， 使 得 U = C,BU,, 而 且 A 在 六 ， 上 的 限制 是 逢 鹤 的 二 其 
洗 零 指数 不 小 于 由 一 上。 

记 了 ={akV :A(a)EU,}。 先 证 明 以 下 事实 。 : 

G) C1,NU,=0。 事实 上 ， 设 qkC,NU,。 由 于 atC,，， 而 
{0 ai) An io) 为 C ,的 基 , 所 以 Qa=bar+biA(a) 
二 二 0 及” (a) 。 因 此 A(a)=6b6,Bi+b.A(B,)+:…+ 
5. 及 "-*(B1)EC，。 另 一 方面 由 于 akU，,， 且 U, 是 息 |, 的 
不 变 子 空间 ， 所 以 A(a)= 有 Alolo)EU, .因此 A(o)EC,NU， 
=0。 邑 bp8,+b 8B)+…+pb 4" (pp )=0。 而 {B，,， 
A(B，),…,A"-*(B,)} 是 C， 的 基 , 所 以 b。= b=…=b。 ,=0. 
于 是 w=b A"-'(a)=b,.. ,MA"-:(B,)=b,. ,A(A*-:(a,)) 
EC,NU,=0。 因为 A"-*(B,) 关 0, 故 b。1=0， 所 以 a=6. 
这 就 证 明 ，C, NU, =0, 

(ii) U,CV,。 事实 上 ， 由 于 U, 是 | 的 不 变 子 空 间 ， 
所 以 对 任意 aEU,， 有 | 0(2) = A(a)EU,，。 因 此 UU， CV,. 

《ii 上 =(C:+7,。 事 实 上 ， 设 or ， 则 4(akU。 由 于 
U=C,@BU,， 故 A(xm) =E+n， 其 中 EC, ,IEU 因为 &&C，， 
故 <E=pop8+pb AN)+…+pD An=-:(p，) 

=L(peai+D Ac)T+…+D_ An- (a,)), 
其 中 20，…p。-:eF， 因 此 
A(a-be—.……-b ,A"-*(n,)) ="ntU,. 
所 以 a~-boe 一 … 一 0,.-: 太 "(a,) = 6E 户 ,。 也 就 是 说 ， 
a= (bodit +b -i A"? (a)) + 6, 
其 中 bay+… 二 b An:(o DEC 这 表明 ，ckC ,+ 了,。 因 此 
V =C,+V,. 

应 当 指 出 ， 扩 = C+ 了 并 不 一 定 是 直 和 。 现 在 需要 求 出 适 
命 绪论 (2 ) 的 子 空间 六 ,， 

因为 UN 站 (CynNV,) = (0; 则 NC,) 人 个 ,所 以 由 (i )， 
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UNC NYY=0, 
楼 此 和 UU, 二 (CF) 是 直 和 。 由 于 DEEP，Cn 区 三 芒 ， 
因此 UBCNP)EVF,.,. VDOCLNY,) 在 这, 中 的 补 记 为 
W, BWEOBU (CNY, =Y,,. 记 V,=WOU. z 
现在 验证 V1 是 和 态 的 不 变 子 空间 ， 并 上 量 4 1， 是 寡 稚 的 ， 其 
界 零 指数 m, 万 m。 事实 上 , 设 旗 让,SV，， 则 
A(EEU EWOU, =V,. 
所 以 了 ,是 的 不 变 子 空间 。 由 于 让 VSV, 故 A"(5)=0。 所 
以 Al,, 是 赛 零 的 ， 它 的 客 零 指数 m, 志 mm. 
其 次 验证 ，Cn 玉 ,=0。 事 实 上 ， 设 乓 Cn 大 由 乎 
a C) NV, EV EV,, 
所 以 SEC, 介 他 ,。 而 儿 太 ,， 所 以 &EV, 人 (C1 人 这 ,)。 由 于 
V ,=V,DBC NV,), 
因此 = 0. 即 C,NV;=0, | 
最 后 验证 ， 上 = C+ 了 1。 事实 上 ,， 设 SV、 由 于 
/ V=C,+t+V,, : 
所 以 =D+5， 其 中 EC,，CEP,, 但 久 = 2 NP,), 二 
C=C ,+ 其 中 《EV 1，《,€(C, 人 NN,)。 因此 


5 = 也 十 ci +e6s= (n+ Cs) + 


其 中 EC1, GEV ,. BN EE€CI tr , PWHV=C,+V,. 
这 就 证 明 ， 结 论 (2 〉 对 m 次 宕 零 变换 4 成立， 定理 1 
证 毕 . / 
利用 定理 1 ， 并 对 线性 空间 瑚 的 维 数 用 归纳 法 ， 即 得 下 面 的 
线性 空间 亚 分 解 为 关于 老 零 变换 人 的 循环 子 空间 的 直 和 的 定理 。 
定理 2 ” 设 4，F 一 广 是 如 次 赛 零 变换 。 则 
(1 ) 存在 由 非 零 向 量 2 ,0,… ,osEV 生成 的 循环 子 空间 
C,,C,,…,Cs, 使 得 太 =C, 由 C:@… 申 Co 并 且 41。 是 mi 次 


每 零 的 ， 1 = 1,2,.. ,Rk, i tm 二 71 之 外, 之 ' 之 1 ,3 
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(2) lca;, Loui)) = (xi)} 是 Ci 的 基 ， 1 = 1，2， 
,它们 的 并 构成 天 的 基 , 而 且 寡 零 变 换 入 在 这 组 基 下 的 方 阵 为 


diag (N (,, ,人 Ca ee ) ? (6.2.2) 
其 中 2 阶 方 阵 NN 为 


0 ox 


证 ”结论 (1) 是 定理 1 的 自然 推论 。 这 里 只 证 结论 (2) . 
由 结论 (1)，C; 是 由 问 量 aj 生成 的 循 狂 子 空间 ， 且 
=C,@BC, DB.…0C,. 

因此 A=Al. A1c,B… 甸 A1.,。， 由 于 有 AI|， 是 mi 次 者 零 
的 ， 所 以 41。 的 最 小 多 项 式 为 dj (7?) = 2*;。 由 命题 2， | 
在 Cj 的 基 {Qj, 及 (a) ,…, 太 "i! (xj)} 下 的 方 陆 为 N'(,,,，。 因 
此 ， 信 在 给 定 的 搬 的 基 下 的 方 阵 即 为 (6.2.2) 。 定理 2 证 毕 

定理 5 设 人 .7 一 厂 是 宪 零 变换 ， 而 且 扩 可 接 两 种 方式 分 
解 为 相对 及 的 循环 子 空间 的 直 和 ， 即 设 

pF =C,BC,B…BC, =C 由 CC 四 由 C 


其 中 CJ 是 由 向 量 wj 生成 的 循环 子 空间 ， A1e; 是 mi 次 署 零 
的 ，7 = 1,2,… ,RR， 人 n= 久生 Im, 宇 … 之 WW:， 而 C: 是 由 疝 量 4, 生 
忆 厅 循环 子 空 问 ， 人 jz 是 斋 ; 次 医 零 的 ，i = ， 2，…， l, 则 
8 = 1， 且 可 适当 调整 C, 的 次 序 ， 使 得 
说 ;一 TI， 一 2 

定理 3 可 以 简 述 为 对 给 定 的 罕 夫 变换， 2 准 线 性 空间 灰 
可 以 分 解 为 相对 及 的 循环 子 空间 的 直 和 ， 而 且 分 解 中 循环 子 空间 
的 个 数 以 及 御 环 子 室 间 的 维 数 是 由 客 等 变换 息 所 唯一 确定 的 。 

证 记 庆 = 了 IaX{ 人 部， 遍 。 ;5 训 1}。 设 ok 则 
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= 二 二，… 十 二 
其 中 二 EC;。 因 此 


A (0 = A(E) + A”(E) + + A"(E). 
但 


A (Ei) = AA""i(A"i EN)) = A "i(0) =0, j=1, 2 1, 


所 央 让 ”0) =0， 即 入 ”=0。 另 一 方面 ， 遍 = m1， 1 过 i 过 1。 由 于 
hi; 是 入 1a; 的 寡 零 指 数 ， 故 存在 6,EC ,S 太 ， 使 得 

(A ”1 ) = AA" 1(E,)A0 MA” 0. 
这 表明 ,六 是 凤 的 寡 零 指数 , 即 庆 = my; =m。 把 直 和 C1 狼 C; 叙 … 
名 C, 中 第 一 项 C, 与 第 ; 项 C, 对 调 后 ， 可 设 C, 的 维 数 为 充 。 

i 记 V,=C,O0,.D..@C,, P=C,DC,B…OC. 则 
y=C, DV, =C, OV,. 

显然 ，V, 与 六 ,都 是 入 的 不 变 子 空间 ， 而 且 Al 与 人 1?; 都 是 
震 条 的， 它们 的 桥 零 指数 分 别 记 为 了 7 与。 于 是 

A'(V)= A'(C) DA TD,) = A'(C,) 

- A'(C)DA'(Y,). 


容易 证 明 ，dim (AA'(C0)) =m-r=dim(AA'(C,))。 因 此 由 上 式 
得 到 , dim( 有 "(VV,)) =0， 即 态 '(V,) =0。 所 以 (|ly,)'=0. 
这 表明 ，*#F<r*。 同 理 可 证 ，r 生 *。 即 得 > =?。 

重复 前 面 的 证 明 过 程 ， 可 以 证 明 , r=m,， 并 且 存 在 某 个 
六 1,=F= 1 在 直 和 人, = CC 全 … 甸 C, 中 将 第 2 项 C, 与 第 i 项 
Ci 对调 ， 即 可 设 C, 的 维 数 为 充 , =m,。 如 此 继续 即 可 证 明 
1 = 上 ， 且 方 =m;，j=1,2,…,kR。 定 理 3 证 毕 ， 

现在 氢 述 与 定理 2 、 定 理 3 相应 的 关于 和 矩阵 的 定理 。 没 数 域 
让 上 7 阶 方 血 4 满 足 A4"=0， 其 中 坊 是 某 个 正 整 数 ， 则 .4 称 为 替 
零 方 了 泗 。 使 得 A"=0 的 最 小 正 整数 四 称 为 方 阵 4 的 需 替 指数 ， 
关于 知 零 方位 ， 有 

定理 4 以 A 是 数 域 上 1 阶 宫 零 方 陡 ， 其 洛 零 指数 为 m， 
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则 方 阵 4 在 数 域 所 上 相似 于 7 阶 准 对 角 方 阵 
J= diag(N'(,., PR 1 ) 
其 中 m= 志 ; 凑 ，2 : 
证 设 {51,5: "5,} 是 数 域 记 上 维 线性 空 5 间 三 的 基 网 
可 以 验证 , 由 
A(S ,Sry ss.) = (EL J - 
所 确定 的 线性 妆 搞 A 是 光志 的 定理 2 ,存在 的 昔 (B，， 
B ,，… ,B,}， 使 得 i z 
.A(B,,B,,.…,B,) + 1 
=.(B, ,BypB)diag(N 人 1) ,Nn . 
由 于 同一 个 线性 变换 在 不 同 基 下 的 方 阵 是 相似 的 ， 所 以 定理 4 
成 习 。 
定理 :5 设 数 域 玉 上 和 阶 察 地 方 隆 4 与 人 和 相似 于 下 面 的 
准 对 角 方 阵 
一 = diag( 人 -ny 人 na RN (mk) 7， 
= diag(N' oo )， 
其 中 Wj 宇 MW, 之 … 之 机;， 抽 之 fl 之 … 之 Nn,。 则 方 阵 4 与 BB 相似 的 
必要 与 充分 条 件 是 j= J ，。 : : 
证 充分 性 是 显然 的 。 这 里 只 证 必要 性 , 设 1 5 
征 数 域 玉 上 维 线性 至 闻 搬 的 基 ， 则 由 
人 (5 = (4 : 
所 确定 的 线性 变换 及 是 畴 零 的 。 因 为 方 阵 4 与 B 相 似 ， 所 以 记 
= 上 ”AF, 其 中 忆 是 数 域 了 上 阶 可 道 方 阵 。i / 
(B,,B,,…,B,) = (5 ,5 2 5 
则 {8.,8:，…8B.} 是 三 的 基 ， 而 且 
4(8,,p8:,…8B)=(B ,8:，…，8.) 了 。 
由 假设 ，J4 = CQ 4Q，Js = 及 -BR， 其 中 QQ 与 尺 是 数 域 五 上 下 
肉 可 逆 方 阵 。 记 
(15902 9 930s) = (19829 5.) Q, 
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(CE 1909 0s) = (Bi,B,,…,PB.)R, 
] / 
A (ns ) = 17) 4 

A(EC Es Cs) = (C6 29 ba). 

记 痰 中 由 基 向 量 7 +1196 + 中 2W+n; 生成 的 子 空间 为 C1， 
其 中 ej=m 十; + 二 1Hj-1，7=1,2，…,kR， 且 约定 mm。 = 0，。 
显然 diagC; =m;， 而 且 可 以 证 明 ，C; 是 由 向 量 1.,+i 生成 的 
循环 子 空间 。 同 样 ， VV 中 由 基 向 量 &6y， +19G4, | 9 1 + , 生 
成 的 子 空间 C; 是 由 向 量 Cy 生成 条 生子 辐 ， 其 中 下 


71 十 8, 十。 nj 1 。 且 mw=10。 于 是 7 = C.DC, 
-BC -585.GrGC， 和 号 = |， 而 且 % = 7， 
1 = 2 > 这 表明 ， N,,) =N'\(,,,, 人 所 以 


-1 = es 

定理 4 与 定理 5 表明 ， 对 于 对 阶 宕 零 方 阵 ， 方 阵 在 相似 下 的 
标准 形 问题 已 经 基本 解决 。 即 对 短 零 方 阵 而 言 ， 可 以 用 准 对 角 方 
话 了 作为 相似 等 价 类 的 代表 元 ， 而 方 阵 了 中 准 对 角 块 的 个 数 以 及 
对 角 块 的 大 小 是 寡 禾 方 阵 在 相似 下 的 全 系 不 变量 。 留 下 的 问题 
.是 ， 对 给 定 的 究 零 方 阵 4， 如 何 确 定 准 对 角 方 阵 了 中 准 对 角 块 的 
个 数 以 及 对 角 块 的 大 小 。 这 一 问题 留待 下 节 人 解决， 


习 题 
1。 设 3 维 复 向 量 空间 C ”的 线性 变换 人 在 C ”的 标准 基 下 的 


方 阵 为 
1 i 0 
01 1 
其 中 说 = -1. 求 向 量 21=(1,0,0) 与 a= (1,0,1) 的 最 小 多 


-项 式 ， 
2。 设 站 是 维 复线 性 空间 让 的 次 咽 零 变换 。 证明， 由 非 
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aotV 生成 的 循环 子 空 间 C。 的 维 数 不 超过 及 

3。 证 明 6 阶 赛 零 方 阵 和 :与 认 ， 相似 的 必要 与 ey 分 条 件 是 ， 
站 

4。 设 妈 是 对 维 复线 性 空间 严 的 有 次 苦 零 变换 ， 且 矿 分 解 六 
循环 子 空间 Ci,C,… 的 诬 和 。CC…Cx 中 维 数 为 ;7 
的 子 空间 的 个 数 记 为 ni;，7 =1,2,…,R。 证 明 ， 

(C1) dim(Im(GA))=n, +2n, +.+ (RkR— 1)n,;, 

2) n=dim(Im(Ai+t'))+dim(Im(Ai-!)) 

-2dim(Im(Ai1)), 7=1,2,.……,k; 

《3 ) 本身 是 非 零 问 量 ?守成 交往 环 了 空间 的 必要 且 充 分 
条 件 是 ，dim(Im(A 站 )=n-]7, 7=1,2,.… ,1。 

5。 设 A 是 数 域 F 上 7 维 线性 空间 玉 的 线性 变换 。 如 果 存 在 
非 零 向 量 co 六 ， 使 得 由 向 量 a。 生成 的 循环 子 空间 Cs= 往 ， 则 
A 称 为 循环 变换 ， 向 量 w。 称 为 翁 的 循环 向 量 。 证 明 ，4 为 循环 
变换 的 必要 上 且 充分 条 件 是 ， 存 在 信 的 其 ， 使 得 丰 在 这 组 基 下 的 方 
阵 为 
00..…00—a, | 

10.00 一 0 | 

z | | 
0010-o | 
\ 0000f-e ) 

由 此 证 明 ， A4 为 循环 变换 的 必 妆 是 庆 分 条 件 是 ， 轧 的 最 小 多 项 式 
等 于 有 A 的 特征 多 项 式 。 注 ; 形 如 4 的 方 阵 称 为 友 方 阵 。 

6。 设 有 是 数 域 了 上 2 维 向 量 空 间 了 ”的 线性 变换 ， 左 堆 向 
量 EF? 不 是 4 的 特征 向 量 。 证 明 向 量 w 是 么 的 循环 向 量 

7?。 议 3 维 实 同 量 空间 R* 的 线性 变换 及 在 尺 ” 的 标 准 雪 下 的 
方 隆 为 A4=diag(2,2, 一 1)。 证明 有 4 不 具有 循环 向 量 . 求 向 量 c 
1 一 4,3) 生成 的 短 环 子 空间 ， 

8 。 证明， 如 果 数 域 卫 上 半 维 线性 室 间 瑚 的 线性 变换 及 的 二 
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次 短 义 为 循环 变换 ， 则 人 本 身 也 是 循环 变换 。 反 之 是 否 成 立 9 
9、 设 数 域 让 上 1 维 线性 空间 坟 的 线性 恋 换 太 可 对 角 化 。 证 : 
和 ， 
(414) 如 果 几 是 循环 变换 ， 则 把 的 和 个 特征 值 两 两 不 同 ; 
(2) 如 果 委 的 74 个 特征 值 两 两 不 同 ， 且 {Qi ,as,…,a,} 是 : 
信和 的 完全 特征 回 量 组 ， 则 wx +as+…+as 是 循环 问 量 ， 
10。 设 4 与 已 是 数 域 下 和 维 线性 空间 矿 的 可 交换 的 线性 变 : 
换 ， 且 入 是 循环 变换 。 证 明 ， 存 在 多 项 式 1%e Lm, 使得 号 
=- f(A). 
11。 设 A 是 数 堪 了 上 7 维 线性 空 3 同 六 的 线性 变 二 换 ， 而 且 洲 的 
有 一 个 与 4 可 交换 的 线性 变换 已 都 可 表 为 入 的 多 项 式 。 证 明 ，… 
是 条 环 突 换 
12。 设 信 是 数 域 下 上 = 维 线性 空间 广 的 线性 
的 每 个 非 零 向 量 都 是 入 的 循环 向 量 的 必要 且 “分 
征 多 项 式 P(X) 在 上 不 可 约 。 


反 .证明 Vo 
条 伯 


$ 6.3 Jordan 标准 形 


设 太 是 是 志 维 复线 性 空间 ， A; VV 是 线性 变 带 ，A1 人，…，， 
和 人， 是 及 前 全 部 不 周 特征 值 ， 且 和 的 等 征 多 项 式 为 
PO = (一 De 一 2 一 
其 中 elyes ye， 是正 整数 ， 且 6 十 es 二 二 el = 由 
定理 1 《空间 第 二 分 解 定 理 ) 设 W;; 是 线性 变换 有 A， 
上 一 上 的 属于 特征 值 人 的 要 于 空间 。 则 
Wi,=C1,®DC ji 全 全 Ci 
其 中 Cj， a 《A 一 71) 1w， 的 循环 子 空间 ,1 = 1,2,…,h， 


j = 1,2,…,t。 简 言 之 ， 候 的 每 个 根子 空间 Wi 都 可 分 解 为 循环 - 
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证 由 第 1 地 可 知 ， 存在 正 整数 m;， 使 得 
Wi; = Wi?) = {0€V, (A-X1)"i(a)=0), 
-并且 存 在 疆 Wii， 使 得 (及 -1 5) 和 0。 这 表明 ， 人 一 人 


在 Wi 上 的 限制 《及 - Xi7)1w， 是 mi 次 署 零 的 。 由 第 2 节 定 


理 2 可知 ， 存 在 非 零 向 量 514,612，…5514,EW1,， 它 们 生成 的 
相对 于 (及 一 2 了) bw 的 循环 子 空间 依次 为 CjisCi2s'sC ja)s 


使 得 Wi =Ci,Cj, 名 … 人 多 Cj;，,。 这 就 证 明了 定理 1， 
在 定理 1 的 证 明 中 已 经 指出 ，〔 妇 -411) lw， 是 mi 次 宕 零 


的 。 因 此 , (有 4 —- A)l|e, 1 也 是 宅 零 的 。 设 dimC jj=mii,l=1， 
2,…sRi。 由 第 2 节 定 理 2 ， 可 设 mi =i 之 0 :之 … 之 伯 j，;。 由 
第 2 而 定理 1 可知，(4 一 X41)"i! 是 态 |。 ,的 特征 多 项 式 与 最 小 
多 项 式 ,1 =1,2,…,ki,j=1,2,…,t。 由 第 2 节 定 理 2, 根 子 空间 
Wi， 在 分 解 为 循环 子 空间 的 直 和 时 循环 子 空间 的 个 数 与 循环 
子 空间 的 维 数 mj , ,mj ,，… mj， 由 (和 一 人 人 Dj 所 唯一 确定 
的 ， 也 即 由 扩 lv， 所 唯一 确定 。 因 此 ， 《X41)" 让 称 为 全 的 属 
于 特征 值 4; 的 一 个 初等 因子 ， 而 Cj, 称 为 相应 于 初等 因子 
(4)"it 的 循环 子 空间 ,及 的 初等 因子 的 全 体 称 为 的 初等 因 


子 组 。 


由 于 Cy, 是 相应 于 初等 因子 (4 -Xj;)"i! 的 循环 子 空间 ， 而 
Cj! 具有 基 {aj，,， (A-41)(a,), (A-41) (a),), “9 
(44X41Dwis-!(ay 1)}， 所 以 《入 -41)1e， 在 这 组 基 下 的 方 


桩 为 
(人 -AD)1e， 人 《01 7 (A-Mjl)(aj,),, 


(和 -AD)n7 (a1)) = (6011,(A -11) (0,), 
(AA a NG,, , 。 
上 电 于 (4-N 人 Dec ,= Alc,, -7 ， 且 
Mdle,, (0)= 人 1c， CC 1 
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所 以 ， | / 
Alc, ,lait CA- D a,) ,A Dr"ii (0 .)) 
= (0 (A-AaD) (ar 一 和信) (oi1)) 

x (To 一人) 
记 站 wp (M7)=AT op 人 NN(wn， 它 称 为 属于 初等 因子 
(X 一 A "i! 的 Jordan 块 。 容易 验证 ,属于 初等 因子 (一 A "i 的 
Jordan 块 Jo。，， 的 最 小 多 项 式 与 特征 多 项 式 都 等 于 (7 - Di。 
设 QQ 一 Mi) "i QQ 一 40)"2…， (一 AD)"itj 是 人 的 属于 特 
征 全 A; 的 全 部 初等 因子 ， 其 中 mi 之 mj ,之 … :之 mis;， 它 们 所 
相应 的 循环 子 空 : 间 依 次 为 Cis,Ci，,…,C14,， 则 由 定理 1， 信 
的 属于 特征 值 *; 的 根子 空 间 Wi; =C i@C, :DDCis, .办 
{oss (Do CA-A Di (a )} 
合并 后 便 得 到 根子 空间 Wi, 的 基 ， 而 且 

Als, = Al,®Al .BOA , . 


所 以 Alv， 在 Wi, 的 这 组 基 下 的 方 阵 为 
diag (4 Cn 1) (M1) on 2) (4)) 9 ym Ay (人 1) ) ， 


由 此 不 难得 到 
定理 2 ” 设 人 ,/:，… 光 ,是 线性 变换 4，F7 一 六 的 全 部 不 局 
特征 值 ， 且 
(人 人 一人) mi A 一 "i 
QA) HR) A) | (6.3.1) 
(A—A,)™i1, (A— 7 1) 2 NA 2k, 
是 线性 变换 息 的 初等 因子 组 ,其 中 司 j; 1 之 1m), 宇 … 之 IRj,， ;9 
1)=1,2,…,1。 设 Cis 是 相应 于 (X21)"i? 的 由 商量 ci， 生成 
的 《相对 于 《人 义 -A 人 1 1ci ,的 ) 循环 子 空 间 ，[=1,2,… ,kj， 
7=1,2,…,t， 则 


367 


1) V=C,,DPBC,D…BC i DC, BDDC, BC,:P 
DC, 
( 2) 存在 VV 的 基 ， 使 得 线性 变换 丰 在 这 组 基 下 的 方 际 为 

T= diag(T (ny Ki) sd ms 1) ss CA 

J (m1) CE (2,)), 
(3 ) 线性 变换 入 的 特征 多 项 式 P(X) 等 于 入 的 所 有 初等 因 
- 子 的 乘积 ; 
(4 ) 线性 变换 及 的 最 小 多 项 式 @(A) 为 
dM) = (人 人 一人) 一 人 ) mA), 

证 由 于 (人 -站 ni (一 人 ii (人 一 人 ”ii 是 线性 变 
- 换 有 丰 的 属于 特征 什 人 的 全 部 初等 因子 ，C jy1,Ci:,…,Ci;; 是 相 
应 于 《A 一 37) "1 (A 一 7) "7,…s (4 一 A)"ik; 的 循环 子 空间 ， 所 
羽 由 定理 1 ， 线 性 变 模 及 的 属于 特征 值 人 ; 的 根子 空间 为 

Wi,= CD DD 1=1,2,.…,t. 
:出 第 1 市 定理 3， 了 = Wi 今 Wi;. 名 … 久 Wi,。 于 是 
V=C,DBC, DDC DDC DBC, .DBD..OC0,,,. 
结论 《1) 成 立 。 
由 于 Ci; 是 由 向 量 ci， 生成 的 循环 子 室 间 ， 所 以 
ti (AMD (0) (A -A "i (0),))} 
是 Cii 的 基 ,，1=1,2,…,kRi;，j=1,2,…,t。 由 结论 (1)， 将 
上 扩 有 这 些 循环 子 空间 Cj, 的 基 合 并 ， 即 得 站 的 一 组 基 ， 而 且 


‘A=Al. BAlI. .OD.…O 全 cx PD 

久生 | 外 4 和 和 4 . 
由 于 及 | , ,在 基 {ajj， (总 一 人 了 (0 下 
的 方 阵 为 Jordan 块 Js ,, (4;)， 所 以 线性 变换 入 省 了 所 取 的 基 

下 的 方 阵 即 为 了 .这 就 证 明了 结论 (2) 。 
由 于 线性 变换 仿 的 特征 多 项 式 P(X3) 等 于 4 在 下 的 基 下 的 方 
阵 J 的 特征 多 项 式 ， 而 淮 对 角 方 降 J 的 特征 多 项 式 显 然 等 于 所 有 
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对 角 块 玫 (,,,， 的 特征 多 项 式 (X 一 和 1) "i1 的 续 积 ， 所 以 结论 (3 >》 
成 并 。 : | 
对 于 同一 个 7 了, 将 所 有 Ci 的 基 {oi;1,《A-AiD (0j,),…， 
(入 -XDrir-!(aj,)} 合 并 ， 即 得 根子 空间 Wi 的 基 。 Alyi 
入 Wai; 的 这 组 基 下 的 方 阵 为 : 

diag lf op (7) sd nn Ki) ss nt) (7)). 


出 于 线性 变换 入 1v， 的 最 小 多 项 式 等 于 它 在 基 下 的 方 阵 的 最 小 多 ， 
项 式 ， 所 以 及 |r， 的 最 小 多 项 式 为 一 27)"5。 由 于 及 = 及 | 
四 4jv， 全 … 四 Al ， 且 入 7:，…，， 两 两 不 同 ， 所 以 线性 变 
换 及 的 最 小 多 项 式 等 于 入 lv，， 肪 lr，，,…, 扩 1r， 的 最 小 多 项 式 


的 乘积 。 于 是 结论 〈4 》 成 立 ， 

定理 2 结论 (1》 可 以 简 述 为 ， 对 于 给 定 的 线性 变换 有 4， 
> 让， 线性 空间 了 可 以 分 解 为 (相对 -7.1,A-7,1,，…，A 
-和 ,7 的 ) 循环 子 空间 的 直 和 。 结 论 ( 2》 中 的 方 阵 了 称 为 Jordan. 
线性 变换 久 ， 存 在 了 的 基 ， 使 得 和 在 这 组 基 下 的 方 阵 为 Jordan 
标准 形 . 和 
设 和 4 与 B 是 维 复线 性 空间 VV 的 线性 变换 。 如果 存在 可 逆 线 
性 变换 已 :7 一 广 ， 使 得 B= P-!AP， 则 称 线性 变换 和 与 B 是 
等 价 的 ， 记 作 ~ 入。 容易 验证 ， 线 性 空间 六 的 线性 变换 之 间 的 
关系 ~ 满足 自 反 性 、 对 称 性 与 传递 性 。 于 是 关系 ~ 是 的 线性 变 
换 之 间 的 一 种 等 价 关 系 。 四 

定理 5 线性 空间 V 的 线性 变换 及 和 B 等 价 的 必要 且 充 分 
条 件 是 ， 妥 和 B 具 有 相同 的 初等 因子 组 ， z 

证 必要 性 ， 设 线性 变换 4 的 初等 因子 组 为 〈6.3,1) ， 则 
由 定理 2 ， 


上 =C: :DC ,PB…DCL, PD.…DC, 1@DC, :DPDC ,41 : 
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其 中 Cj, 是 相应 于 初等 因子 以 -A)"i! 的 循环 子 空间 。 设 {Qj 1 
《六 ~ 人 Dai) (人 人 1) io 是 Ci 记 的 基 。 因 为 
线性 变换 态 与 BB 等 价 ， 所 以 存在 可 诞 线 性 变换 PP， 使 得 B 
=P-:AP., 记 C,, =P-'(Cj,)。 由 于 P 可 逆 , 故 PP~! 可 道 ， 
因此 dimCj, =dimC;,=m;,, 而 且 {P-'(aj,),P-:(A-7,71) 
0) 9… P(A-2D"mit-! (aj1)}) 是 Cj, 的 基 。 因 为 
Pi(cA-AT)i(a,)= PP- 1(A-ADiP.(P-!'(a,,)) 
= (P(A-AI)P) (PT (0G;,))=(B-AD (Pi(G;,)), 
所 以 Cj 是 由 向 量 已 -:(oj y) 生 成 的 循环 子 空间 ,而 且 (- 7 )= 了 
是 线性 变换 B 的 初等 因子 ,1 1,2,…,k;。7=1,2,…,t, 这 就 证 

明 ， 线 性 变换 与 BB 具有 相同 的 初等 因子 组 ， 
充分 性 。 芭 线性 变换 及 与 B 的 急 因 了 于 组 都 是 (6.3,1)。 则 由 
定理 2， 
V =C PBC,D: PCr OD PUDC, :ODO- E22 
=C, BC, ,OD- ‘DC OD- BC,1PC, ,8D- BC,,,, 
其 中 Cj 与 Cj， 分 别 是 线性 变换 4 与 已 的 属于 初等 因子 
(A— Aj)™i! 

的 循环 子 空间 ，{=1,2,…,kR;，7=1,2,…,ft。 设 Cj， 与 Cj/ 分 
别 基 有 基 {aj， (人 扩 -AD)Cor -人 iD) ai)} 与 
人 21 (有 一 和 人 57)(Copy (加 一 人 人 依次 将 

CC Cs 
的 本 合并 后 得 到 的 了 的 其 记 为 { 有 ,8， )， 而 依次 将 性 ，， 
-Cs ,Ci ，: CC Cs ， 的 基 合 并 后 得 到 的 了 的 基 
记 为 们 1 ,Y,，…,7,}。 记 

(BisBasesB) = YY)P, 7 
其 中 尸 是 对 阶 可 北 复 方 阵 。 由 四 

POY,,Y, ,TY,) = (YY, 7, )P 
:所 确定 的 线性 变换 天 显然 可 送 ， 并 且 
PY ,7 )=(B,,B,,.…,B,). 
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由 定理 2， 
AP(Y,,Y,,…,),.)= A(B,,B,,…,B.) 
=(B,, Bs, …, BJ 
= (7 7 ,YPY, 
PB(OY,, Y,, 7, Y,) = PY Y,, 1…, 7,)/) 
= (YY, Ys, 1, YPy, 
其 中 J= diag(y caw (Do (CD J (ny) (4), 


(21)). 于 是 PB=AP. 所 以 B=P-'AP. 这 就 . 
£ 


证 上 明 ， 线 性 变换 仅 与 已 是 等 价 的 。 定 理 3 证 毕 ， 
”现在 转 到 阶 复方 阵 在 相似 下 的 标准 形 , 先 给 出 下 面 的 
/EA 入， 
定义 1 设 4 是 7 阶 复方 了 泗 ，{01，0;，…，04j 是 7 维 复线 
生 空 间 玉 的 基 。 由 
A(g, os i 0) = 0, C2, :7 0,)A 
所 确定 的 线性 变换 外 一刻 的 初等 因子 组 称 为 方 隆 4 的 初等 因 
子 组 。 方 阵 .4 的 初等 因子 组 中 的 成 员 (7 一 7)"i! 称 为 方 阵 4 的 
属于 特征 值 人 ; 的 初等 因子 ， 
应 当 指 出 ， 方 阵 的 初等 因 了 于 的 定义 既 和 线性 空间 和 本 吴 无 . 
天 ， 也 和 线性 空间 六 的 基 的 选取 无 天 ， 也 就 是 说 ， 方 隆 4 的 初等 : 
因子 是 方 阵 4A 本 号 所 具有 的 特性 。 事 实 上 ， 设 {01 02 … 0 
与 {B;，B;，…，B ,1 分 别 是 同一 个 4 维 复线 性 空间 VV 的 基 ， 方 ; 
隆 4 由 这 两 组 基 所 确定 的 线性 变换 分 别 记 为 有 与 8， 即 
A(a, Qs, 9.) = a, a,, ,0,)4, 


BB,, B.,,， BB,)= (8B,, B.,, “sy B.,) 4, 


(By, Bs 1%, Ba)= (0 ac， ,0 )F, 
其 中 了 是 % 阶 可 道 复 方 了 泗 ， 所 以 由 
Play,ds yO) = (aa 0 P= BB.,B,,.…,B,) 
所 确定 的 线性 变换 忆 可 道 ， 并 且 
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P-'BP(o,, 0,, -…, &.)= PiB(B,, B,, ，…，8。) 
= P-1((B,, Bs,, *…, B,)A) 
= (P-1(B,, B,, :…, B.))4 
= (0, 0 0.)A, 
因此 P-'BP = A. 这 表明 ， 线 性 变换 态 与 BB 是 等 价 的 。 由 定理 
3 ， 线 性 变换 及 与 B 具有 相同 的 初等 因子 组 ， 即 方 阵 4 的 初等 
因子 的 定义 与 线性 空间 TV 的 基 的 选取 无 关 。 其 次 ， 设 了 与 了 都 是 
2 维 复 线性 空间 ，{Q1，Q,， 2 人 ,与 {01，2 3, “9 0,} 分 别 
是 六 与 区 的 基 ， 设 及 与 让 分 别 是 方 阵 4 在 线性 空间 了 与 多 中 由 所 
取 定 的 基 确 定 的 线性 变换 ， 邯 
A(a,, 2 “+, 0 ) = (0 ss «es 0,) 4, 
A(,, 2 2 9 GC) = 0 C2 ‘+ CA, 

设 线 性 变换 及 ,了 ->V 的 初等 因子 组 为 《6.3.1) ， 则 由 定理 2， 
V =C,1PBC ,PB…BC PB…PBC, .PBC ,PB:…BC,,,, 
其 中 CC 六 是 属于 初等 因子 (人 -人 门 "i 的 循环 子 空间 ， 碳 且 Cj， 
具有 基 {faj;， (A 一 Aj2) (G7), pp (A-A1)"il™! (a;,)}, 
=1，2，…，ki，j=1，2，…，+t。 定 义 了 到 的 映射 6 如 下 ; 
设 a=aia+asay +…+aoEFF， 则 令 c(a)l =ai&i+ayos 十 … 
+asasEF。 容 易 证 明 ，c 是 了 到 有 上 的 同 构 了 映射 ， 而 且 对 任意 
EV ,oA(0))=Alc(0))。 记 ol(Cj1)=Cj1。 因 为 o; VV 
为 同 构 映 射 ， 所 以 dimC 11 =dimCj4, 而 且 {oCaj1),，(4-2,1) 
(0 (a;,)), 3 (和 -7 六 nj-l(c(ai))} 是 Ci, 的 基 ， 其 中 
了 是 儿 的 单位 变换 。 这 表明 ，C;, 是 由 向 量 c(cj,) 生成 的 循环 
子 室 间 ， 而 且 (4-4;)"i! 是 线性 变换 和 的 初等 因子 ，! =1,2， 

，ki，7=1，2，…，t。 所 以 方 阵 4 的 初等 因子 的 定义 与 线性 
-空间 VV 的 选取 无 关 ， 
定理 4 设 7 阶 复方 洋 A4A 的 初等 因子 组 为 (6.3.1)。， 则 方 陈 
.4 相似 于 如 下 的 jordan 标准 形 ， 
J = diag (Jo (AD)，…， ms M1) 


372 


J on) 人)， 7 nsk C4)), 
其 中 Jo ,， 是 属于 初等 因子 (4-41)"i! 的 Jordan 块 ，1=]， 
2， … Ri， 1 二 1， 2 ， … f 
证 设 V 是 7 维 复 线性 空间 ， 由 方 阵 在 的 基 {Q&1，Q&s，…， 
Qa,} 所 确定 的 线性 变换 记 为 入 ， 即 
人 (ai，oa，…，0)= (aa ，… 和 0) 二 
由 定义 ， 线 性 变换 及 的 初等 因子 组 也 为 《6.3.1) 。 由 定理 2 ,在 
在 V 的 基 {B,，B ,，，…，B ,}， 使 得 
A(B,, Bs,, :…, B.)=(B,, B,, …, B,)J. 
由 于 同一 个 线性 变换 在 不 同 基 下 的 方 阵 相似 ， 所 以 方 阵 4 相似 
村 了。 定理 4 证 毕 ， 
定理 5 设 4 与 B 是 7 阶 复 方 泽 。 则 方 了 泗 4 与 BB 相似 沟 必 要 
是 充分 条 件 是 ， 方 咽 44 与 BB 的 初等 因子 组 相同 . 
证 必要 性 。 议 方 了 洗 4 写 BB 相似 , 则 存在 ? 阶 可 逆 复 方 陈 了 ， 
使 得 =P-1AP。 设 {a,，0，…，a,) 是 4 维 复线 性 空间 7 的 
其 。 由 : 
a, Qs, 1 Qa) = 0, as 0 , OA 
便 确定 一 个 线性 变换 A。 因为 方 阵 P 了 可 道 ， 所 以 由 
(Bi1, B,, 1 B.) = (0 9, 7 OP 
所 确定 的 {B，,，B,，，…，B,} 是 VV 的 基 。 于 是 
A(B,, B,, …, B,.)=(B,, B,, …, B,)B, 
印 4 与 如 是 同一 个 线性 变换 仅 在 不 同 基 下 的 方 阵 。 由 定义 1， 方 
阵 .4 与 妃 的 初等 因子 组 相同 
充分 性 ， 贡 方 阵 .4 与 妃 的 初等 因子 组 都 是 (6.3.1) 。 设 
{1, Ce “5 a,} 是 2 维 复线 性 空间 7 的 基 ， 方 阵 4 与 妃 在 这 组 
基 下 所 确定 的 线性 变换 分 别 记 为 入 与 召 ， 即 
(Gy, GG, 0) = 0 0 0) A 
Bl(a, as, 7, Oi.) = (aa 0) B, 


出 假设 ， 线 性 变换 扫 与 B 具 有 相同 的 初等 因子 组 .由 定理 3， 存 
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在 可 道 线性 变换 PP， 使 得 B= P-!'AP. 设 
Plas, Os, £7 C12) = (ao *, 0 ) Ps 
其 中 卫 是 % 阶 可 道 复方 了 洗 。 于 有 是， 
P-':APl(a,, Q,, £7) O01) = (ao as 7, QP AP. 
由 于 B=P-':AP， 所 以 了 =P-:AP， 即 方 阵 A 与 B 相似. 定 
理 5 证 毕 
定理 4 与 定理 5 问答 了 方 阵 在 相似 下 的 标准 形 理 论 的 两 个 基 
本 问题 ， 人 向 未 解决 的 问题 是 ， 给 定 * 阶 复方 阵 4， 如 何 求 出 方 阵 
A 的 初等 因子 组 ? 也 就 是 说 ， 给 定 7 维 复线 性 空间 人 的 线性 变 挨 
太 ， 如 何 求 线性 变换 丰 的 初等 因子 组 ? 习题 1 给 出 了 求 初等 因子 
组 的 一 种 方法 。 在 以 下 庄 节 中 将 另 给 一 种 方法 ， 
习 是 
。 设 4 是 阶 复方 阵 ，A1，^,，…，， 是 方 阵 4 的 所 有 不 
和 全 证 朋 
《1 ) 存在 正 整数 中 ， 使 得 rankA"= rankd4z+1 = rankA"™!? 
= ...， 
“(C2) 设 m; 是 使 rank(A-AjD"™i=rank(A-Ajil)"i*! = 
rankA"i** = … 的 最 小 正 整 数 。 则 方 阵 .4 的 最 小 多 项 式 d(1) 为 
CO 人 ) mA 一 人 >)m2 Am A ) "zt; 
(3) 信人 人) 是 方 阵 4 的 属于 特征 从 ^; 的 初 言 因 子 ， 
Vi [em;s 
《4 ) 设 方 了 泗 4 的 初等 因子 组 为 
(人 一 人 )n1， (一 人 ms， CA)"™ik), 
(人 一 人 )m1 AA) i (Am,) "tk,, 


(A ,)™el, (Wm 人,)™ 2, “多 (A—A,) "tk,, 
其 中 属于 特征 值 人 且 次 数 为 [的 初等 因子 (人 人- 人)) 的 个 数 记 为 
Dj19 并 约定 , 当 (人 一 人 j) 不 是 方 阵 4 的 初等 因 于 时 ，9r=0。 则 
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ni: = rank(A— MI) +l+rank(A-7, 1) 2rank(A- 人 人) 7) 
其 中 1mj;,， 7=1, 2, …, +; 

注 ”习题 1 建议 采用 如 下 步 又 求 方 阵 4 的 Jordan 标准 形 ， 

(1) 求 出 方 阵 有 4 的 特征 多 项 式 P(X3) = det(M -A), 并 求 
出 方 阵 44 的 全 部 不 同 特征 值 和 4，*,，…，X,; 

(2) 对 每 个 特征 值 A*;， 由 rank(A4-2,1)"i-1>>rank(A- 
Ai1)"i=rank(A~—Aj1)"it! 二.… 求 出 mj; 

(3 ) 对 每 个 1 ，1ii<mj， 计 算 ni;, = rank(A-4;1) ?+ 
+rank(A—-A;1)'- -2rank(A 一 *;1)':， 由 此 确定 (天门 上 是 
否 是 方 阵 4 的 初等 因子 ， 以 及 初等 因子 (一;) ' 在 方 阵 .4 的 初 
等 因 子 组 中 出 现 的 次 数 ， 

(4) 根据 《3 ) 中 所 确定 的 方 阵 4 的 初等 因子 组 写 出 方 阵 
4 的 jordan 标准 形 ， 

2。 利 用 习题 1 的 方法 ， 求 下 列 方 阵 4 的 Jordan 标准 形 ， 


| -4 3 | 8 6 


-3 1 7 2 -14 -10. 
4 5 -2 3 7-3 
| 2 -2 |] (4) 4 1- -5 :| 
-1 -1 1 -4 -10 -3 
3 1 0 0 
(5 4=| 一 0 
7 1 2 1 
-17 -6 -1 0 
0 1 0 0 
站 0 
《6) 4= 。 
0 0 0 1 
1 0 0 0 
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3。 设 4 维 复 线性 空间 Y 的 线性 变换 入 的 特 征 多 项 式 P(X) 
与 最 小 多 项 式 d(X) 分 别 为 : 
POA) = CAA i A 2 ,ts 
dM = IA A "2" / 
其 路 ， 人 2，…， 人 ,是 方 阵 4 的 全 部 不 同 特征 值 。 证 明 线 性 变 
换 ( 太 -4D i 与 (A 入; 了 有 D "i 的 核 相 等 ， 


$6.4 和 短 阵 的 相抵 


设 尺 是 数 域 ，^ 是 未 定 元 。 数 域 上 上 所 有 关于 未 定 元 的 多 
项 式 集合 记 为 FEMJ。 取 Xj 个 多 项 式 ai i (EF[MJ,1<i<m, 
T 委 1 委 ?， 则 
Qi11(A) Qis 1) 0 (A) 
A() = Qs1(t) ay (人 ) … a,, (人 ) 


Vs ao) 27 a 0) 

外 为数 域 政 上 m xn + 矩 阵 , 简 称 4 和 矩 了 泗 。 也 就 是 说 所谓? 矩阵 是 
元 素 为 人 的 多 项 式 的 矩阵 、 数 域 夏 上 所 有 m xn* 矩阵 的 集合 证 
为 FLAD"””。 垂 阵 的 加 法 ， 纯 量 与 和 矩阵 的 乘法 ，X 和 矩阵 与 
和 现 阵 的 乘法 ， 以 及 入 方 阵 的 行列 式 的 定义 和 通常 数 域 瑟 上 方 阵 
相同 。 但 应 注意 ， 人 方 阵 的 行列 式 是 关于 未 定 元 和 的 多 项 式 。 

和 通常 矩阵 一 样 可 以 引进 和 抢 阵 的 秩 的 概念 . 所谓 人 和 失 阵 
A() 的 秩 是 指 人 矩阵 4(A)》 中 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 ， 仍 记 为 
rankA(X)。 如 果 ? 阶 方 阵 4(4) 的 秩 为 x*， 则 X 方 阵 4(X〉 称 为 
满 秩 的 ， 否 则 和/ 方 阵 4() 称 为 降 秩 的 。 很 明显 ， 人 方 阵 A402) 
湛 秩 的 必要 且 充 分 条 件 是 detA(2) 才 0， 

对 2 了 rx 方 阵 ACO)ECEDAD)”*”"， 如 果 存 在 7 阶 方 阵 B(X) 
CPEAJD)"”*"， 使 得 44)BG) = 了 ,=B(X)A()， 其 中 0,, 是 
2 阶 单位 方 阵 , 则 入 方 阵 4(A)》 称 为 可 道 的 ;而 B(X) 称 为 4() 
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全 


的 道 方 阵 ， 记 为 4(A)”。 

定理 1 7# 阶 7X 方 阵 AC)》 可 道 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 和 方 
阵 4(A)》 的 行列 式 是 数 域 瑟 中 非 零 的 数 ， 

证 设 关 阶 和 方 阵 4() 可 首 ， 则 存在 对 阶 和 方 阵 召 (人 ) ， 
使 得 4()B() =7T = 了 (AN)4CO)。 两 端 取 行列 式 ， 即 得 到 
det4( 人 ) .det 有 B() =1, 其 中 detA(X) 与 det B(4) 是 数 域 上 上 关于 
7 的 多 项 式 。 比较 两 端 多 项 式 的 次 数 可 知 , detA(X%) 与 detB(%)》 
是 零 次 多 项 式 ， 因 此 det A(M) 是 数 域 严 中 非 霉 的 数 。 

及 之 ， 设 det4( 人 )》 是 数 域 中 非 零 的 数 。 记 det4 (人 ) = a。 
人 方 阵 4() 的 附属 方 阵 记 为 4 (人 ) 。 由 于 方 阵 .42 人) 中 的 元 
素 是 /) 方 阵 4() 的 42 一 工 阶 子 式 ， 而 4(A) 的 4 一 工 阶 子 式 是 数 
域 王 上 关于 入 的 多 项 式 ， 因 此 4# (人 ) 是 数 域 上 nn 阶 7 方 阵 
所 PL a :A*(X) 是 数 域 了 上 7 阶 方 了 泗 ， 并 有 量 

ACQ) (ao A*(M))=L,, = (a A) AC). 
即 工 方 阵 4() 可 道 ， 而且 .AWD =a 4 。 

由 定理 1 可 以 看 出 ， 如 果 和 方 阵 .4() 可 疼 ， 则 4()》 是 满 
秩 的 。 肥 之 则 不 然 。 这 和 通常 方 阵 是 不 同 的 ，。 

对 矩阵， 同样 有 所 谓 行 或 列 的 初等 变换 。 对 调和 矩阵 
4(X) 的 某 两 行 〈 或 列 ) ; 4 和 矩阵 4(X) 的 某 一 行 (或 列 ) 遍 乘 
数 域 了 上 某 个 非 零 多 项 式 并 加 到 -AC》 的 另 一 行 《或 列 ) ; 以 及 
矩阵 A4(X) 的 某 一 行 〈 或 列 ) 遍 乘 以 数 域 下 中 非 零 的 数 ， 依 次 
称 为 对 人 矩阵 4(X)》 施行 行 (或 列 ) 的 六 一 、 第 二 和 第 三 种 初等 
人 变换 。 

记 
Pij;=16, +E; +E;,—-bi;—Eii, 
Qi (fC0))) = +f OE 
P,(a)=1.,, + (a—1)E,;, 
其 中 ,i 是 (i, 站 位 置 上 的 元 素 为 1 而 其 它 元 素 为 0 的 丸 阶 方 
阵 ，1 志 i，j<<n,，f(2) 是 数 域 上 关于 的 多 项 式 . Psij， 
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Q;i;(f 2)) 和 PP;(a)》 依 次 称 为 第 一 、 二 和 三 种 初 等 方 阵 . 分 
别 用 第 一 、 二 和 三 种 初等 4 方 阵 左 乘 于 nxm 4X 和 矩 阵 殷 (X?)， 相 当 
于 分 别 对 入 符 阵 4(A) 施行 第 一 、 二 和 三 种 行 的 初等 和 人 变换。 而 
石 弱 于 m xn 人 和 矩阵 殷 ()， 则 相当 于 AC》 的 列 变换 ， 

定理 2 没 mxnX4 和 矩阵 402) 的 秩 为 rank4( 人 ) =r。 则 
A(X) 可 以 经 过 有 限 次 行 或 列 的 初等 人 变换 化 为 以 下 形式 ; 

OA) 0 
B80)=( , ) 
其 中 DM)=diag (dj(2),，ds (02),，…，d,(2?)) 是 7 阶 对 角 人 入 方 
阵 ，d (4%)，d, (人 )，…，d,() 是 数 域 下 上 首 一 多 项 式 ， 并 且 依 
次 一 个 整除 另 一 个 。 

证 对 等 矩阵 4(4)， 定 理 2 成立。 因此 设 A(X) = (ai (7%)) 
天 0。 于 是 存在 某 个 元 索 ai (0) 和 关 0。 对 调和 矩阵 4() 的 第 1 
行 与 第 i 行 ， 第 1 行 与 第 7 列 , 则 元 素 aij; (2) 调 到 (1,1) 位 置 
于 ， 所 以 不 妨 设 a11(4) 尖 0。 

下 先 证 明 ，*# 矩阵 44(X》 可 以 经 有 限 次 初等 4 变换 化 为 入 矩 
阵 C() = (csi;(2))， 其 中 c11(2) 半 0， 且 c11(4) 整除 每 个 
ci1(A) < 过 1，1 委 1) 和 1。 为 此 对 次 数 degal1(X) 用 归 纳 法 . 

当 dega1;(4) = 0， 即 ac: (A) 为 数 域 下 中 非 零 的 数 时 ， 显 
然 Gil:() 整除 每 个 al 0)，1<i 和 mm，1 秋 ) 委 8。 因此 结论 对 
degay1(4) =0 成立。 假设 结论 对 degai() < 上 -1 成 立 ， 下 面 
证 明 结 论 对 degai() = + 成立。 如 果 al () 整除 每 个 a; ; (72)， 
l1<i<m，1 声 } 志 nx， 则 结论 已 成 立 . 因此 不 妨 设 存在 某 个 
-4:i(X)， 使 得 a,,(*) 不 整除 a;; (7)， 

情形 1:， 1=1， 即 ai (人 ) 不 整除 ol)A)。 由 Euclid 长 
除法 ， 和 在 G(A)，r( 人 人 )EF[ 人 ]， 使 得 ay()=g()ai (人 ) 
+7(A)， 其 中 0 和 degr()<f。 用 -9() 遍 乘 矩阵 4(》 的 第 1 
列 ， 并 加 到 第 7 列 ， 得 到 一 个 人 矩阵 ， 它 的 《1，7) 位 置 上 的 元 
素 为 (人 ) 。 再 对 调 第 1 列 与 第 j 列 ， 得 到 的 X 和 矩阵 中 (1,1) 位 
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置 上 的 元 素 为 r(X)。 对 这 个 4 矩阵 用 归纳 假设 , 即 知 结论 成 立 。 
情形 2 ， 1=1， 即 ci:(A)》 不 整除 a;1(*)。 此 情形 的 证 明 
同情 形 1 ， 只 需 将 情形 1 的 证 明 中 将 列 改 成 行 即 可 ， 

请 形 3 aii(^*〉 整 除 每 个 gai 与 qi1，1=2，3，……，， 
3，…，1， 而 且 gal: (人 ) 不 整除 某 个 ct (人 )，R 和 1，| 关 
.此 时 ac)=dqi)a()，oi()EF[ 人 ]，7=2， 3,: 

2。 用 -ai() 遍 乘 和 人 和 矩阵 4( 人 ) 的 第 1 列 ， 并 加 到 第 了 列 ， 
1=2，3，…，?， 得 到 如 下 形式 的 人 和 矩阵 
”Gil 人 人) 0 0 …: 0 ， 
ai() Yaad) 0) 1 fa) i 


\ ani(A) dana (1h) Hos) … dma (7) | 


设 Gii(h)=pi(A)aii(n), p; (4)EFLAJ, 1 = 2， 3， "9 1, 
用 -p;(*) 允 乘 上 了 上述 矩阵 的 第 1 行 ， 并 加 到 第 i 行 ，i =2，3， 


二 中 血 EE 
» 1, 人 


; aii(A) 0 0 ... 0 \ 
| 0 4,2 (4) ass(h) ~? Gy。( 人 ) 1 (6。4 1 


0 OO 


妇 末 al ( 人 ) 整除 每 个 dj()，? =2，3，…， 加 7= 2， 
5 5 则 结论 已 成 立 、 因 此 设 ol: (人 ) 不 整除 某 个 cr (人 ) 
2<khm,2<<1<n。 将 入 和 矩阵 (6,4 | 得 到 
/ Ti (人 ) 0 
4dr) 5s (1) IB.. ;0 


| 
) 
4 (人 人) (1 ) "(A) 
] 
\ 


5 (人 ) dd) 2 (2) 
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于 是 化 为 情形 2 。 所 以 结论 成 立 ， 

现在 设 矩阵 4(X) 已 经 通过 有 限 次 初等 》 变换 化 为 1 矩阵 
C (人 ) .因为 c11(*) 整除 每 个 ci1(*), 故 可 设 ci1(^)=f;(^) 
acy1(A),， fA)EFPLADJ], i=2，3，…，m。 用 ~ 了;(^4) 遍 乘 X 
和 矩阵 C(A4) 的 第 1 行 ， 并 加 到 第 i 和 行 ，i =2，3，…，m, 得 到 4 
和 矩阵 


C11(A) ca 人) … cl (人 ) \ 

0 ps, (MA) 1. b,.(%) | 
ee | (6.4.2) 

| 

0 p (和 人 ) 。。。 D 《人 》 


其 中 pi (人 )=Ccrr(A) 一 所 (和 A)cri(A)， 由 于 c,: (4A) 整除 每 个 
cii( 人 )， 所 以 c11(4*) 整除 每 个 Di (人 人) 。 再 对 信和 矩阵 (6。4。2) 
作 初 等 人 变换 ， 即 得 到 


Ci1(A 人 ) 0 。。 。 0 
0 2 (6.4.。3) 
0 CD CN) 


其 中 ci11(A) 整除 每 个 5,1(^)， k=2, 3， 2 。 
记 4,( 人 人) = (5b;,(4))， 其 中 2 志 k 志 mm，2 志 1 之 n。 对 矩阵 
A,(^) 重复 上 述 过 程 ， 则 人 和 矩阵 4 (人 人 》 可 经 有 限 次 初等 人 恋 


换 化 为 
cz:( 人 ) 0 
0 4 (人 ) )- 


其 中 css (2) 整除 和 矩阵 4， (2) 的 每 个 元 素 . 于 是 人 和 矩阵 
《6.4.3) 可 化 为 
Ci (人 ) 0 0 
0 cs2(4) 0 。 (6.4.4) 
0 0 A, (+) 
注意 ,由 人 和 矩阵 (6.4.3) 化 为 人 算 阵 (6.4.4) ,只 需 对 人 和 矩阵 4, (7) 
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施行 初等 和 变换。 由 于 ci:(A) 整除 和 和 矩阵 4 (4) 的 每 个 元 素 ， 
因此 对 换 4 矩阵 4, (2》 的 某 两 行 (或 列 )》， 得 到 的 和 矩阵 中 每 
个 元 素 都 能 被 c, , (人 )》 整除 ， 对 于 用 非 零 多 项 式 f(A)EF[14 遍 乘 
人 矩阵 .4, (人 ) 的 第 i 列 ， 并 加 到 第 了 列 后 得 到 的 人 算 阵 ， 它 的 
第 了 列 元 素 为 Bi; (CA) +F()D CA)，R=2，3，…，1， 显 然 它 
们 都 能 被 cl (A)》 整除 ， 至 于 第 ] 列 以 外 的 元 素 ， 则 是 人 算计 
-44 (4) 的 元 素 未 经 变动 而 得 到 的 ， 当 然 也 能 被 cl (4) 整除 对 于 
用 非 零 的 数 遍 乘 和 和 矩阵 4, (4) 的 某 1 行 〈 或 列 ) 而 得 到 的 和 和 矩 
阵 ， 它 的 每 个 元 素 显 然 都 能 被 c, (4 人) 整除 .。 因此 ci1(*) 整除 
.Css (+) 以 及 A, (2) 的 每 个 元 素 ， 而 且 c::() 整除 4:() 的 每 
个 元 素 。 

重复 上 面 的 过 程 ， 和 矩阵 4 (4) 可 以 经 有 限 次 初 等 1 变换 
化 为 以 下 的 形式 ， 


上 Cat(A) 0 0 
0 Cys (A) … 0 / 
se 0 ， (6 .4.5) 
| ”0 0 2 Cir (2) 
\ 0 0 


其 由 韭 零 多 项 式 C11(4)，cCss(4)，…，C44《4) 依次 一 个 整 除 另 

一 个 ， 显 然 初 等 人 变换 不 改变 人 和 气 阵 4() 的 秩 ,所 以 有 R= 
rank4() =r。 设 ci:(%) 的 首 项 系数 为 5;， 则 用 57! 遍 乘 〗 
和 矩阵 〈6.4.5) 的 第 行 站 =1，2，…，7r， 于 是 人 和 抢 阵 4(A) 便 
化 为 * 和 矩阵 了 (7%)。 定理 2 证 毕 ， 

由 于 对 2 和 矩阵 4(A) 施行 行 或 列 的 初等 人 变换 相当 于 用 初等 
和 人 方 阵 左 乘 或 右 乘 人 矩阵 4()， 因 此 定理 2 也 可 以 叙述 为 ， 

定理 5 设 数 域 已 上 和 xn 矩阵 4(24) 的 秩 为 7 。 则 存在 数 
域 上 m 阶 初等 4 方 阵 PP, (3)，P;(?)，…，P, (4%〉 和 妆 域 上 
老 阶 锌 等 人 方 阵 Q,()，Q: (4)，…:，Q, (+4)， 使 得 


381 


DM) 0 


小 


其 thDGO)=diag(di (1M), dM), 1 dd))， 而 且 q(A)， 
d, (以)，…，d,(4)&EFLA] 是 依次 一 个 整除 另 一 个 的 首 一 多 项 式 。 

由 定理 3 立即 得 到 

定理 4 人 和 矩阵 4(^) 可 道 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 人 和 卸 阵 
4 (人 )》 可 以 表 为 有 限 多 个 初等 2 方 阵 的 乘积 ， 

证 设 2 阶 人 方 阵 4()》 可 逆 ， 则 rankA(X)=n。 由 定理 
3 ， 存 在 ?2 阶 初 等 7 方 阵 P(2)，P,.2),，…，P,(XM)，Q,(4)， 
Q:()，…，Q, (人 )， 使 得 

P,P, (MP G0) A QH) QQ, (7) 
= 了 (人 人) = diag(d, (2), d,(4), .…, d,. (+*)). 
中 然 ， 初 等 六 方 阵 可 道 ， 而 且 可 逆 入 方 阵 的 乘积 仍 可 逆 ， 所 以 4 
方 凡 : B(A%》 可 道 。 由 定理 1 ，detB(X) =d(d (人 )，…d (人 》 是 
数 域 了 中 非 零 的 数 ， 即 det 了 (人 ) 是 零 次 多 项 式 ， 因 此 d,(X)， 
d,(+)，…，d,(%) 都 是 零 次 多 项 式 。 由 于 di (%)，d, (4)，…， 
d. (人 ) 都 是 首 一 多 项 式 ， 所 以 du (0) =d:() =…=d。( 人 )=1。 
于 :是 B (A) =J」 (R) 9? 人 而且 
(人 ) = 三 ,(A) -PP (CA)-I PP (0)-! 
QW) 0 0) 

显然 ， 初 等 人 方 阵 的 北方 阵 仍 是 同一 类 型 的 初等 人 方 阵 ， 所 以 和 
方 阵 4()》 可 以 表 为 有 限 多 个 初等 人 方 阵 的 乘积 。 

反之 ， 设 人 和 抑 阵 4()》 是 有 限 个 初等 入 方 阵 的 车 积 。 由 于 初 
湾 人 人 方 阵 可 道 ， 而 且 可 道 入 方 阵 的 乘积 仍 可 遂 ,所 以 矩 阵 .A(4) 
可 逆 。 定 理 4 证 毕 ， / 

定义 1 设 A(4) 与 了 CA) 是 数 域 了 上 和 xs 人 和 矩阵。 如 果 
所 阵 4() 可 经 有 限 次 行 或 列 的 初等 人 变换 化 为 入 矩阵 也 () ， 
也 即 存 在 数 域 F 上 m 阶 可 遂 方 阵 呈 (4%) 与 数 域 上 5n 阶 可 道 入 
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P,P P, NAN QM QD Q, ND =( 


方 阵 QQ)， 使 得 B02) = 上 CO)AC)QG)， 则 称 和 4 算 阵 A40) 与 
B (4*) 是 相抵 的 。 

容易 验证 ， 数 域 了 上 m xn4 和 矩阵 之 间 的 相抵 关系 满足 目 
反 性 、 对 称 性 与 传递 性 ， 因 此 和 和 矩阵 之 间 的 相抵 关系 是 每 价 关 
系 。 于 是 ， 根 据 和 抑 阵 之 间 的 相抵 关系 可 以 把 数 域 已 上 所 有 
了 8X?3 征 阵 分 类 ， 彼此 相抵 的 和 矩阵 归于 同一 类 ,而 不 相抵 的 4 
怎 阵 归 不 同 的 类 。 和 通常 数 域 卫 上 和 玫 阵 的 相抵 相同 ， 两 个 基本 问 
题 和 是: 人 和 窍 阵 在 相抵 下 的 标准 形 是 什么 ? 人 和 矩阵 在 相抵 下 的 全 系 
不 变量 是 什么 ? 

先 考 谨 人 怎 阵 在 相抵 下 的 全 系 不 变量 。 容 易 看 出 ， 相 抵 的 和 
年 阵 具 有 相同 的 秩 。 也 就 是 说 ， 人 移 阵 的 秩 是 和 和 矩阵 在 相抵 下 的 
不 变量 ,但 是 ， 光 采 * 矩阵 的 秩 ， 还 不 足以 判断 两 个 4 矩阵 是 否 
相抵 。 人 例如， 和 抑 阵 

1 0 1 0 
4(0D) =( ) BOD=( ) ) 

宅 们 的 秩 都 是 2。 如 果 人 和 矩阵 4(A) 与 BC) 相抵 ， 即 BG 
二 忆 (A)A(A)Q() =P(A)Y(. 其 中 (2) 与 Q(A) 是 可 递 的 2 
阶 人 和 矩阵， 则 已 (A) 是 可 道人 方 阵 。 但 detB (7%) = A， 它 不 是 零 次 
多 项 式 。 由 定理 1，X 方 阵 B(X) 不 可 六 ， 了 矛盾 。 因 此 人 和 矩阵 
44(4) 与 B(4》 并 不 相抵 。 这 说 明 ，X 和 矩阵 的 秩 不 足 构 成 矩阵 
在 相抵 下 的 全 系 不 变量 。 所 以 必须 寻求 4 和 矩阵 在 相抵 下 的 其 它 不 
变量 . 

定义 2 设 mxn* 和 矩阵 A(Q)E(CF[XJ)"*”。 久 矩阵 妇 4(X) 中 
.所 有 阶 非 零 子 式 的 最 大 公 因 子 称 为 A444) 的 尺 阶 行列 式 因子 ， 
记 为 D; (人 ) 。 如 果 和 和 抢 阵 .4(A) 的 所 有 阶 子 式 全 为 0， 则 约 
定 D， (人 ) = 0, / 

容易 看 出 ,如 果 rank4(A) =7, 风 DD ,41(2)=…=D, (+)=0, 
其 中 5=minfm, n}, 而 且 当 1i<R<r 时 DG), D,(4)，…，， 
全 , (人 ) 都 是 非 零 多 项 式 ， 同 时 依次 一 个 整除 另 一 个 。 


383 


定理 5 mxn 人 矩阵 A(X) 与 BO)ECF[A)"** 相 抵 的 必要 
且 充 分 条 件 是 ， 它 们 的 行列 式 因 子 相同 。 简 单 地 说 ， 矩阵 的 行 
列 式 因 了 于 是 人 和 矩阵 在 相抵 下 的 全 系 不 变量 . 

证 ”必要 性 。 设 人 年 阵 4(A) 与 召 ( 人 ) 相抵 ， 则 B23) = 也 (2) 
“A404)QG)， 其 中 (2?) 与 QC) 分 别 是 训 阶 与 8 阶 可 遂 X 答 阵 ， 
根据 Binet-Cauchy 公式 ，B(4》 的 上 阶 子 式 

BO) 


1 ; 7 ， 。 7 lei1<! oT 


ro on 7) 
- y、 》、 PO 1 , 


< 时 下 册 本 时 本 本 让 


) ， | ， 。,。 ] ， ft, t, .1 ,， 

‘AO ( ft, +t, )Qon( j 7 ). 
如 时 .44)》 的 尺 阶 行列 式 因 子 忆 ,人 人 ) =0， 则 .AQ) 的 每 个 有 R 阶 . 
子 式 都 为 零 。 由 上 式 ，B(X) 的 每 个 上 阶 子 式 都 为 零 。 所 以 BX) 
的 阶 行列 式 因子 D(X?) =0。 如 果 DD;() 关 0， 则 DD,(X) 整除 
A(2) 的 每 个 k 阶 子 式 ， 由 上 上 式 ， D, (人 ) 整除 B (AM) 的 每 个 阶 
子 式 ， 所 以 D,(X%) 整除 六 , (%) 。 由 于 相抵 关系 满足 对 称 性 ， 因 
此 D, (2?) 整除 D, (2) 。 作 为 最 大 公 因 子 ，D; (7%) 与 ,74) 都 并 
首 一 多 项 式 ， 所 以 Di (7) =D, (7) 。 这 就 证 明 ， 相 抵 的 人 和 矩阵 具 . 
有 相同 的 行列 式 因子 ， 

充分 性 。 设 和 矩阵 4() 与 BQ) 的 行列 式 因 子 相 同 ， 且 设 : 
ratpk4 (人 ) =r。 由 定理 2，X 和 矩阵 4(4) 相抵 于 如 下 的 和 氟 阵 ， 

cw =( diag(d (+), d,(s), :…, d, (人 ) ) 0) 
0 0 
和 和 矩阵 C()》 的 & 阶 行列 式 因子 记 为 D(X) 。 容 易 算 得 ，D ,4 
=d,(4) ,DD, (C2) =d()d CO) (0) =d,(0)d, (ad (CO) 
4) =… =D,(4) =0， 其 中 s=min{m，n}。 因 此 ， 
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一 二 D, (+) sn. -_D, 0) : 
d,(2)=D,(X), d,s)= Dy)? d, (+) 。 


同样 ， 矩阵 B(4W》 相抵 于 如 下 的 和 矩阵 ， 


diag(G(A)，4 (AN)， dr)) 0 
双 和 矩阵 G(A) 的 名 阶 行列 式 因 子 记 为 Di (2)， 则 
~ ~ ~ DD 《人 ) 万 F (CA)》 
7 一 一 2 .。 A 一 一 一 ~ 人 
d, ( ) D, (人 人) ， 4 , (A) D, 2) 9 dr( ) = D>- , (A)" 


:根据 必要 性 ，X 和 矩阵 4(X) 与 BX) 的 上 阶 行列 式 分 别 为 D, (2) 
与 D,(X). 由 假设 r=7， 并 县 D(X?) = 万 ,(D) 。 所 以 d (2) = 
4)，R=1，2，…， rr。 因 此 CGO) =G()。 再 由 相抵 关系 的 
.传递 性 即 知 4 矩阵 4(X) 与 中 (人 ) 相抵 .定理 5 证 毕 。 

受 定理 5 的 充分 性 证 明 的 启发 ， 可 以 引进 如 下 的 定义 。 

定义 5 设 mxn X 和 矩阵 4(D)E(F[X])"x” 的 秩 为 >， 4407) 


的 有 阶 行列 式 因子 记 为 DC 。 则 方 co 称 为 4(2 的 不 变 因 
子 ， 其 中 必 = 12，…sr() ,并 约定 D。() = 1。 不 变 因 子 有 CO 
二 一 了 
记 为 qd (X) 。 

定理 6 设 7 是 中 xf 人 和 卸 阵 4() 的 秩 ，d,(%)，d,(?)， 
，d, (1 是 4()》 的 不 变 因 子 ， 则 和 和 矩阵 4(1) 相抵 于 如 下 的 

2 mith 标准 形 : 
(“0, qd (人 人)，…，d (+#)) 0 


6.4.6》 | 
1 ( 》. 


-并 且 和 和 矩阵 的 不 变 因 子 是 和 第 阵 在 相抵 下 的 全 系 不 变量 。 
证 ”由 定理 2， 人 和 抑 阵 4(A) 相抵 于 如 下 的 人 和 矩阵 ， 

(0 0 
已 (人 ) 一 
0 0 
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其 中 YD 3 (1) 2 (0) 是 依次 一 个 整除 另 一 个 的 首 一 多 项 
式 。 容 易 算出 ， 久 矩阵 了 (4X》 的 行列 式 因子 为 D, (7) =d, (7)， 
万 ,0 =d (Na,00) ,DD, (MN) = 0) a, 00).d, (MW) ,D, + (2) 
D, (2) 
D,_1(2) 
=1,2,…,r。 由 定理 5，D1(2) ,D,(2),…,D ,00) 是 ^ 算 了 泗 A(X》 


太一 ~ 7 D0 人 
的 行列 式 因子 。 所 以 和 (7) = 本 


过 就 证 明 ，4 和 矩阵 4 (2) 相抵 于 Smith 标准 形 (6.4.6) . 

由 定理 5， 相抵 的 和 ^ 和 矩阵 的 行列 式 因 子 相同 ,因此 不 变 因子 也 . 
相同 。 反之， 如 果 两 个 人 矩阵 的 不 变 因 子 相同 ， 则 它们 的 行列 式 . 
因子 也 相同 ， 由 定理 5， 这 两 个 4 算 阵 相抵 。 所 以 4 矩阵 的 不 变 
因子 是 入 甜 阵 在 相抵 下 的 全 系 不 变量 。 定 理 6 证 毕 . 

定理 5 与 定理 6 解决 了 和 矩阵 在 相抵 下 的 标准 形 理论 的 两 个 : 
其 术 问 题 。 下 和 面 将 给 出 复数 域 上 7 矩阵 在 相抵 下 的 全 系 不 变量 ， 

设 A(X) 是 复数 域 上 mxn 7 矩阵 ,rankA(2) =r, Hd (人 )， 
d, (0，…，d 0) 是 40) 的 不 变 因子 。 由 于 复 系数 多 项 式 可 
以 分 解 为 一 次 因子 的 乘积 ， 因 此 可 变 

dH)= (人 人 一人) um) ( 人 一 人 )217， 
d, 2) = (人 人 一人) (人 人 一人) 一人) 


= (0 =0，s=min{m,n}。 于 是 ，d; (7) = k: 


=Q (人 ) ,R=1,2,.… ,7。 


Q (NA 人 ) = 三 (人 一人) r1( 人 人 一人)2r (人 一人)r 

其 中 "人 4: 是 两 两 不 同 的 复数 ，ei 7 是 非 负 整数 ，i=1， 
2 737=1) 2 由 于 di 人 (人 ) 整除 drGA)， 所 以 0 委 el 
evi e191 =1,2,…,1t。 当 ej1 记 90 时， 因子 一 和) i1 
称 为 矩阵 4() 的 属于 人 的 初等 因子 ，4(2) 的 初等 因子 的 全 体 
称 为 4(X) 的 初等 因子 组 ， 

定理 了 复数 域 上 年 隆 的 秩 和 初等 因子 组 是 7 矩阵 在 相抵 : 
下 的 全 系 不 变量 。 
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证 设 复数 域 上 和 xn 人 矩阵 4(A) 与 如 相抵， 则 下 和 全 
了 Tank4() =rankB(X)， 并 是 A(X) 和 了 () 具有 相册 的 不 变 央 
子 。 由 初等 因子 组 的 定义 可 以 看 出 ， 矩阵 的 初等 因子 组 出 其 
的 不 变 因子 唯一 确定 ， 因 此 4(A) 与 BQ) 具有 相同 的 初等 因 
十 组 
反之 设 rankgk4(A) = rank 吕 (人 ) =r， 且 
(人 人 一人) (人 人 一 人 )m (人 一人) 9 
(XA) mA) (一 入 ) ,, 


(人 一 人 )”21 (人 人 一人) mt (人 一 人 5 
是 矩阵 4) 的 切 等 因子 组 ,其 中 fj 1 这 ?Hj 交大 人 > 和 ， 
7 二 1,2,… ,1。 出 于 4 和 矩 阵 4(4) 的 不 变 因 子 d) (3) ,qd, (2) ,…， 
d, (4%) 依次 一 个 整除 另 一 个 ， 而 且 4() 的 每 个 初等 因子 必定 是 
有 402) 的 基 个 不 变 因 子 的 一 个 因子 ， 因 此 d,() 是 初等 因子 组 
由 分 别 属 于 4 /4:，… 4, 的 最 高 次 车 的 初等 因子 (4~2,)"， 
(一 人 人 3) 人 -人 ”zi 的 乘积 ， 即 
d, (2) = (人 一 和信)ma( 人 一 人 )m21 (人 一 人 ，) 二。 

从 4(X) 的 初等 因子 组 中 去 掉 初 等 因子 (一 和 人) (一 人 2:)”2， 
… 和 (一 人 )” 2。 同 理 ， 不 变 因 子 d,-,(X) 是 余下 的 初等 因子 
中 分 别 属于 Ai ,4,,… ,人 ,的 最 高 次 窜 的 初 窜 因子 (人 一 人 75， 
(一 人 2 25 (人 一 人 ”2 的 鞭 积 ， 即 

di(CA) = (人 人 一人) (人 一 人 )m22. (人 人 一人，)mm5。 
当然 ， 如 采 在 余下 的 初等 因子 中 不 出 现 属于 4 的 初等 因 子 ， 则 
令 -A "说 =1, 即 m;s,=0。 如 此 继续 , 即 可 确定 4 矩阵 A4(X) 
的 所 有 不 变 因 子 dj 人 A) ,d,(?) ,…,d,(X*) 。 这 表明 ， 和 和 矩阵 4(2) 
的 不 变 因 子 由 -AQ) 的 秩 和 初等 因子 组 所 唯一 确定 。 由 于 * 算 险 
有 (2) 与 BG) 的 秩 相 等， 初等 因子 组 相同 ， 所 以 40) 与 B02) 
具有 相间 的 不 变 因子 。 由 定理 6，27 算 隆 A(2) 与 B04) 相抵 ，。 
定理 7 证 毕 。 
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应 当 指 出 ， 和 定理 7 中 关于 4 和 矩阵 的 秩 的 条 件 是 不 能 去 挥 的 ， 
Bi 是 说 ， 光 有 初 等 因子 组 ， 还 不 足 于 构成 矩阵 在 相抵 下 的 全 系 . 
不 变量 。 请 读者 目 己 举例 说 明 ， 上 共有 相同 的 初等 因子 组 的 两 个 - 
m X nn 4 矩阵 并 不 一 定 相抵 ， 


村 十 


1。 求 下 列 2 矩阵 的 Smith 标准 形 ， 并 求 出 它们 的 行列 式 因 : 
子 ， 不 变 因 子 和 初等 因子 组 。 


人 (人 二 1) 0 0 A(A—1) 0 0 
0 人 0 a 0 .AC —2) 0 } 
/ 


0 0 (人 十 1) 0 0 (人 一 1) (人 一 2) 


人 -2 一 | 0 \ 1 一 人 2 人 
(3 ) | 0 /人 -2 一 | (4) | 人 人 一 人 


十 人 ”人 ” 一人? 


(1) 


/4 -1 0 0 0\ IX 1.11 
0 -10 0| ori.11. 

(5) 00110660 ee 
00 0 和》 -1 0 0 
\1 2 3 4 95+A \0 .0.0 A/nxm 


2。 证 明 , 任意 一 个 满 秩 4 方 阵 4() 都 可 以 表 为 40) 
= (AQ ， 其 中 上 (人 ) 是 可 道 入 方 阵 ,QQ) 是 上 三 角 人 方 阵 y 
而 且 它 的 对 角 元 都 是 首 一 多 项 式 ， 对 角 线 以 上 的 元 素 都 是 次 数 小 
于 同一 列 的 对 角 元 的 次 数 的 多 项 式 。 并 证 明 , :这 种 表 法 唯一 ， 

3。 证明， 对 1 阶 Hermite 方 阵 且 , 和 于 ,，X 方 阵 H, 
+ 4 及 ,的 不 这 因子 都 是 实 系 数 多 项 式 ，。 


8 6.5 Jordan 标准 形 的 求法 


本 亲 将 利用 7 矩阵 在 相抵 下 的 标准 形 理 论 ， 重 新 处 理 复方 阵 : 
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在 相似 下 的 标准 形 问题 ， 所 说 的 方 必 都 和 复方 玫 千 证 男 一 个 
引 理 。 

引 理 1 任意 一 个 2 阶 和 方 阵 都 可 以 表 为 矩阵 系数 的 多 项 
式 。 共 体 地 说 ， 对 引 的 (a11 0)), 
恒 存 在 7 阶 复方 阵 4,。,A，… ,4A4,， 使 得 / 

A 44 ‘+ Ai+A,, 《6.5.1) 

其 中 44。 去 

证 时 LO 每 个 元 素 air (*) 都 是 复 
系数 多 项 式 ， 记 为 


Gaii1 (AM) =a7 A + aT- Am 十 ta, 
其 中 1<i,j<n， 并 且 存 在 某 一 对 i ,i ， 使 得 cf? 关 0。 因 此 ， 
A(M) = (a7 A + (a Am 十 “+ (ofp A+ (of). 


记 有 44,= (af3°)，kR=0,1,2,…,m。 则 上 式 即 为 式 (6.5.1)》， 引 
更 1 和 。 
下 面 的 定理 给 出 方 阵 的 相似 与 4 方 阵 的 相抵 之 间 的 重要 联系 。 
定理 1 “ 阶 复 方 阵 4 与 B 相 似 的 必要 且 充 分 条 件 是 ，4 方 
阵 人 7 一 女 与 4 ,一 B 相抵 ， : 
证 设 方 了 泗 4 与 BB 相似， 即 8=P-'AP， 其 中 忆 是 某 个 nn 阶 
可 逆 复方 阵 。 则 人 一 B=P- (21,) 一 A)P. 方 阵 P 当 然 是 
可 道 的 方 隆 。 因 此 #4 矩阵 人 一 4 与 4,，-B 相抵 . z 
反之 ， 设 入 方 阵 10 一 4 与 ?1 (,) 一 了 B 相 抵 ， 即 $1 ,一 B 
= CLs) 一 QC)， 其 中 避 (?) 与 QO0) 是 nn 阶 可 逆 的 2 方 
阵 。 由 引 理 1， 可 设 
QQ 人)=GQTGQO_ IN 十 QI 人 TOQ，， 
Q()- = R.A"+R An t+ 二 RA+R,. 
记 
WW =0Q(B)=Q.b tOQ-1B + + QB+Q,. 
因为 QQ QC) = 了 [is)， 所 以 
RQ + + RQONATF RQCO) =T,,., 
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六 此 

RWB*+...+RWB+RW=1.,,,. (6.5.2) 
但 是 ， 由 于 Xu -8B=POD)GOT -4)QGQ)， 所 以 PGQ)™ 
ef 人 7 一 也)= (7 -4IQOA) =0)A-AQ(). A 用 方 隆 B 
代 换 X， 得 到 Q(B)B=AQ(B). 即 矿 B=4 玉 .由 此 得 到 ， 
VB =AW,…,WB'i=AW 于 是 式 (6.5.2) 化 为 

(RA"+..-.+thR.A+tR)W :=I1.,,,. 

这 表明 ， 方 阵 矿 可 首 ， 并 且 咏 = 了 丈 -” "A 定理 1 证 毕 ， 

对 于 二 阶 复 方 阵 4， 入 方 阵 人 7 oo -4 称 为 方 阵 4 的 特征 方 
阵 。 显 然 特 征 方 阵 人 7 一 4 总 是 满 秩 的 。 因 此 由 定理 1 与 上 节 
定理 7， 立即 得 到 

定理 2 + 阶 复方 阵 4 与 BB 相似 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 它 们 
的 特征 方 阵 人 一 4 与 41 ,~ 8 的 初等 因子 组 相同 . 也 就 是 
说 ， 复 方 阵 的 特征 方 阵 的 初等 因子 组 是 复方 阵 在 相似 下 的 全 系 不 
变量 , 

利用 复方 际 4 的 特征 方 阵 41 . 一 4 的 初等 因子 组 ， 可 以 给 
出 复方 阵 .4 在 相似 下 的 Jordan 标准 形 。 为 此 需要 : 

”” 相 理 2 准 对 角 人 和 矩阵 4() =diag(4,(7) ,A,(2)) 的 初等 
振子 组 由 对 角 块 41 (4) 与 4 (0 的 初等 因子 组 合并 而 成 。 

证 设 dqiC) ds) dd) 和 dd pp 
d,+,《4) 分 别 是 人 矩阵 4 (A) 和 4 (A) 的 不 变 因 子 ， 则 存在 可 
六 的 人 方 阵 忆 (人 ) ,P, (2) 和 Q(X4) ,QQ, 0)， 使 得 
diag(d, (4) ,d, (2),.…,d, (2)) 0 | 


+ 


: 0 : 0 ， 


Ciag {d,s dy 0), d,s, (1)) 0 
P.M) A, CO, = | 


路 
td (人 ) 一 diag (DP, CA) 0， (人 ) ) CU (7 ~- Ciag(CG， (A) , (ds (A)) 站 
显然 (0M) 和 QQ》 攻 可逆 ， 并 喇 
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1 D, 0 0 0 ' 
P(X AG) O (ON -| 0 0 0 0 
0 0 DD, 0 . 
0 0 0 0 


其 中 DD, = diag (d, (1) ,dd (1)), D, = diag(d,:, (7) ，…， 
di ,() 。 记 右 端 的 人 矩阵 为 B()。 于 是 和 矩阵 4() 与 
B(4) 相抵 ， 因 此 它们 的 初等 因子 组 相同 。 下 面 求 和 矩阵 BO》 
的 初 尝 因子 组 ， 

二 


di (人 ) = (人 人 一人)20( 人 一 人 ) 02 AA 
d ， () = (人 一 人 “人 人 一 人 ) 2 《人 一 人 ) 2 


Q (1) = A eri 12): f - 《人 人 一人) rr, 
d +1 (A) = (A— 人 ， rt "(A 人 ， ) ri?: +) 


d,+, (A) = (7— A ) rt tA, ) rt+z2 (A— 人) ris ks, z 
其 中 e;; 是 非 负 整数 ，^,， 多 机 是 两 两 不 同 的 复数 。 由 于 不 
交 因 于 依次 一 个 整除 为 一 个 ,所 以 0<ei<esi<'… ei， 
0<e,tis 1 和 ertzy ij1 委 … 委 el 1 1=1 2 R。 显 然 ， 人 和 矩 
阵 4, (4) 的 初等 因子 组 为 

(A— Ahi)eiss Ei1>0, l<i<r, 1<i<h, 
4:() 的 初等 因子 组 为 

OTs erti>0, 1<i<s, 1<i<h., 
对 于 每 个 1 了， 将 指数 @1j1, Esj， E119 ertiy jCi t23 79“ “9 
e,+,，1) 重 排 为 etj，ezi，…，er+,， ii， 使 得 1 
<<ce+，，7=1,2，R -~ 

容易 看 出 ， 人 矩阵 鼠 (A)》 的 +s 阶 行列 式 因 子 已 ,，,(A) 为 
D+ ,CM) =d, (2)d, Da)d (CD)pd + , (7) 


天 
= (一 和 Dot ro (hh) tterrs, 
间 
es。 (人 一人) :1kt 7 二 
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+ (人 - 
BX) 的 所 有 非 零 的 r+ 一 工 阶 子 式 为 一 站，i19 2 


++$， 采 
D+ 0t) -01- 人 7 Lt +e ts ,ile 


di (人 ) 
(人 一 入) TR terts ki 


” F F F $ 
出 于 e， +ss9j 宕 ei 19 因此 ejj 填 … ‘+e,+rssiEe11+ 0 -1919 


抽 且 等 式 当 且 仅 当 el =e,+, ;1 时 成 江 ， 所 以 ， 多 项 式 : i 人 ， 


…， 卫 的 最 大 公 因子 ， 也 即 万 (7) 4 


子 D,;,-1(4) 为 
DN) = A A) tterte nt ee (A— AL) Tks 1 
于 是 B(X) 的 第 r+s 个 不 变 因子 为 
/ F400) = CAA) er rt 
同 理 可 得 ，B(X) 的 第 1 个 不 变 因 子 为 
HN) = CAA) A kt, =1,2,...,7+s, 
因此 8 以 ) 的 初等 因子 组 为 
{A— ej, ei>0, 1<il<r+s, 1<ji<h}, 
由 于 elyyezj1 yer+ ii 是 eliyesiy etii 的 重 排 ，7 = 1， 
2 ,…5,kR， 所 以 2 和 矩 隆 BB(A) 的 初等 因子 组 是 4 () 与 4,(4) 的 
初等 因子 组 合并 而 成 的 。 引 理 2 证 毕 ， 
定理 3 设 | 阶 复方 阵 A 的 特征 方 了 泗 *(,, 一 和 44 的 初等 因子 
组 为 
MD), (人 一 人 mi ，( 人 一人) ， 
CAA Had), oy MR), (6.5.3) 
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(人 一 人 ,)mtl (人 人 一人)mz2 ..., oN 
-之 mj; >0, j=1,2,: = 
， 是 殉 两 不 同 的 复数 则 复 方 阵 4 相似 于 下 的 Jordan 标 
六 : 
TE ag em (21) , fin) (人 
J ss yy) Ch, ) )， 
其 中 J ODN -NN 
-of 
证 先 计 算 准 对 角 方 阵 了 的 对 角 块 Jo ,， (4%1》 的 特征 方 阵 
和 A 了 wm; 1) 一 J (mn; Di 的 初等 因子 组 。 显 然 ， 
A—-A; 0 … 0 


， 一 1 人 人 一人) … 
A 1) -J (mj; 11) (Aj) 一 | | 


[=1,2,.…,k;,i=1,2, 


(mi; 1} 9? 


0 .1 和 和， Mm, Xm 
容易 求 出 ， 它 的 行列 式 因 子 为 
吃 ， (人 ) = … = 用 。 -人 ) =1, D, ,(2) = (一 人 人 门 = 7。 
所 以 ， 它 的 不 变 因 子 为 
qi(A) = =d,, -1(4) =1, di (人 ) = (人 一 人 pi。 
于 是 特征 方 阵 人 -Jo (iD 的 初等 因子 组 为 (人 -人 和) 门 ”77， 
1 =1,2,…,Ri,j=1,2,…,t。 由 引 理 2， 准 对 角 方 阵 了 的 初等 
因子 组 即 为 (6,5,3) 。 由 定理 2 , 方 阵 4 与 相似。 定理 3 证 毕 ， 
至 此 我 们 重新 用 4 矩阵 在 相抵 下 的 标准 形 理论 处 理 了 复方 阵 
在 相似 下 的 标准 形 问 题 . 问 题 是 ,复方 阵 44 的 特征 方 阵 41 (,) 一 4 
的 初等 因子 组 和 本 章 第 3 和 所 定义 的 复方 阵 4 的 初等 因子 组 有 何 
联系 ? 对 此 有 
定理 4 + 阶 复方 阵 妇 的 特征 方 阵 A (oo 一 4 的 初等 因子 组 
即 是 方 阵 4 的 初等 因子 组 。 
证 设 n 阶 复方 阵 妇 的 特征 方 阵 入 oo 一 4 的 初等 因子 组 为 
(人 一人) 人 一 人 ) pp (人 -人 人) 这 里 复数 人 人， ,人 人 
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许 相同 。 则 由 定理 3 得 
P-'AP=J= diag (J'(,,) , (人, ) ， y (6,) (2,),: ， ,J 00)) (4,)), 
其 中 也 为 n 阶 可 逆 复 方 阵 ， 取 + 维 复线 性 空间 矿 的 基 {a1 ,4s，…， 


2,}。 则 由 
A (Q1 9 2 0 一 (a, ;0 9." 0s)4, 
J (a,) Ca CQ) 一 (C ; sto"* ,CD) JU， (654》 


有 (aiyayyas) = (a 0 忆 

便 确 定 了 乒 的 线性 变换 全,y 与 可 道 线性 变换 己 。 由 于 

P- AP (a,,a,,,0,.) = (aa ,0.)P-'AP 

= (al ,90.) 

所 以 了 = P- AP， 即 线性 变换 入 与 J 等 价 。 由 第 3 节 定 理 3， 
线性 变换 有 丰 与 J 的 初等 因子 组 相同 . 

现在 确定 线性 变换 J 的 初等 因子 组 . 由 于 JJ) (ty>》 
= A ) 一 入 ,)， 所 以 由 (6.5,4) 得 

J (ar, +i ) = 人 ;CQ1 


J (cy +) = AIG, + TO; ts 


+1 TO _ +2, 


J (cr tres i) 一 MC te) 十 C7 


J (cy ) = 人 1CX17 9》 
其 中 je +e,+.…+e;, j=1,2, 。 因 此 ， 
Cp, -: +2 = (J — WD 


Gf, its = (J 一 人 /7 (Qf,_,+1), 
oj De +1) 

CQy ， = (J -~ Ms) i (ar _ +1), 
其 中 了 是 天 的 单位 变换 。 记 乒 中 由 同 量 ay ray -raz， 9 
Qj -ifey -1 C71 生成 的 子 空间 为 Ci 则 C ; 是 由 疝 量 cy ， ,+ 生 : 
成 的 循环 子 空间 ， 并 且 

V =C.BC,D'@BC,. 
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容易 算得 ， .11。 的 最 小 多 项 式 为 (1- 11) 7。 这 就 证 明 ， 线 性 
变换 J 的 初等 因子 组 也 是 A 一 人 A), (人 人 一人) (人 人 一人) 
定理 4 证 毕 。 

最 后 总 结 一 下 求 复方 阵 4 的 jordan 标准 形 的 过 程 如 下 : 

(1 ) 对 特征 方 阵 人 6,) ~ 施行 行 或 列 的 初等 人 变换 ， 把 
人 Leo 一 A 化 为 >mith 标准 形 , 由 此 求 得 不 变 因 子 qd (7X) ,d, (人 )， 

,dd (人 )3 

(ii) 把 不 变 因 子 d1 (2) ,d, (CA) ,…,d,(*) 分 解 为 一 次 因子 
的 乘积 ， 求 出 初等 因子 组 (2 一 2 人 ,CA 一 2A 一 ei 

(ii 写 出 每 个 初等 因子 (人 -人 门人 相应 的 Jordan 块 
^ +AN，7=12 tf， 然 后 将 它们 组 成 准 对 角 方 阵 ， 
邯 得 方 阵 4 的 Jordan 标准 形 1。 

使 得 PP- AP 为 Jordan 标准 形 J 了 的 可 北方 阵 己 称 为 过 渡 方 
阵 。 过 波 方 阵 忆 的 求法 如 下 :; 

(i) 对 特征 方 阵 M7 (,) -4 施 和 了 行 或 列 的 初等 《变换 ， 
把 X10m 一 4 化 为 41 ,) ~J， 便 可 求 得 + 阶 可 道 ^ 方 阵 ， (2) 
和 QC(4)， 使 得 也 (0) C27,) 一 A)QC) = 71,) -J 

(1) 通过 行 的 初等 人 变换 ， 把 2x2n 和 矩阵 (CQ ) 
化 为 C6 ;RC))， 即 可 求 出 QC) 的 道 Q(D) -= 民 (X); 

(ii ”把 玉 (^) 写 成 矩阵 系数 的 多 项 式 ， 即 

RM) = RM + RA RA+R,. 
用 方 隆 4 代 换 其 中 的 入 ， 得 
ROCA) = RA"+t RA + RA+R,. 


方 阵 (A) 到 是 所 求 的 过 渡 方 阵 PP， 
请 读者 目 已 证明， 如 此 求 得 的 方 阵 己 确实 是 过 渡 方 阵 。 


习 题 
1， 求 下 列 方 阵 的 Jordan 标准 形 。 


5 -3 2 
‘(1)16 -4 4 | 

4 -4 5 

1 ~—3 4 
3)14 -7 8 

6 -7 7 

4 6 一 15 
ol 4 12 

2 3 一 8 


CD 
000.…1-1 
lo0o0 
010 
001 : 
(9) | eee 
000...1 
0 0 0 0O/nxn 
010 .1 
001...0 
(C11) | oe 
000.…1 


“100 ... 0O/nxn 


2。 设 4 阶 方 阵 了 为 
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DD 


(10) 


(12) 


0ag,.1,,.. 0 0 
0 ... 0 


‘0,1 


0 ... 0 
0 … G2-l 0 | 


0 2. 
0 3 ~-2 
0 2 -1 
10 …00， 
01，…00| 
, 
00...01 


1 000 

0 1 0 0 | 
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0 CQ 0 

00… 0ax0 

0 0 0 0 a/nxn 


人 
ws 
ep 
OO 


Co 
Co 
© : 
> 


f (人 ) 是 关于 人 的 多 项 式 。 证 明 


2 (2 人 (CT Y 
0 fF LO fT / 


11 no3)1 (n—2)!1 | 
f(1) = 
0 0 0 .ff0) 0 | 
: | 
0 0 0 “…， 0 f 4) 


3。 证 明 ， 一 组 两 两 可 交换 的 可 对 角 化 方 阵 可 以 用 同一 个 可 
逆 方 阵 相 似 于 对 角形 ， 

4。 证 明 ， 方 阵 女 的 最 小 多 项 式 qd(^) 的 荣 砍 徊 能 被 A4 的 特征 : 
多 项 式 P(X*) 所 整除 。 

5。 证 明 ， 方 阵 女 相似 于 对 角形 的 必要 和 且 充分 条 件 为 ， 它 的 
人 急 和 寺 因 子 都 是 一 次 的 ， : 

6。 设 4 是 可 道 方 泗 。 证 明 方 隆 4B 和 B84 相似。 当 4 不 可 
道 时 9 结论 是 否 仍 成 立 ? 

7。 设 方 阵 4 的 特征 值 全 是 在 。 证 明 方 阵 4 的 任意 次 舌 都 与 
要 相似， 

8. 设 44 是 1 维 复线 性 空间 信 的 线性 变换 及 在 广 的 某 组 基 下 
的 方 阵 。 证 明 妥 是 循环 变换 的 必要 且 充 分 条 件 为 ， 方 阵 .4 的 特征 : 
方 阵 人 一 和 女 的 8 一 1 阶 行列 式 因 子 D,-1(*) =1., 
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36.6 一 些 例 村 


本 节 通 过 一 些 例子 来 说 明 Jordan 标准 形 的 应 用 。 

例 ] + 阶 复方 阵 A 和 它 的 转 置 A/ 相似 。 

证 法 1 容易 看 出 ， 特 征 方 阵 A 4) 一 和 4 和 441 0) -4 的 行 
列 式 因子 相同 。 因 此 特征 方 阵 人 一 和 4 和 41 一 4A 和 相抵 。 所 
以 方 阵 4 和 上 44 相似， 

证 法 2 设 方 阵 4 的 初等 因子 组 为 ee 
(一 人 0) 则 方 阵 4 相似 于 Jordan 标准 形 卫 ， 展 

[4P=J=diag(T + or 

机 人 +N',,,), 

其 中 忆 是 某 个 nn 阶 可 逆 复 方 阵 .， 于 是 

PA’ (PP) =J’=diag(t T+N,(,) AT 

+N ,, 9 yA oe,) +N,.,,)., 


记 
(1000 
00.10 
Sj= , 
0100 
0 0 0 /ej xe) 
出 


ooe+AD)or=ATGO tN =1 2 
记 风 =diag( 人 (oo 99) ， 则 3 2P714P9=J =PVU 4 
“(PT 所 以 《PSP')-!A(PSP’') = 水 ， 其 中 方 阵 PSP/' 显 
然 可 了 逆 。 因 此 方 阵 . 4 和 和 它 的 转 置 4 相似. 

注 1 证 法 2 不 但 证 明 ， 方 阵 .4 和 它 的 转 置 4 相似， 而 县 
可 以 选取 可 道 对 称 方 阵 号， 使 得 PP 4P=-4/. 

法 2 由 例 1， 局 于 初等 因子 以 - 人 1) 的 Jordan 块 
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人 iT +N 和 人 人 To)+ANc 相似 ，Jordan 标准 形 
J=diag (人 十 故人 + NN ,,,，) 和 
diag Rl oy +N os syst od Non) (6.6.1) 
相似 。 所 以 XT 4, + N (。，， 也 称 为 属于 初等 因子 CX 一 1) "i 的 
Jordan 块 ， 而 形 如 的 上 三 角 方 阵 也 称 为 Jordan 标准 形 ， 以 后 我 
们 说 方 阵 4 的 Jordan 标准 形 都 指 形 如 (6.6.1) 的 上 三 角 方 阵 ， 
例 2 任意 一 个 1 阶 复方 阵 4 都 可 以 表 为 两 个 1n 阶 对 称 复 方 
阵 的 乘积 ， 而 且 可 以 指定 其 中 某 一 个 是 非 琳 异 的 。 
证 由 例 1 ,存在 n 阶 可 省 对 称 复方 阵 5 ,使 得 S$-'4’S =4. 
记 S,=S-!,， S$S,=A’S. 则 A4=S,S,. 由 于 A4’S=54A, 因此 
S57=(4'S)'=S$SA4=A’S=S,， 所 以 S$, 是 对 称 的 。 显 然 O1 
= S-: 是 对 称 而 且 可 逆 的 ; 记 S$，,=S-'A',S,=5S, 则 4=5,5,， 
由 于 S-14/=AS-*， 所 以 31= (S-'A)'=A'S-!=5S,， 即 方 
阵 $, 是 对 称 的 。 显 然 $: = S 是 可 道 对 称 的 。 例 2 证 毕 . 
例 35 任意 一 个 1 阶 复方 阵 A 都 相似 于 这 样 的 上 三 角 方 阵 ， 
它 的 非 零 的 非 对 角 元 都 是 任意 小 的 正 数 。 
证 设 A) 和 1 一) 号 ,…, (A 一 A,)"t 是 方 隆 寻 的 初等 
因子 组 ， 则 存在 可 北方 阵 已 ， 使 得 
P-1AP=J=diag(tT,) tN tsd oy), tN os,, 
二 人) 
设 。 是 任意 小 的 正 数 ， 且 b,,,) = diag (e,e”,.… 2°;), 
Ae0...00\ 
0 人 ee … 0 0 
Ei Qo tN eo)E =| se ， 
_ 0 00.… 人 ie 
(0 00.…0711eiXel 
i 记 E=diag (bE (,,) ,上 {0 ,) ,sb (er) ) ， 则 
(PE)- :A(PE) = diag (MT (0) + EN (0 sh (0 + EN (0,)». 
dT teN(,,)). 
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- 例 3 证 毕 。 
注 ”由 例 1， 如 果 例 3 中 把 上 三 角 方 阵 改 成 为 下 三 角 方 阵 ， 
结论 仍 成 立 。 : 
例 4 1 阶 复方 阵 4 的 最 小 多 项 式 d(%) 等 于 特征 方 阵 
-4 的 第 和 个 不 变 因 子 d, (4)， 
证 ” 设 方 阵 4 的 初等 因子 组 为 
(A— A (人 一 人 )w2 (A—A) "it,, 
(人 一 人 ) ”1 (人 人 一人) (人 人 一人) 


(人 一 人 ，)m ty( 人 一 人 ，)mt2 (人 人 一人，)mtk 9 
其 中 人 :人 A:，… 人 ， 是 两 两 不 同 的 复数 ,和 ji 达 人 名) 之 人 
1) = 1,2,…,t。 则 | 特征 方 阵 人 了 -4 的 第 2 个 不 变 因子 为 
-qd (人 )=( 人 -人 (一 人 (人 -人 "2。 记 属于 初等 因子 
(人 一 ^ 人 f)”77 的 Jordan 块 为 Jp = 人 ji) +N a; 1=1, 
.2,9Ri ,1 王 1,2,…,t， 则 存在 可 遂 方 了 泗 P， 使 得 : 
A=P JP=P diag(Tyiy 1 9 sd 1s 9 ,ss P. 
容易 验证 ， 如 果 J(^) 是 复 系数 多 项 式 ， 且 4=P !'BP， 则 f (4) 
= "ff(B)P， 而 且 如 果 方 阵 A=diag(A,,4,,…,4,)， 则 
fd) = diag(f (4,) ,1(4,),…,f(4;))。 因 此 
d, (J) = diag(d, (Js) sd Tir) sd, (Ti) sd (iss)), 
由 于 
dT) = ir — hd np ) "i 一 人 iD) 
Jis ~ ha; )™ 
并 且 
(一 人 并 iD) 一 (N (»;,) ) "ii=0, 
所 Md, (di1)=0,1=1,2,. ,ki;,， 7=1,2,…,t .于 是 d, (J) =0, 
因此 d, (4) = 了 P"'d,(J)P=0。 这 就 证 明 ，ad,(*) 是 方 阵 4 的 化 
- 零 多 项 式 。 
因为 d(^) 是 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 ， 所 以 d(*) 整除 4d, (4)， 
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而 d(*) 又 是 首 一 多 项 式 ， 因 此 可 法 

=( 人 人 -人 )e( 人 一 人 op( 人 一 人 2 
其 中 ej 委 wj 7 =1,2,… st。 如 果 有 某 个 e;， 使 得 ej 过 mi1， 则 

d(J) = diag(d(] dd 
其 中 : 
dj) = i hd ns) i tT ond) ) 2 
oJ hd nr) i. 

显然 ， 当 i 让 7 时 ，(Jj1 一 人 1m;19)“!* 是 上 三 角 方 阵 , 而 且 对 角 
元 都 是 (Xj 一 80 i 大 0， 所 以 (Ji 一 和 Tj5)'i 可 道 当 
i=7 时 ， 由 十 ej;y<miiys 所 以 (Ji 一 人 并 ci ) i 一 (N m0) i 
郑 0。 因此 d(j1) 考 0， 从 而 d() 去 0。 于 是 d(4)=P7 qd 
”于 0,， 与 最 小 多 项 式 d(^) 是 方 了 泗 4 的 化 零 多 项 式 相 地 盾 。 有 所 以 @， 
= mii， j=1,2,…,t， 也 即 d(^) =d,(^)。 证 毕 . 

例 5 + 阶 复方 隆 4 相 似 于 对 角形 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 方 
阵 4 的 最 小 多 项 式 疫 有 和 恒 根 ， 

证 设 方 阵 4 相 似 于 对 角形 7 了 = diag (A i, 人 ,,… ,人 ,)， 则 方 
阵 了 即 是 方 阵 .4 的 Jordan 标准 形 。 所 以 方 阵 4 的 初等 因子 组 为 
(A 人)，(A 一 人,) ,A 一 人 人,)、 设 入 1,A,，,…，, 人 ,是 1， 
人 ^,，… ,人 。 中 全 部 不 同 的 复数 ， 则 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 〈 也 好 特 : 
征 方 阵 人 AL ev 一 4 的 第 ?个 不 变 因子 ) 为 d(A) = (A 一 A 人.) (A 一 A,) 
…( 人 A 一人,)。 因 此 d(^*) 没 有 重 根 . 

反之 ， 设 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 d(*) 没 有 重 根 ， 则 特征 方 阵 
A1 ,一 4 的 第 # 个 不 变 因子 没有 重 根 。 所 以 方 阵 4 的 初等 因子 - 
都 是 一 次 的 。 因 此 属于 每 个 初等 因子 的 Jordan 块 都 是 一 阶 方 
阵 。 这 表明 ， 方 阵 4 的 Jordan 标准 形 是 对 角 方 阵 。 证 毕 。 

例 6 设 1 阶 复方 阵 4 的 最 小 多 项 式 d(^) 的 次 数 为 *， 且 . 
B= (bi1) 是 s 阶 方 了 泗 ， 其 中 bi1= Tr(4'11),，1<<i,7 夸 s。 则 方 
阵 4 相似 于 对 角形 的 必要 且 充 分 条 件 是 detB8 考 0. 

证 设 人 : ,人 :，…, 人 ,是 方 阵 .4 的 全 部 不 同 特征 值 ， 它 们 的 : 
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代数 重 数 依次 为 eye:，…，e:。 

必要 性 。 因 为 方 阵 4 相似 于 对 角形 ， 所 以 方 阵 .4 的 最 小 多 项 
式 d(A) 没 有 重 根 ， 因 此 degd(X) = s = +t。 我们 知道 ， 方 阵 A1+1 
的 特征 信 为 人 人 17 A393*1,… ,人 A:*+1i， 而 且 它 们 的 代数 重 数 依 次 为 
eye pe 。 所 以 

Tree 人 Tie 人 5 十 十 et+iiI<1 7 去 ss， 
于 是 

detB=det(TrAi+i) =det(eAitite, 人 3 十 十 CE+1 ) 
/7 el) 人， 2 ,.。 e, 人 i 人 2 。,。 和 了 
e, 


eA? e, 人 2 。 。 本 人 


™ hh 
oo 

- 

tb bh 


-=- det 


Chi es 人 2 .+ eh 1, A oe hs 
=eie…pe; 人 人 A2 人 :? 上 (人 ;一 人 1 关 0。 


1 了 7 < 委 ! 
充分 性 。 设 detB 卫 0。 如 有 果 方 阵 .4 不 相似 于 对 角形 ， 则 方 阵 
.44 的 最 小 多 项 式 d(^) 有 重 根 ， 因 此 {<<s。 所 以 
detB= det (TrAi+i)= det(ey Mitite Aitit...+e, Ni+i) 


人 ， 入 ?2 。。。 
人 ， 人 :3 
| :E1 人 ， E ,人 ， C ， i susesne 
| el 人 Ai ez 人 2 … e:A 人 3? 0 0 A, 人 2 
\ [和 | 站 0 
esti eA; … e 人: 0 0 | 
j 


矛盾 。 这 就 证 明 ， 方 阵 4 相 似 于 对 角形 。 证 毕 。 
例 7 如 果 n 阶 复方 阵 尺 相似 于 如 下 的 准 对 角 方 阵 


ie 人 人， )， 1,1,... ,1), 


8 一 2 个 


402 


出 方 阵 尺 称 为 反射 。 证 明 , 如 果 对 合 方 阵 4 ( 即 4 满 足 4 = 了 J,,》 
不 是 纯 量 方 阵 ， 则 方 阵 .4 可 以 分 解 为 有 限 个 反射 的 乘积 。 

证 因为 方 阵 .4 是 对 合 方 阵 ， 即 4 =7 和 ， 所 以 j/(CA)= 人” 
-1 是 方 隆 4 的 化 零 多 项 式 。 由 于 方 隆 4 的 最 小 多 项 式 d( 人 ) 整除 
方 阵 4 的 化 零 多 项 式 ， 因 此 d(*)= 人 -1, 和 A+1 或 者 **-1。 如 
果 d( 人 A)= 人 一 1, 或 者 和 +1， 则 = 了 了.,,,， 或 者 4= -了 T， 即 
方 阵 4 为 纯 量 方 阵 ， 不 可 能 。 所 以 dg) = 人 一 1。 于 是 方 阵 4 的 
取 小 多 项 式 .qd( 疫 有 重 根 。 因 此 方 阵 4 相 似 于 对 角 方 阵 ， 其 对 
角 元 应 为 方 阵 4 的 特征 值 。 由 于 方 阵 4 的 特征 值 应 是 最 小 多 项 式 
的 根 ， 所 以 方 阵 4 的 特征 值 只 能 是 1 或 者 一 1。 于 是 方 阵 4 相似 
于 对 角形 diag(-( 7-，)。 注 意 ，1 委 s 生 4 一 1， 否则 方 阵 
元 纯 量 方 阵 。 这 表明 ， 存 在 站 阶 可 逆 复 方 阵 已 ， 使 得 
A=P-'diag(—1,—-1,.…,—1,1,1,.….,1)P. 

一 全 一 
= Pdiag(—1,1,..,1)PeP idiag(l,—1,1,...,1)P.... 
"Pridiagll,l,,1, —1,1,.,1)P. 


记 Ri=Pidiag(l,l,.,1,—1,1,.…,D)P,i=1,2,.…,s. 取 


1 -1 
Q,= diag(1,.…,1, ( ),1,…,D), 1=1,2,.…,s., 
i i 
i 二 2 
则 当 1<i<<s 时 ， 


diag (l,l ,1, —1,1,..,1) = Qidiag(1,.,1 (- le ) 
z ‘10 
f t+2 

“Q7 。 
所以 到 ， 是 反射 ， 1 二 23。 于 是 方 阵 4 是 反射 展开 
上 , 的 乘积 。 证 毕 ， 

例 8 设 4 是 mxn 复 矩阵 ，B 和 C 分 别 是 4 阶 入 阶 复方 
隆 ， 方 了 泗 B 和 C 没 有 公共 的 特征 值 ,而 且 4B=CA., 证 明 A4 =0, 
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证 法 1 先 考 虚 方 了 泗 了 3B 和 C 都 是 Jordan 块 的 情形 ， 即 设 


A,1 0.…0 0 2,1 0.…0 0 
0 人，1.…0 0 0 人 1.…0 0 
B= ， C= ， 
0 0 0...2,1 0 0 0.… 和 人 人， 1 


00 0.…0 A xn 0 0 0 …10 
其 中 人 隆 A,。 设 有 革 = (gi11)。xs， 则 由 AB=CA 得 到 ， 


2 开交 现 


Ai Gil Gil 十 人 ;Gil， "*° Ci .1 十 人 Gin 

人 Ga: Ci 十 人 Ga2， ""* Gs.n-1+ hi1G,, 

A 人 Qi Cui 十 人 GOG。， 机 Onan-1 hans 
人 ， CI 十 G21 A,d1s + a,， 机 人 :dl 十 Ga 
入， Cl 十 Gil 人 :aa 十 Gy: 机 和 202， 十 Gan 


EY Os + GTa_，， 
ys 1 人 :G，， ‘a 
尼 较 上 式 两 端 矩阵 的 元 素 ， 由 比较 第 央行 上 第 1 个 元 素 得 到 ， 
Aiasi =A 人 :asi， 因为, 关 人 :， 故 as =0。 再 比较 第 m 行 上 第 2 个 
元 素 得 到 ，as，= 0,… ,再 比较 第 n 行 上 第 # 个 元 素 得 到 a, ,=0.， 
-然后 再 比较 第 内 -1 行 上 的 元 素 ,得 到 o。ii=a。 :=…=a _，， 
=0。 如 此 继续 ， 即 得 4= 10， 
现在 考虑 一 般 情形 。 设 
P-'BP=J=diag(),,/,,…,,), 
Q-1CQ=Jj= diag(], ,7,,…,7,), 
其 中 号 和 0Q 分 别 是 % 阶 各 阶 可 遂 复 方 阵 ，7 ,7 ,,… ,J 和， 
Jp 都 是 Jordan 块 。 记 了 艺 =Q-:14P, 则 由 448= C4 得 到 ， 
- 丰 =j4。 将 方 阵 刀 分 块 为 和 站 = (4 ,1)， 使 得 等 式 有 =] 这 能 按 
分 块 进行 运算 .因此 由 41 = 7 得 到 ， 
Aiidi=J Ai, l<i<l, 1 < /<R. 
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因为 方 阵 了 和 C 没 有 公共 特征 值 ， 所 以 方 阵 J; 和 J 也 没有 公共 
特征 值 。 由 上 一 段 的 证 明 ，4,;1=0,，1<i<l, 1<j<h， 所 以 
A=0, 
证 法 2 设 
P-:BP=J=diag 人 1)， 
其 中 是 1 阶 可 道 复方 阵 ，J 7 大 是 Jordan 块 ， 目 P(X) 
是 方 阵 C 的 特征 多 项 式 。 则 

p(B)= PP PI= Pdiag (P01), PC ,PT,))P-! 
设 (= 一 0 人 (2 一 0) 3X 一 Xi， 其 中 44,4,.…,4、 
是 方 阵 C 的 全 部 不 同 特征 值 ， 而 J = AT FN, 其 中 
ki 是 方 隆 BB 的 特征 值 。 则 

PHO)= (pA tN ) 

。 ((Ai 一 人 7 tN ,)) 1, 
显然 ， 每 个 (4 -人 To + 入 ,是 上 三 角 方 阵 , 所 以 PC) 
和 证 上 三 角 方 阵 ， 而 且 对 角 元 为 (0 一 1) 一人) (4 一 
A,)":。 因 为 方 阵 B8 与 C 没 有 公共 特征 值 ， 所 以 p, 考 %1，j =1， 

,;t。 因 此 上 三 角 方 阵 9 (i) 的 对 角 元 不 为 零 ， 所 以 方 阵 
9 (可 道 。 于 是 方 阵 diag(P 7 9p (7 ,…, (i)) 可 遂 , 从 
而 方 阵 9? (8) 可 送 ， 

由 条 件 4B=CA 得 到 ，AB'=C'4，1=1,，2，…。 所 以 
-49(B) = 9 (C)4。 由 于 9 (0) 是 方 阵 C 的 特征 多 项 式 ， 所 以 由 
(Layley-Hamilton 定理 ，P (C) =0， 即 49p(B3) =0。 因 为 方 阵 
9? (中 ) 可 道 ， 所 以 4= 0。 证 毕 ， 

例 9 求 出 和 + 阶 复方 阵 A 可 交换 的 所 有 1 阶 复方 阵 B， 

解 ” 设 *,,*,,…,*, 是 方 阵 4 的 全 部 不 同 特征 值 ， 并 且 方 阵 
妇 的 彻 等 因子 组 为 

(人 人 一人) MA— A ) m2 (A A)", 
(人 一 人 :) nm) A—A) mW (AA,) "2k,, 
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(人 人 一人,)mt (人 人 一人)mt2 (人 一 和)m25 
则 z 
PY AP=T=diag ys hiay ee hips sd ,2 ss), 
其 中 也 是 某 个 阶 可 道 复 方 阵 ，J4: 是 属于 初等 因子 (jw 
的 jordan 块 ， [=1,2,.… ,Ri;,) =12 


记 
Ji =diag(y il yi ) ， 1 =1,2,.…,t, 
由 


P-4P=yJ=diag( 77)， 
记号 = 己 -:BP， 并 按 J= diag (1 7 7) 的 分 块 方式 将 如 分 
块 汽 B=(B,;), 其 中 B,j;y 是 (mj 二 二 1 401) X (1 十 … 
+ mi4;) 子 算 隆 。 由 于 BA= 4AB, 所 以 BJ=JB. 于 是 BijTi=/ 
“Bi;，1<i,) 志 1。 最 然 当 i 关 7 时，J ; 和 /没有 公共 特征 值 。 
由 例 8，B;;=0。 于 是 B=diag(B,,,B,,,…,B,,)， 而且 B,: 
==/ .Bsi=1,2,…,t。 按 方 隆 7 = diag(J ,Tis,… ,Ti1,》 
的 分 块 方式 将 方 阵 B;, 分 块 为 B;; = (BAL??), 其 中 BLA? 是 mis 
x tmi4 子 矩 阵 。 因 为 B17 =J1Bis, 所 以 BAD T=J1B#D， 
1 过 Rs 和 Ai，， 

于 是 问题 就 化 为 : 已 知 Jo = ho fo,) thy, ， (9》 
= 人 00) + 人 cn ， 求 pxg 和 矩阵 C = (ci1) ,使 得 CJ cn = 0) C. 
因为 CGH tN )= (hl, tN )C, 所 以 CN 

=N opC。 当 p=g 时 ， 由 CN (9) = 人 CC 得 到 ， 
0 cr Cis … ci 21 Cas Cap 
Cop Cor, … Ch 


0 Cp) Cps … Chp-l 0 0 “0 


比较 两 端 矩 阵 的 元 案 ， 得 到 
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其 中 ci=cii1=1) < 当 bp>9 时 ,由 CA ,%， = ,，, C 得 到 
'C) C ， a Co 
0 Cl … Cel 
C= so $ 


当 p<g 时 ， 则 


| 
\ 0 0 … Ci : 
这 样 一 来 就 可 以 定 出 和 方 阵 /， 可 交换 的 方 阵 B， ,1 =1,2,.…,t， 
从 而 定 出 和 方 了 泗 4 可 交换 的 方 阵 B、 


例 10 如 采 1n 阶 复方 阵 4 的 特征 多 项 式 等 于 它 的 最 小 多 项 
式 ， 则 4 称 为 单纯 方 阵 。 设 方 阵 了 和 单纯 方 阵 4 可 交换 ， 则 方 阵 
姻 可 表 为 方 阵 .4 的 多 项 式 。 

证 ”发 方 阵 4 的 特征 多 项 式 2 (A) 为 

P (A) = (人 人 一人) (人 一 人 2》 2 (人 一 和信 ) 7 
其 中 2,,*,,…,24。, 是 方 阵 4 的 全 部 不 同 特征 值 。 因 为 方 阵 .4 是 单 
纯 的 ， 所 以 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 d(%) = 2 (人 ) 。 由 于 qd() 是 特征 
方 阵 人 ， 一 4 的 第 % 个 不 变 因子 qd.() ， 所 以 deg d, (2%) = 
即 特征 方 阵 人 (5) -A 的 全 入 一 1 个 不 变 因子 都 是 1 . 因此 方 阵 4 
前 初等 因子 组 为 (A 一 A200) (人 -人 人 :) (人 一人,) zz。 于 是 
.4PP=yJ=dag(1 77)， 
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其 中 忆 是 某 个 #4 阶 可 道 复方 阵 ，J; =X ,+ 入 .是 属于 初 
等 因子 的 Jordan 块 ，]7=1,2,…,t， 

因为 方 阵 了 和 4 可 交换 ,所 以 方 阵 B= 了 P-'BP 和 了 可 交换 。 
由 例 9 ， 

B=P-1BP= diag(B,,B,,.…,B,), : 

其 由 B， = be” 了 tb N ,,, tt be IN’)=1,2, 
-tf, 
现在 确定 一 个 复 系 数 多 项 式 10)， 合 得 B=f()。 为 此 ， 
侈 Ee=max{e1,62，…,6@1}， 具 设 L486 ”，W1 7,…,H4i11 是 待定 
系数 ，7 = 1,2,…,t。 记 / 


(7 ) 


iD = pd + D+ ei 
(e;— 1)1 
本 Qh i 
* (人 一 人 ,) “2 
三 (人 A) = Pi (Ng; 0 
其 中 =1,2,…， A f 4000,) =0, =]1, 2 7 一 ,7 二 1 


“tkR=0,1,…,e; 一 1， 而且 gj; (4;) 关 0 。 由 fi = hh) 
9 (#4), 所 以 
0 0) = 关 生 (19 二 CR (79 CD) +， 
+ CRhi(Mi) gg! (4;). 


= Hx’ G1(M) +t CHa lg (Mi) 十 … 
+Cxpo' gt (4)). 
令 言 1 (41) =b 人 。 于 是 由 


,0 
(171) 一 0 
uu TE 
gi (hj) 
Wi) _RkIibe’ — 1g7 (NI) 一 一 LU gt (4)) 


gi CT 


好 可 定 出 得 定常 数 10 网 了 1 ;j=1,2,.…,t. 


安 易 验证 ， 当 了 大 ) 时 gi;(/1) =0， 因 上 比方 (vv)=0 Me 
= 7 时， 


fi (1) =fi CH)T.,,) Yi 4 


fi ;iD (0,) 
十 2 ; 1 
(ej;— 1)!1 N 


=bo 7 +OINN..,,,, tt boiN 
= BB,. 

记 0) = (+ A) + + 0)， 则 了 (1)=B;。 所 以 
1(D)=diag(f (11), f(1,), :…, fF0,)) 
=diag(B,,B,,…,B,)= Bb. 

因此 
f(A4) = Pf(D)P-'=PBP-'=B. 

例 10 证 毕 。 

注 ” 例 10 中 构造 多 项 式 f (2) 的 方法 具有 一 般 意 义 ,应 予 重 视 ， 
例 10 的 结论 对 任意 非 单 纯 的 复方 阵 4 不 再 成 立 。 但 可 以 证 明 ， 
设 方 阵 C 和 每 一 个 与 方 阵 4 可 交换 的 方 阵 BB 都 可 交换 , 则 方 阵 C 可 
以 有 为 方 隆 4 的 多 项 式 。 请 读者 自 证 之 ， 

例 11 灵 4 是 ” 阶 可 首 复 方 阵 ， 则 存在 可 首 方 阵 品 ， 使 得 
已 "=4 

证 法 1 先 考 虑 最 简单 情形 ， 即 设 方 隆 4 是 Jordan 块 ， 也 
即 设 A = A Tf.，,， +N ,, . 取 # 阶 方 阵 D= Vs + ,,，。 则 


内 "= +2V hoN ea + N44,) 。 方 了 泗 D 的 特 征 多 项 式 为 


P(A) = det( 人 7 ~- D’) = (一 人 因为 方 阵 上 D 的 最 小 多 项 式 
d (+*) 整除 特征 多 项 式 ， 所 这 dX)= -4)':,，1 过 I 过 n。 如 村 
(>n， 则 
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d (D’) = (D’— 2,1))! 一 (D- AL ) (D+ VAT D)i 
= N17, (2 A +N x) =0, 
因为 方 阵 4 可逆， 所 以 4 的 特征 值 人 和 关 0， 因 此 方 阵 2V 4 


+ 人 可 道 。 于 是 由 上 式 ，N =0. 但 是 ， 当 1<2 时 和 (ww 
敌 0。 这 就 导出 矛盾 .所 以 1=#， 即 d(A) = (人 -~ 人) 。 由 于 
”degd(?) =n， 所 以 方 阵 D? 的 前 n~1 个 不 变 因子 全 为 1 。 因 此 方 
阵 上 D? 的 初等 因子 组 为 (4,)”"。 显 然 方 阵 4 的 初等 因子 组 也 为 
(4 一 4A,)”。 所 以 方 阵 4 与 六 相似 ， 即 存在 ?2 阶 可 道 方 阵 已， 使 
得 
A=P-'D*P= (P-1DP)’. 
取 恕 =P 'DP， 凤 得 所 欲 证 的 结论 ，。 
现在 转 到 一 般 情 形 。 设 
A=P-:diag(], ,7,,-.…,7,)P, 
其 中 忆 是 某 个 可 道 方 阵 ，J ,1 ,，… ,是 Jordan 块 而 且 直 ,1 ，， 
… ,都 是 可 逆 的 。 由 上 一 段 证 明 ， 存 在 可 遂 方 阵 及 )， 使 得 吃 
= i， 7}=1,2,-…,t。 于 是 
: A=P-'diag (B?,Bi,.…, BI)P 
= (了 -Idiag (B,,B,,-…,B,)P)’, 
其 中 P7idiag(B,,B,,…,B,)P 可 遂 。 结 论证 毕 。 
证 法 2 先 考虑 方 阵 4 为 Jordan 块 的 情形 ， 即 设 4= 和 人。 
+ 及 ，)。 关 0。 把 方 阵 看 成 复数 ,于 是 问题 化 为 ,已 知 复 


数 X， 求 复数 y， 使 得 人 。 十 X= 人, (+ 让 )= 令 y = M42， 
则 / 
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再 把 复数 视 为 方 阵 ， 即 用 和 .。 代 换 x 。 因为 NN 7，， = 0， 所 以 构 


造 方 阵 C 如 下 : 
1/1 1 
一 {一 一 1)...(——RkR+1i 
C=1 2 
(n) 十 》， Ri (mn) 。 
大 一 
显然 方 阵 C 可 首 。 可 以 验证 ， C? = ,,) + 大 (8) , 令 B= VC， 


则 方 阵 B 可 道 ， 且 B*=%16 +Nio=4。 因 此 结论 对 一 
个 IJordan 块 构成 的 方 阵 4 成 立 。 然 后 再 按 证 法 1 的 一 般 情 形 证 
明之 . 

注 例 11 可 以 推广 为 ， 设 是 正 整 数 , 4 是 4# 阶 可 送 方 阵 . 
则 存在 # 阶 可 逆 复 方 阵 了 ， 使 得 4 = B*， 但 应 指出 ， 关 于 方 阵 
4 可 道 的 条 件 不 能 省 略 。 请 读者 自己 给 出 例子 . 


村 题 


1。 候 和 ip 是 自然 数 1,2,…,n 的 一 个 排列 。 把 % 阶 单 
位 方 阵 了 (的 第 1， 2，…，+ 行 依次 调 到 第 i ,i ,,…,i, 行 ， 
得 到 的 方 阵 称 为 置换 方 陆 。 证 明 ， 置 换 方 阵 相 似 于 对 角形 . 

2。 证 明 ， 了 所 有 4? 阶 轮 吉方 阵 


三 Or 0d, * OO 
他 


| sa-1 (do G1 … Cs-: 
Ql (> 9 [是 是， Up . 


可 以 经 则 一 个 可 道 方 阵 己 化 为 对 角形 ， 
3. 设 4 和 B 是 n 阶 方 阵 , 量 方 阵 diag (4,4) 和 diag(8,B》 
相似 。 证 明 ， 方 阵 4 和 B 相 似 . / 
4。 己 知 5 阶 方 阵 4 的 特征 多 项 式 2 (人 ) 和 d() 分 别 为 
0)= -2) +7)’, 
d (人 ) = (A—2)*(A+7). 


人工 宇 . 


求 方 际 4 的 Jordan 标准 形 。 

5。 设 4 是 站 阶 可 道 方 阵 ， 且 4 和 -4 相似 ，R 是 正 整 数 . 
证 了 明 ， 方 阵 4 的 特征 什 都 是 单位 根 。 

6。 设 方 阵 4 和 任意 一 个 可 道 方 阵 都 可 交换 。 证 明 ，4 是 纯 
量 方 阵 。 

1。 设 方 隆 C 和 每 一 个 与 方 隆 4 可 交换 的 方 阵 都 可 交 换 。 证 
了 明 ， 方 阵 C 可 以 表 为 方 阵 4 的 多 项 式 。 

3。 设 # 阶 方 阵 4 不 可 逆 。 证明，rankA = rankA? 的 必要 且 
充分 条 件 是 ， 方 阵 4 的 属于 特征 值 0 的 初等 因子 都 是 一 次 的 、 

09。 (Weyr) 。 证 明 ，# 阶 复方 阵 4 和 B 相 似 的 必要 且 充 分 条 
件 是 ， 对 于 每 个 复数 a 和 每 个 下 整数，rank(al.,, 一 A)* 
= rank(al ,,, — 8B)*. 


3 6.7 实 方 泗 的 实 相 似 


一 般 地 说 ， 对 于 激 域 了 上 4 阶 方 阵 4 和 如， 如 果 存 在 数 域 FF 
上 + 阶 可 北方 泗 P， 使 得 B=P"*AP， 则 称 方 阵 4 和 B 在 数 域 
4 上 相似 特别， 如果 n 阶 实 方 阵 4 和 B 在 实数 域 R 上 相似 ， 则 
称 方 阵 4 与 8 实 相似 。 本 节 将 讨论 实 方 阵 在 实 相 似 下 的 标准 形 
问题 。 
显然 ， 如 果实 方 了 泗 4 和 8B 实 相似 ， 则 方 阵 4 和 B 相似 。 反 
之 ， 如 厅 实 方 隆 4 和 B 相 似 ， 方 阵 4 和 8B 是 否 实 相似 ?对 此 ， 有 
定理 1 + 阶 实 方 阵 4 和 B 实 相似 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 方 
阵 4 和 如 相似 。 
证 只 希 证 充分 人 性 。 设 方 阵 4 和 另 相 似 ， 则 存在 二 阶 可 逆 复 
方 阵 已 ， 使 得 妃 = 大- 4P。 将 方 阵 尸 分 为 实 部 和 虚 部 ， 即 记 书 
= 碎 二 iQ, 其 中 让 = -1 及 和 @ 是 ?4 阶 实 方 阵 。 如 果 @ 是 零 方 阵 ， 
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则 也是 实 方 隆 ， 结 论 书 成立。 因此 可 设 实 方 阵 QQ 隆 0。 于 是 由 
B=P-'AP 得 到 ，(R+iQ)B=.4(R+1iQ)。 比较 两 端 方 阵 的 实 
部 和 虚 部 ， 得 到 : 
RB= AR, QB= AQ. 

于 是 对 任意 实数 和 2，A(R+2Q) = (R+XQ)B.iE f (1) = det(R+ 
AQ) ,显然 (4) 是 关于 7 的 实 系 数 多 项 式 。f 0) 当然 也 是 关于 * 的 
复 系数 多 项 式 。 因 为 1(i) = det (R+iQ) 考 0， 所 以 f0) 是 非 零 
多 项 式 。 因 此 f(^) 至 多 有 有 有 限 个 实 根 。 于 是 存在 实数 *。。， 使 得 
(oo) = det(A + 人 GO) 关 0。 这 表明 ， 实 方 阵 天 + 人 Q 可 遂 ， 而 县 
B= (RKR+A QO) A(R+AN). ttp 方 了 泗 4 和 8B 实 相 似 . 定理 1 
证 毕 。 

定理 1 表明， 把 实 方 泗 看 成 复方 了 泗 ， 则 实 方 阵 在 相似 下 的 全 
系 不 变量 也 就 是 实 方 阵 在 实 相 似 下 的 全 系 不 变量 。 因 此 ， 实 方 隆 
在 实 相 似 下 的 标准 形 理论 的 两 个 基本 问题 中 尚 待 解决 的 是 如 下 的 
问题 。 寻求 实 方 阵 的 实 相 似 等 价 类 的 代表 元 。 当 然 ， 实 相似 等 价 
关 的 代表 元 应 当 是 实 方 阵 。 所 以 我 们 不 能 用 实 方 阵 4 在 相似 下 
Jordan 的 标准 形 / 直 接 作 为 实 方 阵 在 实 相似 下 的 标准 形 。 尽 管 如 
此 ， 我 们 还 是 从 实 方 阵 4 在 相似 下 的 标准 形 了 出 发 ， 构 造 一 个 和 
方 阵 了 相似 的 实 方 阵 元 。 由 于 实 方 阵 4 和 了 相似 , 且 方 阵 J 了 和 工 
相似 ， 所 以 由 定理 1， 实 方 阵 4 和 世 实 相似 。 于 是 即 可 求 得 实 方 
了 竹 4 在 实 相 似 的 标准 形 。 下 面 给 出 具体 构造 方法 。 

容易 看 出 ， 实 方 阵 4 的 行列 式 因 子 是 实 系数 多 项 式 ， 所 以 它 
的 个 变 因 于 也 是 实 系 数 多 项 式 。 但 是 ， 实 系数 多 项 式 的 复 根 是 共 
秘 成 对 出 现 的 ， 所 以 如 果 虚 部 不 为 零 的 复数 了 是 实 方 阵 4 的 某 个 
-不 变 因 子 的 上 重 根 ， 则 它 的 共 轿 复数 也 是 实 方 阵 4 的 这 个 不 变 
因子 的 重 根 。 也 就 是 说 ， 如 果 (%-7T) 是 实 方 阵 4 的 一 个 初等 
公子 ， 则 (MW- 引 :也 是 4 的 初等 因子 。 所 以 可 设 实 方 阵 4 的 初等 
桂子 组 为 z 

Mol Ne, Ms MAA) MA), (A, 
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(PT) (人 一 IT) (人 一 Th) 


(人 一 开 , ) (人 一 T 2 (人 一 了 ) ek, 
其 中 2， 是非 零 实数 ，riyri…ry 是 虚 部 不 为 零 的 
复数 。 

对 于 实 方 阵 4 的 初等 因子 A'i;, 属于 *%"i 的 jordan 块 是 - 
N,,,,， 它 是 实 方 阵 ，1 = 1,2,… ,5， 

对 于 实 方 阵 4 的 形 如 (A- 1。) / 的 初等 因子 ， 其 中 )。 是非 零 
实数 ， 属 于 (4 一 入,) /的 Jordan 块 为 AT i) + ch 。 由 于 
diag(1) 10 +N DT)diag(1 人 … 人 人 11) 

= (1, tN )， 


所 以 yy tN 和 前 = 人。 (en 十 六 c) 相 似 。 

4 对 于 实 方 隆 4 的 形 如 (CM 一 人 "和 (以 一 7 的 初等 因子 ， 其 中 
rt 的 虚 部 不 为 零 ， 属于 以 -Dt 和 4- r 的 Jordan 块 分 别 
是 z/ .+AN 和 和 三 人 +AN。 由 上 一 段 可 知 ， diag (Tl i) 
tN mo+Nio) 相 似 于 diag(rM ,TM )。 记 


Y= |7l(cos0t+ising)， 其 中 |rl 是 复数 zz 的 模 ， 计 = -1， 且 证 
co30HW ,,, sin OM 

Lu 一 rl( : > 
一 sin1M ,,, cosDAI (8 ) 


列 
cos0 ,,, sin0M ,,,) 


T 
1 I 内 — sinOM (,, cos0OM ,,,) 
[4( I (#) { 
2 


a) | . 
= diag (TM ,, ,TM ,, ). 
il (§) il 内 
因 此 diag (rTM (#¥) To ) 相似 于 Lu 。 计 以 diag (T{ eex 
+ (&) ,Tl (8) tN ce 7 和 L 必 ) 相似 。 
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于 是 得 到 
定理 2 设 ” 阶 实 方 阵 .4 的 初等 因子 组 为 
Mei hes Aes CAM), MA,) fA) tz, 

CA— TTI) MA—T) ,MT Ek, (A—T,) es (6.7.1) 
其 中 4 ,^*,,…,4, 是 非 零 实数 ，7T,,T,,… ,Ts 是 虚 部 不 为 零 的 复 
数 。 则 实 方 阵 4 实 相似 于 如 下 的 标准 形 ， 

diag(N (e,) sl (es) ,iM ,A NM, 9? 
Ly ,Lo ), (6.7.2) 
其 中 M = +ANo JTJ=1)2,…f， 且 


Le =iril( )， 
z — sin0;M er cos0iM (,,) 


Ti1=|Tti| (cos0,+isinG;),i=1,2,.…,Rk,. : 
证 根据 第 5 节 定 理 3， 实 方 阵 4 相似 于 如 下 的 Jordan 标 
准 形 J 
d=diag(N Ce) ee Ce.) ys 
其 中 J/ 是 属于 0- 7270 的 Jordan 块 ， j=1,2,…,t3 ;和 
J 了 1 分 别 是 属于 (人 -TDD2 和 (人 -7 站 2 的 Jordan 块 ， ;=1,2， 
…R。 由 上 一 段 的 讨论 ，y 7 相似 于 AM oh ，diag(y yy:1) 
相似 于 工 ,4,) ,显然 ,如 果 准 对 角 方 阵 diag (A, ,A,) 和 diag(B,， 
B,) 的 对 角 块 4; 和 了 相似，1=1，2， 则 diag (4,,A,) 和 
diag(B,,B,)〉 相似 ， 因 此 ， 方 阵 7 相似 于 方 阵 (6.7,.2) 。 由 于 
方 阵 4 和 了 相似 ， 所 以 方 阵 4 和 方 阵 〈6.7 .2 相似。 由 定理 1， 
方 阵 4 和 方 阵 (6.7 .2) 实 相 似 。 定 理 2 证 毕 。 
例 1 设 4 是 2n 阶 实 方 阵 ， 且 4 + =0。 证 明 存在 
2n 阶 实 方 阵 了 ， 使 得 | 
P-L4P=( 下 
-7 ， 0 
证 显然 1(4) = 人 +1 是 实 方 阵 4 的 化 零 多 项 式 。 因 此 方 阵 
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4 的 最 小 多 项 式 d( 人 ) 只 能 是 d() = 人 -1 人 +i， 或 者 ^*+1， 其 : 
让 计 =1。 由 于 4 是 实 方 阵 ， 所 以 d( 人 是 实 系 数 多 项 式 。 因 此. 


d (4) = 12 +1。 因 为 方 阵 的 最 小 多 项 式 的 根 是 方 阵 的 特征 值 ， 所 
以 方 阵 4 的 特征 什 是 i 和 一 i， 而 且 成 对 出 现 .因此 方 阵 具有 + 
个 特征 值 i 和 个 特征 值 ~i。 因 为 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 没有 重 : 
根 ， 所 以 存在 2n 阶 可 逆 复 方 阵 Q， 使 得 


i 0 
40-( i 
但 二 
1 Je 1,, _, C8) i ,,) 0 [,,, 
A 1 0) 


0 1 ,,,) 
这 表明 实 方 阵 4 和 实 方 阵 ( ) 相 似 。 由 定理 1 ， 实 方 隆 


、,。 0 L,,,) 
4 和 实 方 阵 ( ， ) 实 相似 。 证 毕 
(Cn) 
/ 习 是 
0100， 
0010 \ 
A=| 0001 | 
\ 1000， 


相似 于 对 角形 ， 但 不 实 相似 于 对 角形 . 
2。 设 2k 维 实 线性 空间 TV 的 线性 变换 入 的 最 小 多 项 式 dX) 
为 d4(2) = (4?+aA+b)*, 其 中 a,b 为 实数 ， 且 az- 45<0。 证 明 。 
存在 的 基 ， 使 得 线性 变换 和 4 在 这 组 基 下 的 方 阵 为 
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0 1 0 0 0 0 0 0 

| -bb-a |! 0 0 0 | 

| 0 0 0 0 0 1 

| 0 0-b-a:. 0 0 0 0 

/ . 
0 0 0 0 0 1 0 0 
0 0 0 0.. -5-a 1 0 
0 0 0 0 0 0 0 1 

‘0 0 0 0... 0 0-b | 


3。 证 明 ， 任 意 一 个 实 方 阵 .4 都 实 相 似 于 准 对 角形 ， 其 对 短 
: 扇 具 有 好 下 形式 : 


0 1 0 9 | 
| ， 或 者 
000… 和 1 
| 00 0.0 和 
0 1 0 0 000， 
~b 一 4 1 0 000| 
0 0 1 0 000 
0 0 -7 -a 0 000| 


0 0 0 0 0 110 
0 0 0 0... -5 -a01: 


其中。，a 和 5 都 是 实数 ， 且 a’ 二 40，。 
4。 设 4 是 数 域 了 上 + 阶 方 阵 , 视 4 为 复方 容 ， 它 的 特征 多 
.项 式 和 最 小 多 项 式 分 别 记 为 P (人 ) 和 Qq() 。 证 明 ， 作 为 数 域 不 上 上 
从 方 阵 ， 4 的 特征 多 项 式 和 最 小 多 项 式 仍 分 别 是 (0) 和 d (人 ) 。 
5。 设 4 是 数 域 了 上 +r 阶 方 伴 。 视 .4 为 路 方 泗 ， 它 的 行列 式 
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因子 和 不 变 因 子 分 别 记 为 万， (2),D, (2W),…,D, (0) 和 dd (2)， 
ds (人 ) ,…,d, (4%) 。 证 明 ， 作 为 数 域 上 #2 阶 方 阵 ，.4 的 行列 式 轩 
子 和 不 变 因 子 仍 分 别 是 Di (7) ,D, 0) ,…,D, (2) 和 d, (0) ,d, (2) 、 
“sd, (4 人) 。 

6. 设 4 和 B 是 数 域 记 上» 阶 方 阵 。 证 明 ， 方 阵 4 和 B 在 数 : 
拒 上 相似 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 方 阵 4 和 8B 相似 。 


第 七 童 ” ”Euclid 空间 


前 面 几 章 所 讨论 的 线性 空间 实际 上 只 有 代数 结构 。 为 了 使 线 
镍 空间 更 象 通常 的 三 维 空间 ， 有 必要 在 线性 空间 中 增加 几何 结 
构 。 我们 首先 限制 在 实 线 性 空间 。$7.1 定 义 了 实 线性 空间 中 疝 量 
之 间 的 内 积 ， 这 实质 .上 便 在 实 线 性 空间 中 引进 了 距离 的 概念 ， 从 
而 赋予 了 实 线性 空间 一 种 几何 结构 。 这 样 的 空间 即 是 Euclid 空 
间 。 由 于 Euclid 空间 比 线性 空间 其 有 更 强 的 结构 ， 基 的 选取 应 
当 与 这 种 结构 相 适 应 ， 所 以 在 $7.2 中 通过 正 交 性 的 讨论 引 下 了 标 
准 正 交 基 ， 这 就 是 上 ucjlid 空间 所 应 当 考 虑 的 基 , 也 是 通常 三 维 空 
二 的 第 卡 尔 坐 标 系 的 直接 推广 。 于是， Euclid 空间 的 每 个 线性 
变换 在 不 同 的 标准 正 交 基 下 的 矩阵 表示 是 彼此 正 交 相似 的 方 阵 。 
这 就 自然 产生 了 方 阵 在 正 交 相 似 下 的 分 类 问题 。 在 理论 与 应 用 上 
具有 重要 意义 的 是 规 施 方 阵 在 正 交 相 似 下 的 分 类 。$7.3 与 $7.4 
秋 用 内 积 引 进 了 规范 变换 与 规范 方 阵 的 概念 。 并 解决 了 规范 方 阵 
在 正 交 相似 下 的 分 类 问题 ， 得 出 了 规范 方 阵 的 正 交 相似 等 价 类 完 
全 由 方 阵 的 特征 值 所 刻 划 的 结论 。 将 这 一 结果 应 用 于 更 为 特殊 的 
一 些 共 有 了 明显 几何 意义 的 变换 以 及 相应 的 方 阵 上 ,$7.。5 与 4S7.6 解 
: 决 了 正 交 方 隆 、 对 称 方 阵 以 及 斜 对 称 方 阵 在 正 交 相似 下 的 分 类 问 
题 。 由 于 正定 对 称 方 阵 的 特殊 重要 性 以 及 应 用 的 广泛 性 ，$ 7.7 
专门 讨论 了 正定 对 称 方 了 泗 ， 并 通过 矩阵 的 奇异 值 的 概念 ， 解 决 了 
矩阵 在 正 交 相抵 下 的 分 类 问题 。$7.8 用 纯 和 矩阵 的 方法 讨论 了 一 
般 方 阵 的 正 交 相似 问题 。 最 后 ，$7.9 通过 例子 说 明 了 这 一 理 沦 
的 各 种 应 用 。 
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$7.1 内 积 


在 空间 解析 几何 里 ， 我 全 知道 ,在 空间 入 中 建立 直角 坐标 系 . 
后 ， 向 量 wx 便 唯 一 地 确定 -- 个 任 标 〈x: ,xs ,%,)。 在 空间 中 向 量 . 
的 长 度 和 向 量 间 的 夹 角 可 以 用 向 量 的 纯 量 积 表示 。 设 向 量 4 与 B 
的 坐标 分 别 是 (xxx ) 与 (yy ys yy) ， 则 向 量 w 与 有 的 
纯 量 积 为 
(xy 有) =Xx,y1tX, Ys +X Ys 
于 是 向 量 & 生长 为 a1=V (a，0)， 向 量 & 与 B8 的 夹 角 0 的 余弦 
? 0 
e007 BB): 

为 了 在 #4 维 实 线性 空间 中 引进 向 量 的 长 与 向 量 间 的 夹 角 等 概 
念 。 我 们 先 分 析 一 下 上 述 向 量 的 纯 量 积 (x,B》 的 特 性 。 首 先 ， 
它 是 定义 在 空间 上 的 一 个 二 元 实 函 数 , 即 对 任意 一 对 向 量 4,B， 
可 以 确定 唯一 一 个 实数 X.Yy1+X,y ;+XsY， 与 回 量 对 cx， 吕 
相对 应 ; 其 次 向 量 的 纯 量 积 (a,B8) 具有 对 称 性 ， 即 对 任意 - 
zypB67, 均 有 (8B,o = (a,B) ;而且 对 空间 六 中 任意 非 零 向 量 o， 
的 有 (〈x， 办 盖 0， 纯 县 积 (a,B) 的 这 一 性 质 称 为 恒 正 性 。 最 : 
于 ， 纯 量 积 〈cx，8B) 满足 ， 对 任意 ci，xsc 六 ， 均 有 《ou 十 ca， 
B) = (ca;，8) + (xs，B)， 并 且 对 任意 人 ER，oaEF， 均 有 (2% 
8B) = 7 (xy,B)， 其 中 尺 表 示 实 数 域 。 也 就 是 说 ， 如 果 将 纯 量 积 - 
(x,B》 中 的 向 量 B 视 为 不 变 ， 则 纯 量 积 (a，B〉 是 关于 向 量 元 
a 的 线性 函数 。 人 简单 地 说 ， 纯 量 积 (x,B) 关于 向 量 元 4 是 线性 
的 。 同 样 ， 纯 量 积 (ax，8) 关于 向 量 元 B 也 是 线性 的 . 即 是 说 ， 
纯 量 积 (a，B) 是 双 线 性 的 。 

现在 将 向 量 的 纯 量 积 (a,B》 挫 广 到 实 线 性 空间 ， 

定义 1 证 实 线 性 空间 矿 上 二 元 实 了 国 数 (x，B) 满足 下 面 : 
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《1) 对 称 性 ， 对 任意 2,BEV，(B,，0) = (c， 有 ); 
(2) 恒 正 性 ， 对 任意 at， a0,， (0, >>0; 
(3》 双 线性 性 ， 对 任意 2 ,0,,0,B1,B;,BEVY， : ‘A, Lek, 
均 有 / 和 
(oa +o, B)= (ao, B)+ (a,, B), 
(Aa, B)= + (ro, B), 
(a, B.+B,)= (a, Bi) + (a, B.,), 
(0, LB)= (uu, B), 
财 二 元 实 函 数 (na，B)》 称 为 实 线性 空间 上 的 一 个 内 积 . 

应 当 指 出 ， 在 定义 工 中 ， 内 积 (ay,B) 关于 同 量 元 有 的 线性 
性 质 可 以 由 内 积 《cy,8) 对 称 性 以 及 关于 向 量 元 4 的 线性 性 质 导 
出 。 这 里 为 清楚 起 见 ， 还 是 将 它 列 入 到 定义 中 。 另 外 ， 对 实 线性 
空间 了 而 言 ， 内 积 (a，B》 并 不 是 唯一 的 。 只 要 满 足 对 称 性 ， 
恒 正 性 以 及 双 线 性 性 的 二 元 实 函 数 都 是 实 线性 空间 了 的 内 积 ， 

现在 给 出 内 积 的 基本 性 质 ， 

命题 1 设 (a，B) 是 实 线 性 空间 VV 的 内 积 ， 则 (0， 有 ) 
= (x, 0) =0., i 

证 由 双 线 性 性 得 到 ， (0,，B)= (0.g，B)=0(a, B)=0., 
由 对 称 性 得 到 ， (rx，0) = (0，a) = 0. 

命题 2 设 (a，B) 是 实 线性 空间 六 的 内 积 ，ca ,9%,，…， 
2 By ppBcF 人 人 ER Ml 


p 4 p 9 
(Br, 习 p -大 Sj (ai, B1), 
r= 1 


i 二 1 i=1 了 二 1 
证 ”首先 用 归纳 法 证 明 ， 
[Easesp)- Dae, B)., 人 (ft.,.1.1) 
i =1 i =1 


当 p=1 时 式 (7.1,1) 左 端 为 (X11,B)， 因 此 由 内 积 (cy B》 关 
于 向 量 元 4 的 线性 性 质 ，CX a4,B) = ,04,B)， 即 式 (7.1.1) 
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当 p=1 时 成 立 .现在 设 式 (7,1.1) 对 p-1 成立。 于 是 由 内 积 
(a，B) 关 于 向 量 元 4 的 线性 性 质 得 到 ， 


(ie, |- (ba je 5 


少 一 全 
-( 人 ;0 e]+ 0 RF) 


- (Si, p)+ le,, £). 
由 归纳 假设 
(Ei, -号 :es 8B)+A 人 (ov， 有 8) 


一 Xi (Qi, B) ， 
所 以 式 (7.1.1) 成 立 。 
由 内 积 (ac，8) 的 对 称 性 得 


(Ee p=(Er Bj, | 


:三 1 j=l1 


= hip, 0) 


i 三】 


一 用) (0, Bn). 


于 是 
(Ex i, E81)- Ee 1 


ps 


一 2 Dw Mi ti 0s, B)). 


到 二 j=l1 
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命题 2 证 毕 ，。 
命题 5 设 (x，B) 是 实 线 狂 空间 y 的 内 积 , 则 对 任意 0 


BEV， 均 有 
(a, B)’ < (a, 0) (B, 8B), (7 1.2) 


等 式 当 且 仅 当 向 量 4 与 和 线性 相关 时 成 立 。 
式 《7,1,2)》 称 为 Cauchy- Schwar? 不 等 式 。 
证 当 x=0 时 ， 由 命题 1 ，(0,B)=0，(0,0) =0。 因 此 式 
(7.1.2) 成 等 式 ， 故 当 x=0 时 式 《7。.1.2) 成 立 。 
现在 设 a0。 设 1ER， 并 记 J(1)= (tat+B,，ta+B)， 显然 
f (7) 之 0。 册 于 
f(:)=t*(a, 0) +2t (om, B)+ (B, B), 四 
所 以 f(z) 是 关于 +t 的 二 次 多 项 式 。 因 此 二 次 多 项 式 所 9 的 判 味 
式 (xz， 有 ) ”一 (a,o) (月 ,8) 委 0， 其 中 等 式 当 且 仅 当 方 程 帮 Ce = 
具有 唯一 解 时 成 立 。 即 当 x 和 0 时， 式 〈7。1.2) 也 成 立 。 
设 向 量 wx 与 及 线性 相关 ， 则 存在 不 全 为 零 的 人 。MER， 使 得 


Ma+ PB = 0。 因 为 c 关 0， 故 上 产 0、 于 是 亡 4+ B=0, 所 以 (二) 
= (a+B，Se+B)=0. 即 信 是 方程 1(:)=0 的 解 .容易 


验证 ， 必 是 7(0) =0 的 唯一 解 , 反之, 设 是 f(1) = 0 的 叭 一 


解 ， 则 了 (1,) = (toat+ B，tox+ B) = 0。 由 内 积 〈c，p8) 的 恒 正 
性 得 到 ，f va+ B = 0。 于 是 向 量 x 与 B 线 性 相关 。 这 就 证 明 ， 式 
.7.1.2) 中 等 式 当 且 仅 当 向 量 o 与 B 线 性 相关 时 成 立 。 命 题 3 证 毕 。 

下 面 给 出 * 维 实 线性 空间 上 的 内 积 的 方 阵 表 示 。 设 {Qs0 9 
xj 是 4 维 实 线性 空间 了 的 一 组 基 ，(x，B) 是 矿 的 一 个 肉 各， 
其 中 x，BEV,。 则 a=xoy X00 二 +tX0 B=yi0rt+yB: 
(oa, »- Qs, pg Dx yi Cis0) 


了 一 1 . = 人 771 
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记 X= (XsNX2s I= V9Y 2 pys)， 且 记 9 阶 方 阵 
/ (C590) (O1902) … (0 0,) 
6 
\ (2 20) (0 902) … Ca ya) ) 
网 
(cyB) =xGy'’., (7.1.3) 
广 陈 G- ((ciycj)) 称 为 内 积 (0a,B) 在 基 feiycaasy as 下 
的 Gram 方 阵 。 它 满足 以 下 的 性 质 。 
《1 》 方 阵 G 是 对 称 方 阵 ， 即 G'/ =C.。 事实 上 ， 方 阵 G 的 
“(i, 站 位 置 上 的 元 素 为 《ai yoaj) 。 由 内 积 〈ocy,B) 的 对 称 性 ， 
《ol yoi) = (Qj 0;)， 因 此 方 阵 G 的 (i, 人 站 位 置 上 的 元 素 等 于 
(j,i) 位 置 上 的 元 素 ， 所 以 G /=G 
《2) 正定 性 ， 即 对 任意 ERa xGx/ 宇 0， 其 中 等 式 当 有 
仅 当 x=0 时 成 立 .。 事实 上 ， 对 任 刘 X= (Xx1,X,,，…,X,)ER”， 
Q=X01 十 … 十 X.0,kV， 由 式 《7 .1,.3) 和 内 积 的 恒 正 性 ， (a ,oy 
=XGx/ 之 0， 而 且 当 且 仅 当 4= 0， 即 x= 0 时 等 式 成 立 。 
通常 ， 满 足 3> = 口 的 4 阶 方 阵 3 称 为 对 称 方 阵 、 设 3 是 8# 阶 
对 称 方 阵 ， 如 果 对 任意 xER”，xOx/ 宇 0, 且 等 式 当 且 仅 当 %x= 0 时 
成 立 ， 则 S 称 为 正定 对 称 方 阵 。 综 上 可 得 
定理 1 设 人 xc ,8B) 是 维 实 线性 空间 矿 的 内 积 ,{faa ,0,,…， 
xj 是 太 的 一 组 其, 向 量 & 与 B 在 这 组 基 下 的 坐标 分 别 为 x 与 y ， 
而 且 内 积 〈c,8) 在 这 组 基 下 的 Gram 方 阵 为 G， 则 G 是 正定 对 
称 方 阵 ， 而 且 (cv,8) =xGy’，, 
定理 2 设 ” 是 2 阶 正定 对 称 方 阵 ，{aiycs，…as} 是 2 淮 
实 线性 空间 太 的 基 ， 向 量 x 与 B 在 这 组 基 下 的 坐标 分 别 为 < = 
和， 则 由 《a,B) =xo9y7 所 定义 的 二 元 实 函 数 (0，E) 是 开 中 
一 个 肉 积 ， 币 且 它 在 这 组 基 下 的 Gram 方 阵 即 为 9 
证 ”对 于 任意 ca，BE7 ， (8B ,oa) = ySx! = CS yy ~ yy! 


4<4 


= (yp8B)， 即 二 元 实 国 数 〈ax,8) 是 对 称 的 ;其 次 对 任意 o€ 了 ， 
《os,0) =XSxX' 。 因 为 对 称 方 阵 9 是 正定 的 ， 所 以 (a,0) 宇 0. 并 
且 当 且 仅 当 xX=0， 好 a=0 时 ， (a,0) =0。 因此 (a,B) 是 但 正 
的 。 最 后 设 ,2&V 在 基 {0 ,0,，…,0,} 下 的 坐标 分 别 为 x 与 
,KER， 并 
(a+ LG, B)= (XPRESS 
=A(XSy) + HES Yy’) 
=A(a,B) + rH,B). 

六 5 此 二 元 实 国 数 (a，B) 关于 向 量 元 4 是 线性 的 。 由 于 二 元 实 函 
数 《opB) 是 对 称 的 ， 因 此 (cy 8) 关于 同 量 元 有 是 线性 的 ， 即 
二 元 实 函 数 〈a, 8) 是 双 线性 的 。 这 就 证 明 ， ea;,B) 是 矿 的 一 
个 内 积 。 

记 D = (Si 站 sxs。 基 疝 量 ori 在 基 {fayas，…ocsj 下 的 坐标 
为 21= (0,…,0,1,0,…,0)，i=1,2,…,n。 因 此 对 111i, 所 9， 

| (Qs NM) ENOE,= S14)., 

于 是 S= (si)) ,xs=((0i503)) ,xs， 即 方 洋 S 是 内 积 (a, 5) 
在 基 {aiyas os 下 的 人 ram 方 阵 。 证 毕 。 

定理 1 表明， 在 维 实 线 性 空间 VY 中 取 定 一 组 基 {fc:，au， 
Qjj， 广 中 的 一 个 内 积 (a,B) 便 由 式 (7.1.3) 确定 一 个 Gram 
方 阵 G， 而 G 是 正定 对 称 方 隆 。 于 是 可 以 建立 由 VY 的 所 有 内 积 
的 集合 到 所 有 7 阶 正定 对 称 方 阵 的 集合 的 映射 6; so((a，B)) = 
CG。 容易 验证 ， 有 映射 5 是 单 射 。 定理 2 表明 ， 有 映射 5 是 满 射 。 因 
此 VV 的 所 有 内 积 的 集合 便 和 所 有 ” 阶 正 定 对 称 方 阵 集 含 存在 一 个 
一 一 对 应 ， - 

现在 转 到 + 维 实 线 住 空间 的 一 个 内 积 在 的 不 同 基 下 的 
方 隆 表 示 的 关系 。 为 此 先 引 进 

定义 2 设 31 和 5, 是 n 阶 实 对 称 方 阵 。 如果 存在 4% 阶 可 
逆 实 方 阵 卫 ， 信 得 3,=P'S,P， 则 称 对 称 方 阵 S, 与 $9, 是 


相合 的 。 
[ 性 


定理 3 设 n 维 实 线性 空间 人 的 内 积 (8) 在 上 的 基 
{Qi 0 0 与 {B1,B,,…,B.} 下 的 Gram 方 阵 分 别 为 C 
与 C:,， 而 且 

(Bi1,B;:,…,B,) = (0 ,0 oo) 
其 中 三 是 靖 阶 可 逆 方 阵 。 则 CC。 = 已 "CPP， 即 方 阵 Cr， 与 G0, 是 
相合 的 。 

证 P= (bi) xs 风 | 

Bj;= 2_ priai, }=1,2,° ,1。 
=1 
记 G1 = (air) xn G,= (bi1) ,x , 其 中 aij=(oi Qj; )， bs, 
= (B;，B;)，1l<i，; 万 n， 因 此 对 1<i,，7 专 »， 


bi;= (有 有) =( 工 PayiCrs 2, Piiu) ) 
R=1 1=1 


一 - 5 pi ps (ayo, ) 


k=1 [=1 


一 》， pripuia, 
R=1 1=1 


‘Pi | 


Psi 
= (piish2aits'"*, Pri) Cr，  ， 
», 


这 表明 ，bi 1 是 方 阵 PG 了 的 (1,7) 位 置 上 的 元 素 ， 所 
G,= 了 /GJP。 定理 3 证 毕 

实 对 称 方 阵 之 间 的 相合 关系 是 一 种 重要 的 关系 以 后 还 将 详 
镍 讨论 。 

下 面 给 出 上 uclid 空间 的 定义 。 

定义 5 实 线 性 空间 纪 连同 一 个 取 定 的 内 积 (a,B〉 一 起 称 
为 Euclid 空间， 
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应 当 指出 ， 对 Euclid 空间 久 , 与 让,， 如 果 作 为 线性 空间 ， 
,和 针 信 ,是 不 同 的 空间 ， 则 Euclid 空间 VV, 与 六, 是 不 同 的 。 甚 
至 如 果 作 为 线性 空间 ，V, 与 ,是 同一 个 空间 , 但 所 取 定 的 内 积 
不 同时 ， 则 Euclid 空间 人 与 V, 也 是 不 同 的 。 因 此 Euclid 宰 
间 的 定义 是 和 实 线性 空间 及 以 及 玉 的 内 积 〈o，B) 的 选取 紧密 
联系 的 。 正 因为 如 此 , Euclid 空间 也 称 为 内 积 空间 。 

“对 于 定义 Euctid 空间 广 的 内 积 (a,B)》 前 面 给 出 的 合 题 1 ， 
命题 2 与 命题 3 当然 成 立 。 

在 Euclid 空间 广 中 ， 利 用 内 积 〈c，B) 的 恒 正 性 ， 可 以 定 
义 向 量 okEF 的 范 数 〈 或 长 度 ) al 为 fal= V 《xc，o) 。 范 数 为 1 
的 向 量 称 为 单位 向 量 。 对 非 零 向 量 ofV， 令 $= 有 ， 则 是 单 
位 向 量 。 

利用 向 量 的 范 数 ， 命 题 3 中 的 Cauchy-Schwarz 不 等 式 

(7.1.2) 可 以 改写 成 ， 

(a,B) | 

jcj JBY I 
其 中 4 和 是 非 零 向 量 。 于是， 对 非 零 向量 4 与 8， 可 以 定义 它 
们 的 夹 角 9 为 


gco0s-1 (6) 


V (a,a) (B,B) 
如 果 问 量 4 与 6 的 来 角 0= xz/2， 也 即 (a，B) = 0， 则 称 向 量 a 
和 月 是 正 交 的 ， 记 作 aLB。 当 aa=0 时 ， 由 于 (0，8) =0, 故 也 
称 零 向 量 和 向 量 B 正 交 。 
”关于 向 量 的 范 数 ， 有 
命题 4 对 任意 oq，BEVY,， 
jc+ BENal + 8, (7.1.4) 
证 由 范 数 的 定义 ， 
Bat+Bj = (+B, oa+pB)= (a, a) +2(a, B)+ (B, 8) 
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0 去 0 和 7。 


= 和 ax 上 +2lctlBeleos2+T pl 。 可 
由 Cauchy- Schwarz 不 等 式 ， 
la+t Bl’<hal* + 2hallBl+ Bl:= Col + BD?.. 

由 此 即 得 式 (7.1.4) | 

式 《7.1.4) 称 为 向 量 范 数 的 三 角形 不 等 式 ， 

最 后 给 出 Euclid 空间 的 一 些 例 子 ， 

例 1 设 并 "是 所 有 有 序 2 元 实数 组 (xX!，X,,…,X,) 构成 
的 实 线性 空间 。 设 aG= (xxXs，…， Xu ,B= (yiy yyu)CR 。 
定义 天 "上 上 二 元 实 函 数 (a，B) 为 

(Q， 月 ) =Xi3iTXayz 十 十 Xe 
容易 验证 ， 二 元 实 函数 (xc，8) 满足 ， 对 称 性 ， 昼 正 性 与 双 线 
性 性 。 因 此 (a，B) 是 实 线性 空间 R” 的 一 个 内 积 , 它 称 为 R” 的 
标准 内 积 。 实 线性 空间 下 "连同 标准 内 积 (ac，B8) 一 起 构成 一 个 
Euclid 空间 。. 

例 2 充 人 是 所 有 2 维 实 癌 量 (Xi1,X,) 构成 的 2 维 实 向 
量 空 间 , 设 &= (xxX)， 有 = (y1,》,)ER?。 定义 2 维 实 向 量 空 
间 大 ”上 二 元 实 国 数 (a，B) 为 

(a, B) =XIY1 XV XY + 4X,y,。 

人 证， 二 元 实 函 数 〈《a，B》 满 足 ， 对 称 性 、 恒 正 性 和 双 线 


容易 给 

性 。 所 以 二 元 实 函 数 (a,B) 是 2 维 实 向 量 空间 R? 的 一 个 内 积 。 
2 维 实 向量 空间 上 "连同 内 积 (aq，B) 一 起 便 档 成 一 个 Euclid 
空间 . : 


例 3 设 R”” 是 所 有 + 阶 实 方 阵 构 成 的 实 线 性 空间 。 定 》 
” 实 线性 空间 尺 *“” 上 二 元 实 函 数 (4,B) 如 下 ; 设 4,BER2xn， 
则 《A4,B) =Tr48B8' 。 证 明 实 线性 空间 尺 *“” 连同 (4，B) 一 起 
构成 一 个 Euclid 空间 ， z 
证 ”只 需 证 明 ， 二 元 实 函 数 (A,B) 是 RR 的 一 个 内 积 。 

为 此 只 需 验 证 ， 二 元 实 攻 数 (4, B) 满足 对 称 性 ， 恒 正 性 和 双 
线性 。 
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设 A, BER™Y™, Wi CB, Ay= Tr(BA’ Y= TrCAB’)’ 
= Tr(AB’) = (4 B)。 所 以 二 元 实 图 数 〈4 ,有 ) 满足 对 称 性 . 

设 4=(a， ER 4 关 0， 则 

(A,A)=TrAA’= 》， a?,>0. 
lr ,7 了 
因此 二 元 实 国 数 (4,B) 是 得 正 的 。 
设 4 ,A,ER™** 7ER, 
(A,+A,, B)=Tr(A,+A,)B’=Tr(A.B’'+A,B’) 
= TrAB’+TrA,B’=(A.,B)+t(A,.B8) 。 
(3A, PB)= Tr(AYB’= Tri(AB’)=71TrAB’ 

z =*(A, B). 

阮 此 二 元 实 印 数 《4,5B) 关于 向 量 元 4 是 线性 的 。 由 对 称 性 , 二 

元 实 函 数 (4,B) 关于 向 量 元 也 是 线性 的 。 因此 二 元 实 函数 

” 《4，8) 是 双 线 性 的 。 所 以 (4,B8) 是 实 线 性 空间 RR*Y** 的 一 
个 内 程 。 : 

例 4 设 上 "是 所 有 1 绎 实 回 量 (Xi,%*，…,X%X,)》 和 构成 的 实 线 
性 空间 ， 二 是 呈 阶 可 逆 实 方 阵 。 定 义 实 线性 空间 六 ”上 二 元 实 函 
数 《a,B) 如下; 设 &,BtR*， 则 《4,8B)=aPP’B ,验证 二 元 
洋 陆 数 (aq，B) 是 实 线 性 空间 EK& ”的 一 个 内 积 ， 

证 设 a，BER”， 则 (8B,a)=BPP'a'=(aPP'B')’、 注 
意 oqPP’B' 是 一 个 实数 ， 因 此 (aPP'B')’'=aPP'B'. 所 
以 〈《8,a) =apPP 8 =(c8)， 即 二 元 实 函 数 (ay 8) 是 对 称 的 。 

设 oER”，a 关 0， 则 方 阵 己 可 道 ， 帮 acP:#0。 记 apP=(y， 
92 于 元 

(0,0)=aPP’a’ = (caP)(aP) = yit y+ + y2> 0, 

大 丝 二 元 实 晃 数 (Qa,B) 是 全 正 的 。 
. 设 Q@，Q,ER”，7ER， 则 
(ao 有 )= (ai toa. PP B’ =a PPB’+oa, PP’B!' 
= (QB)+ (0,,B), 
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(Ma,B)= (Ma)PP 8 = 人 CaPP 8 ) = 人 (aypB)。 

拖 此 二 元 实 函 数 〈ay,B) 关于 向 量 元 尽 是 线性 的 。 由 对 称 性 ， 二 
元 实 函数 (a,B) 关于 向 量 元 B 是 线性 的 。 所 以 〈a,8) 是 双 线 
性 的 。 因 此 (a,B》 是 实 线性 空间 R” 的 一 个 内 积 。 

注 在 例 4 中 取 # 阶 可 道 实 方 阵 卫 为 # 阶 单位 方 阵 J0， 
即 得 实 线 性 空间 R* 的 标准 内 积 。 / 

例 5 设 工 , 是 区 间 [0,1] 上 所 有 连续 实 函数 f(x) 构成 的 
实 线 性 空间 。 定 义 实 线性 空间 工 , 上 二 元 实 函数 (f(x)，g(*)) 


为 设 f(x)，g(x)ELs， 则 (f(x),9(z)) = | f(x)g(x)dx。 则 二 


元 实 函数 〈f(*)，g(x)) 是 实 线性 空间 虐 , 的 一 个 内 积 。 实 线性 
空间 二: 连同 内 积 (Jj (x)，g(x)) 一 起 构成 一 个 上 Euclid 空间 。 
例 6 取 实 线性 空间 L, 同 例 5 。 定 义 实 线性 空间 工 :的 变换 
.及 如 下 ， 设 f(x)EL,， 则 令 (A(f)) (x) =xf (x)。 容 易 验 证 ， 妥 
是 上 , 的 线性 变换 。 定 义 实 线性 空间 二, 上 二 元 实 函 数 Pi (f(x)， 
g(x)) 如 下 ， 设 f (x), g(x)EL,, 出 Ps (J (x), g(%)) 
= (4 0D)(w) (4g)) (x)dx。 验证 Psf(x)，9(%)) 是 实 线性 
笠 间 亏 , 的 内 积 。 
证 人 设 f(x)，g(x)EL,， 则 
Pug(%), f(x))=| CAC)) (x#) AT) (x) 


- | (A(f)) (x) CA (g)) (x)dx 


= (f(x) ,9(x)), 
因此 二 元 实 通 数 P(f(x)，g(x)) 是 对 称 的 。 

设 f(x)EL,, 且 A(f)=0, 即 实 函数 f(x) 在 变换 入 下 的 象 
为 零 函 数 。 则 对 任 意 %[0,1]， (4( 门 ) (x) =xf(x)==0。 因为 
2 关 0 所 以 fw) 三 0, 即 f(x) 是 零 函 数 。 因 此 ker4 = 0. 这 表明 ， 
线性 变换 及 是 可 遂 的 。 现在 设 f(x)EL,，，f(x) 去 0， 则 
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(入 (让) (x) 关 0。 因 此 
P,(f (x), f(x)) = | (MAY) Cw)) dx>0. 


所 以 二 元 实 函 数 Pu4(f (x)，9(x)) 是 但 正 的 。 
设 f(x)，f (x)EL,，X&R， 则 
CA(f,+f,)) (x) =x(f ,+f,) (%) 

= Xf x) +xf, x) = AC(F.)) x) + (A(f,))(x,) ， 
(A QP) Cx)=xAf x) = Xf )= AC )) Cx), 
因此 


P, (f(x) +f,(x),9(x)) -| (Ad, ;+ f,)) (4) (CA (C0)) Cx) dx 
= CAG) C2) + (CAG)) (1 AG) (e) dx 
= C40) (2) (A C0) Cd 


+| A400)) (0 (A(0 )xdx 
=P,(f (x) ,90x)) + PP,(f, (x),0(x)). 
P,(2f (%), g(x))=) AGP) EA)) (wdx 


= | MACPD)(e AC) (dx= NPf(%), g(%)). 


所 以 二 元 实 函 数 Ps(f(*)，9(x)〉 关 于 向 量 元 f(x) 是 线性 的 。 
由 对 称 性 ， 二 元 实 孙 数 PL,( (x)，g9(x)) 关于 向 量 元 g(x) 也 是 : 
线性 的 。 从 而 4(f (x)，g(x)〉 是 双 线 性 的 。 这 就 证 明 ， 二 元 实 
六 数 P,(f(x)，g(x) 是 实 线性 空间 上 , 的 一 个 内 积 。 

: 习 题 

1。 设 RR 是 所 有 2 维 实行 向 量 的 集合 连同 标准 内 积 构成 的 
2 维 Euclid 空间 ，4 = (a;;) 是 2 阶 实 对 称 方 阵 。 定义 f4(X,y》 
=xX4y"， 其 中 xykR:。 证 明 ， 二 元 实 国 数 太 (xx，y) 是 内 积 
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欧 必 要 且 充 分 条 件 为 a11>>0, a,,>0, 日 detA>0. 
“2。 太 的 意义 同 习 题 1 。 设 X= (Xi1,Xs), y=(y1sy2ER’， 
也? 的 标准 内 积 记 为 《x，y》=xX1y1+X%,ys。 定义 R? 的 线性 变换 
及 如 下 ; 对 于 Y=(x:，)ER2， 令 4(xz)=(-x，x,)， 构造 
下 的 一 个 内 积 [x, y]， 使 得 对 任意 xE€R?, 均 有 [x,AA(x)]=0, 
3。 押 有 收敛 的 实数 序列 X= (x ,xX,,-…》 的 集合 记 为 下。 定 
义 上 中 序列 X= (Xi，Xs,…) 与 y= (yisy,，;…) 的 加 法 为 Xx+ y 
= (Xi +yisxz+ys 3 定义 纯 量 人 ER 与 序列 X = (x),X,,…) 
<《F 的 乘积 为 hx = (xi ,2x,,…)。 于 是 VV 在 如 此 的 加 法 和 纯 量 与 
序列 的 乘法 下 成 为 实 线性 空间 。 证明， 六 上 二 元 实 冰 数 (x，, y) 


= Dp XY 站 的 一 个 内 积 ， 其 二、 X= 《Xi yx ‘29° … )， y= (yy1, 


| 
4。] 区 六， 上 uli 2 IV, XxV,={(0,8B).a€r,, 
的 在 六， x 中 定义 加 法 ， 对 (a1,B1)，(&,,B,)EV,， 
六 ， 邻 (ai ,有 ， ) (a, 6 ye +Q,，Bi1 十 BB,); 定义 纯 量 A€R 
与 站 看 x7 ,的 乘积 为 Xa,B) = (4a,4B). 于 是 Vx 了 ， 
在 如 此 的 加 法 和 纯 量 与 向 量 的 乘 法 下 成 为 实 线性 空间 。 定 义 
Y， xy , 上 二 元 实 函 数 为 
[Cai1,B1), (oa )]=[ayas]+[BpB，]， 
其 中 aas， 8 8 ， 且 [aa 与 [B,,8,] 分别 是 六 
与 ,的 内 积 。 证明， 二 元 实 函 数 [(a,,B,), (as,B,)] 是 这 ,XxXy， 
的 一 个 内 积 。 
5。 证 明 
(1)n 维 上 uclid 分 兴 间 六 由 疝 量 a 与 B 正 交 的 必要 且 访 分 
-条 位 是 ，ja+ BH?= jal?+ B81: 
C2) 议 0,BtV， 且 ial=4Bi， 济 向 量 ax+B 与 a- 
.下 交 ， 
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《3) 《平行 上 四边形 法 则 ) 设 c, 8B< 广 ， 册 


la+r BI + fo BI =2lal: + 2lBl. 
6。 证明， 练 Euclid 空 间 了 中 向 量 ca yc, ，,…,0, 线 性 无 关 的 
必要 县 充 分 条 件 是 ， 它 们 的 Gram 方 阵 G(al yas，…， os) = ((aiy 
ci)) .xs 可 逆 ， 其 中 (4a,B) 是 了 的 内 积 ， 


$7.2 正 交 性 


先 讨 论 Euclid 空间 天 中 向 量 之 间 的 正 交 性 ， 
1 Euclid 空间 信 中 & 个 两 两 正 交 的 非 零 向 量 21 ,0s， 
一 定 定 线性 无 关 的 。 
证 设 ysha ss ECR, 日 Ar + 0 二-… 十 人 ,0 二 0。 出} 
由 本 章 第 1 向 命题 1 和 命题 2 ， 


(i091) 三 0。 
.1 三 1 


因为 4;4Qi，1i 关 ]， 所 以 (a@4,0)=0，i 关 7， 因 此 上 式 化 为 
Aj (Xi ,0;) = 0,。 OT oj 韭 零 ， 所 以 (oj :cj ) 盖 0， 因 此 人 = 
0, 7=1,2,: 这 了 屿 证 明 , 回 量 x cs， ,0 线性 无 关 。 证 毕 ， 

和 即 Euclid 空间 下 中 有 个 线性 无 关 
的 问 量 并 不 一 定 两 两 正 交 。 男 外 ， 定 理 1 表明 ，? 维 Euclid 空 间 
V 中 两 两 正 交 的 非 零 癌 量 组 中 所 售 向 量 的 个 数 不 超 过 nn。 问题 
是 ，rn 维 Euclid 空 间 V 中 是 否 存 在 % 个 两 两 正 交 的 非 零 向 量 构 成 
的 向 量 组 ? 对 此 有 

定理 2 设 {01,0,,…,2,} 是 nn 维 Euclid 空间 VV 的 一 组 基 ， 
则 存在 两 两 正 交 的 非 零 向 量 8,,B,,… ,BKV， 使 得 对 每 个 正 整 
数 上 ，1<<R<n，{B1,B,,…,B,} 是 中 向 量 0,0;,…,0s 生成 
的 子 空间 上 ,的 一 组 基 。 

下 首先 ， 取 B ,=w:。 显 然 t8 1} 是 子 空间 矿 ,的 一 组 基 。 因 

433 


此 结论 对 名 = 1 成 立 。 现 在 假设 存在 两 两 正 交 的 非 零 向 量 B,,B，,， 
…,B -1!， 使 得 {B81,B,，…,B,- 1} 是 子 空间 让 ,- 1 的 一 组 基 。 下 
了 面 寻 求 同 量 B,。 由 于 B ,EV ，， | 让,-1， 因 此 可 设 

1 Bi-1t+*…+A,B,, 
其 中 A ,人 A, ,… ,人 -1 是 待定 常数 ， 和 商量 B。 应 和 Bs, Bs,. ys 
归 : -1 下 交 ， 因此 令 (B1,B1) =0， 1) =1,2,.…,k-1。 所 以 


Rl 
(Bi,BP; En B, B81 


k—1 


一 《cs yy 有) 十 2 (Bi,Bi)=0. 
从 归纳 假设 ， 回 量 有 … ,上 Bi.- 1 两 两 正 交 ， 因此 上 式 化 为 


_. (0 ,By) " 

A ~ }=1,2,.,k—1, 

' (B;,B;) 1 

于 是 取 
_ (a., Bs-1) _ (a, B,-2) 四 
Fo BB BB 

《ak y 有 局 1) 

(Bi 7B 


则 B, ,B,,. ,PB ;是 两 两 正 交 的 ， 而 且 {B ,,B,,…,B,} 是 子 空间 
V ,的 一 组 基 。 这 就 证 明了 定理 2 . 

定理 2 的 证 明 中 由 st 维 Euclid 空 间 V 的 一 一 组 基 {ay as， “…,0。} 得 
到 两 两 正 交 的 同 量 组 {B,,B,，…,B,} 的 过 程 称 为 Gram-Schmidt 
正 交 化 ,当然 ,{B1,B,,…,B,} 是 Euclid 空间 了 的 一 组 基 , 它 称 为 
7 的 正 交 基 。 

定义 1 设 1B1,B,,…,,} 是 Euciid 空 间 了 了 的 正 交 基 。 如 
果 每 个 向 量 Bj 都 是 单位 向 量 ， 则 {8, ,8:，… 8. 称 为 了 的 一 
组 标准 正 交 基 。 


由 定理 2 立即 得 到 下 面 的 定理 。 
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定理 5 nn 维 Euclid 空 间 V 具有 标准 正 交 基 ， 
证 因为 V 是 % 维 实 线性 空间 ， 所 以 VV 具有 一 组 基 {01 yx:， 
‘0,}e 由 定理 2， 存在 站 的 一 组 正 交 基 {1B1,B8B,, "9 B.}. 


$1 = 5 人， WS; =1,7=1,2,.… ,7。 于 是 {6 ,5 ,…6,} 是 六 
的 一 组 标准 正 交 基 。 让 和 毕 ， 

注 对 ” 维 上 uclid 空 间 卸 的 一 组 基 {fa 0,… 0,}， 可 以 有 出 
Gram-ochmidt 正 交 化 过 程 得 到 六 的 正 交 基 {8B,,B,,…，、B,}， 


然后 再 将 每 个 向 量 有 /单位 化 ， 即 令 5 = 下 和 4 全， 1)2 5 


便 得 到 了 的 标准 正 交 基 {51,5;，…,6。} ,由 正 交 基 {Bi1,B,,…,B.} 
得 到 标准 正 交 燕 {61,5,，… ,5 的 过 程 称 为 对 基 {B11,B,,…,B,} 
施行 单位 化 。 

定理 4 + 维 Euclid 空 间 V 中 任意 一 组 两 两 正 交 的 单位 向 量 
组 te 000 部 可 以 扩 成 VY 的 一 组 标准 正 交 基 {a 0,，…， 
Ons Nmtis"" sO). 

证 由 定理 1， 由 委 14。 现在 对 #- 纪 =R 用 归纳 法 。 显 然 当 
=0 时 和 =5， 则 {ayas，…y xs} 本 身 即 为 了 的 一 组 标准 正 交 基 。 
所 以 结论 对 R=0 成 立 。 设 结论 对 4 一 m=& 成 立 。 下 面 证 明 结论 
对 1 一 m=kR+1 成 立 。 此 时 1m 之 n。 因 此 {0 50s… 0m} 不 是 的 
基 , 记 矿 中 由 向 量 wi ,0 ，…,0。 生 成 的 子 空间 为 刻 。， 则 存在 B,EV。 
但 BFEV.。 仿 / 


En+1= BotAsQnt + Ad), 
其 中 六 ,，… ,4。 是 待定 常数 设 (Snt1s0i) = 0， 1} =1,2,.…,m, 
则 (5 二 Acn 二 十 人 io ) = (Bo 0) 十 人 (oo sj) 一 (B, ,0;) 
+ Aj = 0., 因此 Aj 一 一 (B, 27)， 7}=1,2,.… ,mm, 区 到 
Ea+1= Bo— (Boyas) on™ — (Bo,0) oa, 
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并 令 atl = 下 -这 人 WG Gs C+ 是 T 让 一 给 两 两 正 交 的 
下 十 】 


单位 向 量 。 由 于 n 一 (m+1) = (一 9) 一 =R， 所 以 由 归纳 假设 ， 
{aaycyy cosycn1 可 以 扩 成 VY 的 标准 正 交 在 (ol 902 9 On 
2n+1 ou， 因此 结论 对 2 一 中 =R+I 成 立 。 定 理 4 证 毕 。 

下 面 的 定理 给 出 nn 维 Euclid 空间 V 中 两 组 标准 正 交 基 的 
联系 。 

定理 5 设 {1:5: 5 与 {I 07， … 0 是 下 维 忆 uaclid 空 
则 7 了 的 两 组 标准 正 交 基 ， 则 由 基 {61,5,，… ,6,} 到 基 {71 7 
7.} 的 过 渡 方 阵 卫 是 正 交 方 阵 , 即 方 阵 了 满足 PP’ = 了 =P’'P. 

证 由 假设 ， 

(Ti 992990 ) 二 (3 


Di = (pij) ,xs 则 7 = 2 Fits 1] =1,2,.… ,7 由 于 {91,779 


i =1 
,7 {ES 二。 5 ,都 是 标准 正 交 基 , 国 此 对 任意 1 ,7 ,1 入 1， 
J EN (TI1) =6;,; = (#6;). 所 以 
/ +2 车 | EF LF 
本 p11)= Epp (ase) 
二 1 i 二 1 | “=1i=1 : 


一 2 pupsriprids, 一 Djpribri= ors. 


大 一 了 一 1 k= 二 1 
写成 算 阵 形式 ， 即 得 PP=7,)。 因 此 P-'=P/, 所 以 PP/ 
= 了 AP = 了 了,)。 这 就 证 明 ， 由 标准 正 交 基 {€, ,56,,…,E， } 到 标 淮 
正 交 基 {7: ,7 ，… 57} 的 过 渡 方 阵 是 正 交 方 阵 。 定理 5 证 毕 。 
定理 6 设 {1,6,，…,5,} 是 4 维 Euclid 空间 了 的 一 组 标准 
下 交 基 ，P 是 nn 4 阶 正 交 方 阵 ， 则 由 
Misra9 sns) = (EE EYP (7.2.1) 
确定 的 向 量 组 {7 ,7,，… ,7,} 是 的 标准 正 交 基 ， 
证 记 P= (pi;1) ,xs。 因为 P 是 正 交 方 阵 ,所 以 P'P=1.,)。 
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因此 9 pripsi = 0;j, 1<i,1<<n。 由 于 和 1 ,5 ，… 5 } 是 了 的 标 


三 1 


准 正 交 基 ， 所 以 (6,,61) =641,1<h,1<n。 由 式 (7.2.1) 得 到， 


1 三 Dpriés, j=1,2,.… ,1 因此 对 l <1i,) An, 


上 大 1 


(7 0) -| 守 p4s61, 守 p16 = Eo pii (ss; ,1) 


k 二 1 i 二] 大 一 了 之 


$2 7 1 


一 > 2 Psispbridsi = Dpsspsi = 0;je。 


k=l1lil=1 玉宇 

这 就 证 明 ，{11,7;，…s7 ,4 是 了 的 一 组 标准 正 交 基 ， 

定理 5 和 定理 6 所 提 到 的 正 交 方 阵 是 一 类 重要 的 方 阵 。 在 讨 
论 上 uclid 空 间 时 经 常 要 遇 到 它 。 容 易 看 出 ， 如 果 O 是 1% 阶 正 交 方 
隆 ， 则 OO=L 0 =OO'， 因 此 它 的 逆 方 阵 O-” 是 方 阵 0 的 转 
置 。 而 且 由 (QO)’0 =0O00 = =00=0 00) 可知， 正 交 
方 阵 0 的 转 置 0 也 是 正 交 方 阵 , 也 即 正 交 万 阵 0 的 逆 方 阵 仍 是 正 
交 方 隆 。 为 外 ， 如 果 〇 ,与 0, 是 正 交 方 阵 ， 则 乘积 0,0, 仍 是 正 交 


方 阵 。 
对 了 于 2 阶 正 交 方 阵 O， 将 方 阵 O 按 行 分 块 为 
/ 2 
Do =| *: | 
: | 
、 有 i 


刚 51 pp 是 1 维 实 的 行 向 量 。 由 于 O00 = 了 , 因此 6, 
= 060，1<1i,) 委 1。 这 表明 ， 如 果 取 ?# 维 实行 向 量 R” 约 内 积 为 
标准 内 积 ， 则 正 交 方 阵 0 的 4 个 行 向 量 人 ,56,,…,5, 构 成 nn 
维 Euclid 空间 R* 的 一 组 标准 正 交 基 。 反 之 也 然 。 同 样 ， 如 果 将 
正 区 方 阵 0 按 列 分 块 ， 则 方 阵 0 的 和 个 列 向 量 7 7， …，7。 是 尹 
维 列 同 量 空间 A* 的 一 组 标准 正 交 基 。 反之 也 然 ， 
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记 所 有 ?+ 阶 实 正 交 方 阵 的 集合 为 0, (RK) 。 定 理 5 表明， 在 ft 
维 Euciid 空 间 下 中 取 定 一 组 标准 正 交 基 {6 ,sj， 了 中 的 : 
标准 正 交 基 {n, 7;，… ,77,} 便 由 

(0 11 = (CO 

确定 一 个 n 阶 正 交 方 阵 OtO, (R) 。 于 是 可 以 建立 六 的 所 有 标准 正 . 
交 基 的 集合 到 0O,(K) 的 映射 6。 令 5071,7,,…,7,) = 中 ,定理 6 
表明 ， 映 射 6 是 满 射 . 容易 验证 . 上 映射 6 是 单 射 。 所 以 4 维 
Euclid 室 间 下 中 所 有 标准 正 交 基 集 合 便 和 所 有 ? 阶 实 正 交 方 阵 
结合 OO. (KR) 建立 了 一 一 对 应 ， 

Euclid 空间 VV 中 向 量 间 的 正 交 性 可 以 推广 。 

定义 2 设 U 是 Euclid 空间 信 的 子 空间 ,BE 。 如 果 对 任意 
QatU，(a,B) =0， 则 称 回 量 B 和 子 空 间 忆 正 交 。 了 了 中 所 有 与 子 空 
间 上 U 正 交 的 向 量 集合 称 为 子 空间 局 的 正 交 补 ， 记 为 UT。 

由 于 等 向 量 和 任意 向 量 都 正 交 ， 因 此 EU'。 所 UU! 中， 
其 次 设 B,,，B ,EU'， 则 对 任意 a&U，(a,B 1) = (a,B,) =0， 因 此 
(Ca, Bi1+B,) = (a,B1)+ (a,B,) =0。 所 以 Bi1+B,EU!. 最 后 
设 XER, BEU:,， 则 对 任意 aEU, (a, 5B)=XA(a, 8) =0. 所 以 
人 BEU+。 这 表明 ， 子 空间 上 的 正 交 : 补 U* 是 V 的 子 空间 。 并 且 . 
显然 (U5) = 也。 

定理 了 设 U 是 n 维 Euclid 空 间 V 的 子 空间 , 则 Y=UBU!,. 

证 设 dimU =&。 将 VV 的 内 积 (a,B) 限 定 在 子 空间 U 上， 即 . 
限定 向 量 元 4 与 B8 只 取 U 中 的 向 量 ,， 则 (a,B) 是 子 空 间 U 的 内 
积 。 于 是 子 空间 UU 连同 内 积 (a,B) 一 起 是 一 个 上 & 维 Euclid 空间 ， 
由 定理 3，U 具有 标准 正 交 基 {51,6,，… 541。 显然 ，S1 5，，…， 
是 了 中 一 组 丙 琴 正 交 的 中 位 疝 量 ， 由 定理 4， 它 们 可 以 扩 成 VY， 
的 标准 正 交 基 {61,5，0，… S554+19…25s}。 了 中 由 向 量 5 41， 
E642，"… 生成 的 子 空 间 记 为 矿 。 显 然 ， 放 =UGBV。 设 atU， 
BEW， 则 ax=ali6+aE +…+aE，B=D IE +: “+ 0,.5,.. 
因此 
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yz 一 ]】 7 壹 怀 十 】 一 了 了 二 六 十 主 


大 钥 不 #1 
0,6) = 于 6 > 1 ]- 诡 》, aib;(E,,£;). 
贡 于 { Epo 是 了 的 标准 正 交 基 ， 因此 对 11 志 R， R 十 工 
jn 6167) =0。 所 以 (ap) =0, 即 BSU!:. 因此 WSU. 
有 反之 设 BtUD， WB=c.6, +caE, t+Cc,.e,, 并 且 对 1<ih, 


《月 ) 二 0。 Er be/ 


(5; ,8B) -ee =c;=0, 


”j=1 j=1 
因此 B=cinSririt…+c,6.E1V。 节 U+SW。 从 而 U*=. 这 
就 证 明 ，/ = 已 由 .证 毕 ， 
应 当 指出 ， 定 理 10 表明 ， 子 空间 过 和 它 的 正 交 补 忆 :的 交 
UNU+:=0. 
取 后 用 几 个 例子 结束 本 节 。 
例 1 任意 一 个 1 阶 可 道 实 方 阵 4 都 可 以 表 为 一 个 实 正 交 方 
阵 0 和 一 个 对 角 元 全 为 正 数 的 上 三 角 方 阵 了 的 乘积 , 即 A = 07T. 
而 且 这 种 表 法 唯一 。 
证 设 {aiyas，…c} 是 站 维 Euclid 空 间 了 的 一 组 标准 正 交 
基 。 因 为 方 阵 4 可 逆 ， 所 以 由 
(8 88 )=(ayay oa) 
所 确定 的 同 量 组 18, ,8 ,8. 是 了 的 一 组 基 . 对 向 量 B, ,8:， 
… 有 ,施行 Gram-9chmidt 正 交 化 ， 即 今 
si = 月 :， 
上 -8 -=-- 《2 €,, 


~ (€1, €,) 


_ (B.,5,-1) 
上 一 一 、 广 惠 9 月 一 一、 人 广 昌 292>2127 
oP, (人 (61561) 


则 同 量 6,5,,… ,5 两 两 正 交 ， 而 且 都 是 非 零 向 量 。 将 上 式 写 成 
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矩阵 形式 即 得 
1 《8B ,51) Oe (B.S,) 
[5 ， ,5 1) (5, ,1) 


0. (B.,s:) 
(Bi,Bs,,B,) = (S516, ,S,) 0 ! (5 ,54:) 


| 


、0 0 …… 1 
髓 把 问 量 =: ，…) .单位 化 ， 即 令 
po 
中 Hs.l” ~ 
写成 艳 阵 形式 即 为 
(355 = (diag( 和 1) 
其 中 {7:，7:，… 7 是 下 的 -- 组 标准 正 交 基 。 于 是 
(8 8 8.)= (7 7 )7， 
其 中 
(B,,51) ... (BE) 、 


(5 1551) (51,8,) 
| 


~ 0 1 加 (有 .<，) 
了 = diag( | 会， 有 (5 , ,5 ,) '。 


四 
0 0 
显然 方 阵 下 是 上 三 角 的 ， 而 且 每 个 对 角 元 冉 , 上 都 是 正 数 ， 
由 于 {0 9…0,… 0,} 与 {71,7,，,… 7,} 是 的 标准 正 交 基 ， 
所 以 由 定理 5， 
W172 9) = (0 0, 0) O, 
其 中 0 是 正 交 方 了 泗 。 因此 
(Bi,B,,…,B,) = (G0, 0.) OT. 


拍 于 站 中 出 一 组 基 到 另 一 组 基 的 过 渡 和 矩 阵 是 唯一 的 ， 所 以 
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FE 漠 


A=OT., 

现在 证 明 表 法 唯一 。 设 4=OT=01.71， 其 中 0, 是 正 交 

wo 方 阵 ， 工 ， 是 对 角 元 全 为 正 数 的 上 三 角 方 阵 。 则 O10=T,T-.， 

记 C=0O010。 由 于 0O, 是 正 交 方 了 泗 ， 故 O01 是 正 交 方 阵 ， 又 正 交 
方 阵 的 滋 积 是 正 交 方 阵 ， 因 此 CC 是 正 交 方 了 洗 。 另 一 方 务 ，T 有 是 上 
三 角 方 阵 ， 它 的 道 方 阵 了 ”也 是 上 三 角 方 阵 。 又 上 三 角 方 阵 的 系 
积 是 上 三 角 方 阵 ， 所 以 C 是 上 三角 的 正 交 方 阵 ， 从 而 C 是 对 角 方 
阵 ， 其 对 角 元 为 1 或 ~=1. 由 于 1 =CL7T， 且 了 与 4 的 对 角 元 全 
为 正 数 ， 所 羽 C 的 对 角 元 只 能 是 1 ， 即 C=10)， 从 而 O01=0， 
1 =。 侦 1 证 毕 。 

例 2 让 ?和 举 实 正 交 方 孟 0 各 第 fr 行 与 第 1 1 


本 、 a 1 1 ~”? 2, 
上 列 上 5 了 附子 式 为 人 = co 人 7 .J )， 其 其 中 T 委 1 和 1: 


< 阶 子 式 入 的 代数 余子 
式 为 Af ,WN = MdetO, 
证 ” 先 证 归 六 是 由 方 阵 O 的 西北 角 构 成 的 情形 。 将 方 阵 0 按 
前 了 行 与 前 > 列 分 块 ， 即 设 
Oi 0O., 


oo ou) 


其 由 O41 是 7 阶 方 阵 。 因 为 方 隆 0O 是 正 交 的 ， 所 以 


O, O,,、 ,0 0%) 
Dj - 
人 0, Xo DJ 
取得 到 
O11:071+ O01..01:=1 10,), 
O,10%1+0O1,0,,=0, 
O,1.0721+O,.0;,=1(,-,) 。 
因此 
(0': OC 02)=(0' re 
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两 闫 取 行 列 式 得 到 
dstOdetO”, = qdetO，。 


于 是 NN = M det0O. 

谋 讨 论 一 般 情形 。 此 时 N= 0(;! ;* 7) 将 方 阵 0 的 
第 说，i，，…,i, 行 依次 经 相 邻 两 行 的 对 换 调换 到 第 1，2，…，: 
行 ， 并 且 将 第 访 ,j。，…， 访 列 依次 经 相 邻 两 列 的 对 换 调换 到 第 1 ， 
2，…， 列 ， 得 到 的 方 阵 记 为 O0,。 由 于 对 方 阵 0 施行 两 行 互 换 或 
两 列 互 换 祖 当 于 用 初等 置换 方 阵 左 乘 或 右 乘 于 方 阵 ， 而 初等 置换 
是 正 交 方 阵 ， 两 个 正 交 方 阵 的 乘积 仍 是 正 交 方 阵 ， 所 以 方 阵 0， 
是 正 交 方 阵 。 由 行列 式 性 质 可 知 ， 

detO, = (— DD at+ttat tirtfiriattfrdetO 
方 阵 O, 中 前 r 行 与 第 r 列 构成 的 r 阶 子 式 记 为 N, ,显然 Y, = N。 
N ,在 方 隆 0, 中 的 余子 式 记 为 M，。 由 于 内 是 N 在 方 阵 0 中 的 代数 
余子 式 ， 所 以 

M=(-1) tt tt tt MM, ， 


于 是 由 上 段 证 明 

N=N,=M,detO,=(— 1 ti tititit"+ir M, detO， 
ll N = MdetO. 
证 毕 


习 是 

1。 (Bessel 不 等 式 ) 设 uiyas，…yas 是 1# 维 Euclid 空 间 
V 的 一 组 两 两 正 交 的 单位 向 量 ，a& 信 ,并 记 as = (a,a1) ,i =1,2， 
…,h， 证 明 


2 la:|* < lal’, 


z 
独 且 回 量 B 一 人 以 一 dicxi 与 每 个 向 量 w 都 正 交 ， = 1] ,2,.… ,Rk。 
t=1 
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2。 设 {ayas，…as 是 4 维 忆 uclid 空 间 下 的 一 组 加 量 。 证 
明 ， 下 面 的 命题 等 价 。 
(1) faycas…sas 上 是 下 的 标准 正 交 基 ; 
(2) (Parseval 等 式 ) 对 任意 w, 686 矿 ， 


(Q 日) = 2, (Qa,0;) (ci 月 ) 


i=1 


(3) 对 任意 ac 矿 ， 
all® = El ) 1 。 


3。 所 有 次 数 小 于 + 的 实 系数 多 项 式 帮 的 集合 人 LIx 了 
连同 内 积 (f(x) ,9(%)) = | f(s) g(x) dx,f (2) ,9 (x) ECR, +1 [Lx] 一 起 


构成 上 uclid 空 间 。 设 方 (x) =xi，7=0,1,…,n 一 1,。 求 R,+i[Lx] 
中 与 多 项 式 fo(%) ,f(x) (2z) 都 正 交 的 多 项 式 。 

4。 忆 ,+1[x] 的 意义 同 习 题 3 。 利 用 Gram-S chmidt 正 交 化 、 
由 R,+4[x] 的 基 {1,x,…3x”} 求 出 RR,+1[x] 的 一 组 标准 正 交 基 ， 

5。 设 {51,529…95 是 nn 维 Euclid 空间 了 的 一 组 标准 正 交 
基 , 向 量 a;&V 在 这 组 基 下 的 坐标 为 Xi = (Xi yxX1a，…3Xie) ,1 =]Ty 

so 向 量 组 fa ,as ,… 0,} 的 Gram 方 阵 为 G (41 0,… 0,) 
=((a ,ai))。 xx 证明 ，detG(al ya Ga) = (det (x, 1)) 。 

6. 设 {aiyas…yas} 是 维 Euclid 空间 了 的 一 组 基 . 对 
{0190s…0,} 施 行 Gram-Schmidt 正 交 化 得 到 的 正 交 向 量 组 记 游 
{B1,B,,…,B,.}。 证 明 ， 


detG (a .01) | 
2 一 19029"'""90] =-1 2 。. 
8 全 = detG (a, ao- 了 929 9 各 9 


其 中 约定 零 个 向 量 的 Gram 方 阵 的 行列 式 为 1。 
7. 设 {ayas，… ax 是 ?4 维 Euclid 空 间 了 了 的 一 组 回 量 。 
证 明 ， 
detG (os03 0.) 雪人 人 
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等 式 当 且 仅 当 Qi 0s，… ,0 省 两 两 正 交 或 其 中 含有 和 零 向 量 时 成 立 . 
由 此 证 明 ， 如 果 4 = (qj )) 是 # 阶 实 方 阵 ， 则 


(det.A)’: < I 2 G3 1 。 
i=1jij=1 

8. 举例 说 明 ， 方 阵 4 的 行 向 量 两 两 正 交 ， 它 的 列 疝 量 并 不 
一 定 风 两 正 交 、 | 

9 。 设 0O 是 tt 阶 正 交 方 阵 。 而 方 阵 A= diag (G1 ,4,,*… 4.)，。 
证 有 明 , 方 阵 O4 的 特征 值 *。 满 足 m 志 126] 志 放 ,其 中 

m=min{|la;l:l<i<n}, M=max{|la;|:l</i<n}. 

10。 证 明 ， 正 交 方 阵 0 的 任意 一 个 子 方 阵 的 特征 值 的 绝对 值 
小 于 或 等 于 1 。 

11。 证明 ， 如 果 nn 阶 正 交 方 阵 0 的 行列 式 为 1， 则 方 阵 O 可 
以 表 为 有 限 多 个 形 如 Oi = 了 + (cos0—1) (Ej;j;+E,,) + sin0 
。(E) ,一 忆 ,j) 的 方 阵 的 乘积 ,其 中 台 ,, 是 (s, 人 位置 上 的 元 素 为 1 
向 其 它 元 素 都 为 零 的 1 阶 方 了 省， 并 且 1 志 1 过 kn。 问 果 # 阶 正 交 
方 阵 0 的 行列 式 为 -1， 则 还 应 添加 上 方 阵 diag (1,…,1, 了， 

一 1 个 

12. 设 &= 6+iY 是 正 交 方 阵 0 的 属于 特征 值 ^ 的 特征 问 量 ， 
其 中 有 与 y 是 实 向 量 ， = - 1。 证明，|*| =1, 而 且 当 和》 为 复数 
和 针 ， 实 向 量 有 与 ? 正 交 ， 且 范 数 相等 。 

13。 设 是 4 阶 斜 对 称 实 方 阵 KK 的 非 零 特征 信 ，4= 月 + 条 是 
井 于 ) 的 特征 向 量 ， 其 中 8B 与 7 是 实 向 量 。 证 明 ?是 纯 虚 数 ， 向 
上 且 实 咎 量 有 与 7Y 正 交 ， 汇 数 相等 。 

14。 设 .4 是 秩 为 r 的 % 阶 实 方 阵 。 证 明 ， 存 在 阶 正 交 方 阵 
〇 和 1% 阶 置换 方 阵 ， 使 得 4= PTO， 其 中 

jt 0 .. 0\ 


! 1 2 1 f 。。。 0 1 
i= os O, x (x#—r) , 
vt 1 1 ， ， oo | 

I Hr) Xr OQ (n+) x (2—17) 
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并 且 对 角 元 1 ,1,，，… ,1, ,部 是 正 数 ， 
15。 设 U 与 V 是 维 Euclid 空 间 y 的 子 空间 ,证 明 ， 
(Ur+rW):=U0NWi, UNW)+:=U*+W. 
16。 设 R* 是 所 有 4 维 实行 向 量 空间 连同 标准 内 积 一 起 钧 成 
的 Euclid 空 间 、R' 中 由 向 量 a= (1,0, 一 1,1) 与 B= (2,3, 一 1,2) 
生成 的 子 空间 记 为 U。 求 正 交 补 U0" 的 一 组 标准 正 交 基 ， 
17, 设 R,[xj 是 所 有 次 数 小 于 4 的 实 系 数 多 项 式 集合 连同 内 各 


(f (x) , g(x)) = | f(%)g(w) dx 构成 的 Euclid 空间 ， 其 中 f(x)， 


9(x)&ER,[xj。 求 R,[xj 中 由 零 次 多 项 式 生成 的 子 空间 U 的 正 交 
补 避 -~。 
18。 设 RR**? 是 所 有 1 阶 实 方 阵 集合 连同 内 积 〈 肥 ， 半 ) 
= 了 Tr(Y') 构成 的 Euclid 空 间 , 其 中 和 ,YER”™*， 求 攻 7 让 出 
纯 量 方 阵 生 成 的 子 空间 UU 的 正 交 补 U7， 
19。 设 广 , 与 广 . 是 有 限 维 Euclid 空 间 。, 记 广 , x 矿 ,={(xyR)， 
QkV，,，BEV ,}。 在 ,xV ,中 定义 加 法 ; 设 (Q1,B1)&V，，(a,， 
B,)&V,， 则 令 (01,B1) + (0;，B,) = (01+0,,B ,1+ B,); 并 定义 
纯 量 X&R 与 向 量 (0,B)EV ,x 了 ,的 乘积 *(0,B) = (Xa,4B)。 于 是 
Y :xz , 在 此 加 法 与 乘法 下 成 为 实 线 性 空间 . 设 f1(a, B) 与 
了 ,7,0) 分 别 是 Euclid 室 间 V ,与 六 ,的 内 积 。 证 明 ,V, xF 广 :具有 唯 
一 一 个 内 积 f((e1,B1) , (0s,B,))， 它 满足 ， / 
(C1) V,=V,"; / 
(2) 当 a, BEV i 时, f ((01,0),(B,0)) = (0,B8), 
当 xy BEV ,时 , ff ((0,0), (0,8))=1,(0,B). 


$7.3 线性 函数 与 伴随 变换 


先 讨论 Euclid 空 间 了 上 的 线性 函数 。 
定义 1 设 f(o) 是 Euclid 空 间 广 上 的 实 国 数 , 其 中 cE/ 。 如 果 
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对 任意 人 ,人 ,ER aa ELa 二 A 2 oD +h (cy 
则 Jo) 称 为 了 上 的 线性 函数 ， 

例如 ， 设 (ac,B) 是 Euclid 空 间 太 的 内 积 ， 取 定向 量 BEV， 则 
(2,8) 是 下 上 上 的 一 个 线性 函数 ， 记 为 jako) 。 

容易 看 出 ， 如 果 f() 是 上 的 线性 函数 ， 则 1(0) = 0， 其 中 
左 端 的 0 为 VY 中 的 零 向 量 ， 右 端的 0 为 实数 0。 其次， 对 任意 


: 天 
人 1 Ns ER ,0 gt29°""y mV ,有 f( 5X1 ) 2 Mif C01). 
ij=1 


Euclid 空间 VV 上 所 有 线性 函数 的 集合 记 为 VY*。 在 V* 中 定义 . 
加 法 如 下 ， 设 用 ,fkV*， 芭 了 (0%) 与 f;(0%) 是 下 上 的 线性 函数 ， 
则 所 与 # ,的 和 +f 定义 为 ，(f1+f,) (0) = 六 (oa) +f;(0)， 其 . 
中 at 。 容 易 验 证 ， 线 性 函数 抹 与 1 的 和 f+ 了, 是 线性 函数 。 事 - 
守 上 上 ， 对 于 任意 入, ,人 ,ER 尺 ,a1，0,€V， 

(fo +o) =f MG, + hs0,) +f, ho, 二 Xe) 
=Af 0) tA, fi C0) + hf, C0) + A,f, C0.) 
= A (fi (0) tf 0)) tH, fil0) +f, 0,)) 
= A (fit+f,) 0) + A (fi +f,) (0,). 
所 以 f+f, 是 上 的 线性 函数 ， 即 了 ,+ 了 ,EV*. 

其 次 定义 纯 量 XK 与 ftV* 的 乘积 4%f 如 下 设 c&V， 则 令 
(Af) (0) = 人 fox) 。 容 易 验 证 ， 乘 积 人 f 仍 是 矿 上 的 线性 函数。 事 - 
实 上 ， 对 $72,ER,， a, osEV, 

(Mf) Mey Ta) = + ,0,) = fa) + aM, Fo 
= A df 0) +t A, Af 0,) 
= C2f) (xi) + (Mf) (C0,)., 
所 以 4f 是 线性 函数 ， 即 AfEV*, | 

容易 验证 ， 集 合 8 在 上 述 加 法 与 乘法 下 满足 线性 空间 的 八 . 
条 公理 。 因 此 集合 V* 是 一 个 实 线 性 空间 ， 它 称 为 Euclid 空间 乒 
的 对 偶 空间 .。 

利用 了 uclid 空 间 矿 的 内 积 (a，B)， 可 以 建立 矿 到 它 的 对 偶 
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空间 产 的 映射 5 如 下 ， 对 于 BEV，fp (a，B6) 是 六 上 的 线性 还 
数 ， 即 fgtV*， 于 是 令 o(B) = ffp，。 

定理 1 41% 维 上 上 uciid 空间 六 到 它 的 对 偶 空 间 V* 的 映射 6 是 
同 构 映射 ， 从 而 三 与 少 * 同 构 。 

证 首先 证 明 ，o 是 单 射 .事实 上 , 设 8 ，8:kr， 且 c(8:) 
=5(8:)， 即 je=fs。 于 是 对 任意 okr，je(o) = fp,(%， 
即 (a，B,)= (a，B,)。 因此 (a,，B,-B.)=0.。. 其 中 向 量 a 
是 任意 的 ， 故 可 取 wx= 8, -有 .所 以 (8,-p8,,8, -有 8)=0. 
因此 B, 一 BB,=0， 即 B,= BB,。 这 表明 ，o 是 单 射 。 

其 次 证 明 ，o 是 满 射 , 事实 上 ， 设 fEV*， 即 f(a) 是 六 上 的 
线性 函数 。 设 信 ,，5,，…，6,} 是 矿 的 标准 正 交 基 ， 且 0 = Xx,6， 
十 X25 + +X,E,,， WM 


f(ao) =f( 6 )= 5 xf (6)). 


i 三 1 1 下 1 


用 一 方面 ， 取 B = 了 (56.)8,) + (6,.)68, 十 + (5.)s .eV, 则 
fa(a)= (o， B)= (Pxié1, DfEE,) 


1 三 1 kK=1 


= Tf E1) (1, €1), 


| 
油 于 {51， 后 < 上 是 太 的 未 准 正 交 基 ， 所 了 (355) = 0),, 
1 委 7， Rn, 因 还 
fs(a)= Tf E61 = Tif (E17) =f (0). 


jwlk=1 jwl 


向 4 的 任意 人 性 得 到 ，f = fs。 即 存在 向 量 BEV, 使 得 c(8) = jn 
= 了 了。 所 以 5 是 满 射 。 
XX ， 上 映射 0 是 保 加 法 的 。 事实 上 , 设 B,，B,EV， 则 go(B， 
+ B,)=fp,+p,. 而 
pei(2)= (xc BI+B,)= (0, BI)+ (oa, B,) 
=fp,(0) +fp,(0)= (fe,+fp) (ao), 
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因此 fps8,=fe, tfe,, Pio (B+B,)=0(B) +o0(P,). 

最 后 ， 映 射 6 是 保 乘 法 的 事实 上 , 设 六 R，BCV ， 贴 
6(%B) = fi18。 由 于 

fis(o)= (a, 人 B) = 人 (xc B) = Nfa(0) = (Mf) (a0), 

局? 以 fs=dfe, Bo (MB) = Ao0(P). 

于 是 映射 6 是 矿 到 V* 上 的 同 移 映 射 ， 从 而 Euclid 空间 信 与 
它 的 对 伪 空 间 /* 同 构 。 证 毕 。 

定理 2 设 {B1，,，…，B,} 是 7 维 上 uclid 空间 上 的 一 组 
基 ， 阳 {fa，jFa，…，fa 是 对 塌 空 间 上 的 一 组 基 。 筷 称 疗 . 
{8,， 有 :，…， 有 .的 对 饮 基 。 
| 证 由 定理 1 ,dimyV*=dimV =n。 因 此 只 第 证 明 ,fa p， 
…，fe, 线性 无 关 。 设 2,22 ,ER, Afp,t Asfpe, t+ 
+A 人 fa =0。 册 定理 1 的 证 明 街 


f (XUB+X28:+ +2Bo) 一 Mfa, 一 2p,+ … 十 入 js， =0， 


因此 对 任意 ctV， 有 
了 084+1Batee tho Bo) CO)=CaA BL+ti Bet th B,)=0. 
由 2 的 任意 性 ， 可 取 &=A1Bi+A,B,+… + 和,B,。 于 是 
(B+i,.B, + +h.B,, MBitA.B+.…+A,.8,)=0, 
因 引 7 8 + 人 8:+…+pB=0. 由 于 18:，8:，…， 有 .是 
斑 的 基 ， 所 以 人 =?s = 二 … = 入 ,=0。 这 表明 ，fp1,， fe:，… fp, 
线性 无 关 。 证 毕 。 
现在 转 到 nt 维 Euclid 空间 大 的 线性 变换 入 的 伴随 变换 A*。 
定理 5 设 4 是 ?4 维 Euclid 空间 广 的 线性 变换 ，(x， 有 8) 是 广 
的 内 积 。 则 对 给 定 的 向 量 BE , 存在 唯一 的 向 量 BEF ,使 得 对 任 
意 x%Er， 均 有 (4(D，B) = (a，B). 
证 记 太 ac)=(4(o，8B) 。 显 然 Fo) 是 矿 上 的 一 个 实 甘 
数 。 因为 4 是 产 的 线性 变换 ,所 以 对 任意 人 ，^,ER，a,，0,&V,， 
(Ac + co = (A a +A,0,), BB) 
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= (人 Ac)+ 人 4(a)，PB) 
= (A(x)，6)+2 (4(xs)，) 
= 人 (xi) 十 Acy) 。 
所 以 7( 轨 是 普 上 的 线性 函数 。 由 定理 1 ， 存 在 只 -的 Er ,总 
得 f= jz， 即 fo =f5(0) 。 因 此 (4(o ,8B) = (a,B)。 证 毕 . 
根据 定理 3 ， 可 以 引进 如 下 定义 。 
定义 2 设 A 是 # 维 Euclid 空间 产 的 线性 变换 。 定 义 太 到 由 
庙 的 变换 A* 如 下 ， 设 BEV, 则 存在 唯一 BEV , 使 得 (4 (w ， 有 ) 
= (4，B)， 于 是 今 A*(B) = 忆 。 变换 A* 称 为 4 的 伴随 变换 . 
定理 4 ”线性 变换 从 的 伴随 变换 AA* 是 线性 变换 。 
证 设 和 ，XsER，B,，RB:EF。 记 人 *(:B +2,B.) 


-一 (人 ， B, + 2。 则 由 定 义 
(o， A Bi+4:B;) = (A (0), A 5， 十 人 ， FR.,) 
= 人， (A(%, B.) + +4, (A (WD), | b.,) 
= 人， (a,B ,1) 上 + 人， (0, B,y : 
= (0&, ,有 ， +X2B:)。 


-二 
一 一 一 
(a, 4,B, 二 :Bs— (A B, +4, B,)) =0. 


出 2 的 任意 性 得 到 ， 2,B, 十 人 :请 := 人 ,B ,十 人， B,, BDA* (CA, e， 
+ 人 sp:)= 人 GAY*(B)+ 人 (8.)。 证 纶 。 
下 留 给 出 伴随 变换 的 一 些 例 子 。 
出 1 其 大 是 所有 4 维 实行 向 量 集合 达 同 标 准 内 积 一 起 构 或 
的 # 维 上 uclid 空间 。 设 4 是 4 阶 实 方 阵 。 则 出 4(x) = x A，, x7 
俐 确定 六 的 一 个 线性 变换 访 ， 求 的 伴随 变换 A4*. 
解 rn 维 Euclid 空间 大 的 内 入 (人 xX， 汶 为 
(X, YW) =XY TAY t+ VY = Ky’, 
其 中 x= (XX EV。 因此 对 
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给 定 的 ytV， 

(A(x), y)= (xA, y) =xAy’=x(yA’')' = (x, yA'). 
于 是 4*(y) =y4A'。 所 以 对 任意 xEV，A*(x) = x47。 

例 2 人 设 R” ”是 所 有 + 阶 实 方 阵 集 合 连 同 内 积 (X,Y) 
= 【rXY’ 一 起 构成 的 Euclid 空间 ,其 中 天 ,了 ERzxz 设 4 是 4 阶 
实 方 阵 .定义 R”? 的 变换 全 如 下 , 对 任意 XER**”， 令 A(X) 
= 态 A。. 则 A 是 RR”** 的 线性 变换 。 求 4 的 伴随 变换 A*, 

解 ” 对 给 定 的 YER”*”, 

~ (A(X), FY)= (XA, Y)= Tr(XAY'’) 

| =Tr(X(YA’)') =( YA’), 

因此 4*() = 了 A’。 所 以 对 任意 XER*** A*(X) = YA7 

例 35 设 天 [x] 是 所 有 实 系 数 多 项 式 集合 连同 内 积 (f (x)， 
900) =| fogcodx 构成 的 Euclid 空间 ， 其 中 fw)，g(x》 


”&kKLx]。 对 给 定 的 f(xX)ER[xI]， 定 义 REx] 的 变换 和 A 如下， 
对 任意 g(xX)ER[x]， 令 态 j (g(x)) = 了 (x)g(x)。 于 是 态 ) 是 RFExY 
的 线性 变换 。 求 入 /的 伴随 变换 A*， 

解 ” 设 h(x)ERExI]， 则 


(A (g(x)) ,h(x)) -| (f (x) g (x) hx) dx 


-| 9 (xX) (f (Xx) h(x)) dx 


= (g(x), f(x) h(x)). 

因此 4F (h(x)) = (x) 有 h(x) 。 即 对 任意 g(x)ER[x]，A* (g(x)》 
= 了 (xX)g(x) = 丰 , (g(x))。 由 g(x) 的 任意 性 得 到 ，A*= 4 ， 

伴随 变换 具有 以 下 性 质 ， 

定理 5 设 A4 与 B 是 n 维 Euclid 空间 玉 的 线性 变换 ,MER，， 
则 , | 
(1) (A+B)*= A+ B+*, 
(2) (A)*=7A*, 
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(3) (4B)*=BrAr 
(4) (A*)*= A. 
证 (1) 只 需 证 明 , 对 任意 BEV，( 和 A+B)*(B) = A*(F) 
+BB*(B)。 素 实 上 ， 由 伴随 变换 的 定义 ， 
((A+B)(e), B)= (ec, (A+B)*(B)). 
了 一 方面 ， 
((A+B)(%, B)= (A(W, B)+(B(a), B) 
= (0, A*(B))+ (a, B*(B)) 
= (a, (A*+B*)(B)). 
i 以 Ca (+ 放 )*(B)) = (a，(A*+B*)(B)), .由 a 的 任意 注 
但 到 ，(A+B)*(B) = (A*+B*)(B). 
(2) 山 伴 随 变 换 的 定义 ， 对 任意 2，BEV,， 
((3A) (0o), B)= (a, (A)*(B)). 
- 田 一 方面 ， 
((3A)(0), B)= (3A(a), B)=72(A (oa), B) 
| =A(a, A*(B)) = (a, (4A*) (B)). 
因此 (xc，( 人 4A)*(B)) = (co，( 人 4A*) (8B))。 由 的 任意 性 ， 
(人 4)*(B) = 人 人 A*(B)， 即 (他 )*= 人 有 *。 
结论 (3) 与 (4)》 的 证 明 方 法 相同 ， 略 。 证 毕 。 
下 面 的 定理 给 出 线性 变换 与 它 的 伴随 变换 的 方 阵 表 示 的 
联系 。 
定理 6 设 线性 变换 4 在 4 维 Euclid 空间 VV 的 标准 正 交 基 
1 上，…， 引 下 的 方 阵 为 4， 则 它 的 伴随 变换 4* 在 同一 
:组 基 下 的 方 阵 为 4。 
证 设 44= (Gj) nxn) 量 
A (&,, 6,， “"'y 6,) = (61, 6 ,， ”9 5,) A. 
出 AD) = ai64,j=1,2,…,n, 设 A* 在 基 {61，5,…，6,} 


R=1 


下 的 方 阵 为 B 一 (b,j)) xn 印 
A451 


A*(S,, 6,， "9 $,) = (3s1, $s,， “9 5) 也 。 


因此 A*(5)) = Di ;=1, 2 


太 二 1 
(A (Ss,), 51) = (3;, 授 * (5 ) )， ii, 1 安 ?、 
Fr 
(>》 ,asils, $1) = (5,,2 4b01151). 


=1 iami 


于 +2 


ey ey -~ ey ny 
Dj dri (Si, S11) 一 Di (5 51)。 


R=1 1 阁 一 车 | 
出 于 {5,， ce "sy 6 是 标准 正 交 其 ， 由 于 (31) 51) =0 719 
I 委 ;，1 委 8?。 所 以 由 上 式 得 到 


2 pi 
DOridei 一 2 bridis, 
k=1 1=} 


于 是 011=bij，1<i，j 志 n。 这 就 证 明 ，B = 4 '， 证 毕 . 
定理 ?7 1 维 Euclid 空间 VV 的 线性 变换 殷 的 不 变 子 空间 UU 的 : 
正 交 补 U! 是 息 的 伴随 变换 AA* 的 不 变 子 空间 ， 

证 由 伴随 变换 的 定义 ,对 任意 XU ，(A4(0)，B) 
= (%, 及 *(B))。 由 于 U 是 妥 的 不 变 子 空间 ， 所 以 A (0) EU 。 如果: 
BEU:, 则 ( 态 (0)，B) =0， 从 而 (a, 4*(B)) =0。 由 a 的 任意 性 
得 到 ， 有 A*(B)EU*:。 所 以 U + 是 息 * 的 不 变 子 空间 ，。 : 

最 后 给 出 2 维 Euclid 室 间 六 的 线 住 变 光 有 4 在 的 不 同 标 准 
正 交 基 下 的 方 阵 表示 之 间 的 联系 。 为 此 先 引进 定义 。 

定义 5 设 A 与 B 是 n 阶 实 方 阵 。 如果 存在 1n 阶 实 正 交 方 阵 
O， 使 得 8 =0O’40， 风 称 方 阵 A 与 也 正 交 相似 ， 

容易 验证 ， 方 阵 之 间 的 正 交 相似 关系 满足 自 反 性 ， 对 称 性 与 
传递 性 。 因 此 方 阵 之 间 的 正 交 相 似 关系 是 一 种 等 价 关 系 。 根 据 这 
种 等 价 关系 ， 所 有 1 阶 实 方 阵 的 集合 R**" 可 以 划分 为 正 交 相 似 
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等 价 类 ， 即 彼此 正 交 相似 的 方 阵 妇 在 同一 个 正 交 相 似 等 价 类 ， 而 
彼此 不 正 交 相似 的 方 阵 归 在 不 同 的 正 交 相似 等 价 类 。 与 矩阵 的 要 
抵 ， 方 阵 的 相似 相 类 似 ， 关 于 方 阵 的 正 交 相似 ， 有 两 个 基本 问 
题 ， 即 : 在 正 交 相似 等 价 类 中 如 何 选取 代表 元 ? 如 何 判定 两 个 方 
阵 是 否 正 交 相 似 ? 也 即 方 阵 在 正 交 相似 下 的 全 系 不 变量 是 什么 ? 
这 些 就 是 方 阵 在 正 交 相似 下 的 标准 形 问 题 。 本 章 将 讨论 某 些 特 丈 
类 型 的 方 阵 在 正 交 相似 下 的 标准 形 。 | 
应 当 指 出 ， 对 于 正 交 方 阵 O， 它 的 道 方 阵 0 = 0 ， 因 此 正 
交 相 似 的 方 阵 一 定 相 似 。 反 之 ， 相 似 的 方 阵 并 不 一 定 正 交 相 似 。 
另外 ， 正 交 相 似 的 方 阵 一 定 是 相合 的 ， 反 之 也 不 斥 然 。 
定理 8 设 A4 和 B 是 ft 维 Euclid 空间 信 的 线性 变换 及 分 别 在 
的 标准 正 交 基 和 1，52，…，3,} 与 {1，7;:，…，7,} 下 的 方 
阵 ， 则 方 阵 4 与 8B 正 交 相 似 。 
证 由 假设 ， 
六 (人 5， Es.) = (5 …， 5) A, (7.3.1) 
A QO,, joy sg Na) = N72 7) b. (7.3.2) 
由 本 章光 2 节 定 理 5， 
(7 Ta a) = S19 Gas EO, (7.3.3) 
其 中 口 是 革 个 4 阶 实 正 交 方 隆 。 因 此 
A 7 7 1) = (A §2, ,£5,))O. 
出 式 〈7.3.1》 得 到 
A ，7:，…，71) = 51 £62, 6a) AO., 
出 式 (7 .3,3) 得 到 
A Pa a) = a 1a) OAO,. (7.3.4) 
比较 式 (7.3.2) 与 式 (7.3,4) 得 到 ，B =O0 AO。 即 方 隆 4 与 
B 正 交 相 似 。 证 毕 ，。 


>] 题 
1， 设 及 是 nn 维 Euclid 空间 人 VV 的 线性 变换 ,证明 , Tr(A*4) 
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0， 其 中 等 式 当 且 仅 当 线 性 变换 人 为 零 变换 时 成 立 。 

2。 设 妨 与 BB 是 n 维 Euclid 空间 人 V 的 线性 变换 及 与 B 可 
交换 ， 有 A* 与 及 可 交换 。 证明， 有 4 与 BB 也 可 交换 ， 

3。 设 4 是 7 维 Euclid 空间 VV 的 线性 变换 。 证明， 有 殷 的 伴随 
变换 息 * 的 象 空间 A4*(V) 是 人 的 核 Ker 妇 的 正 交 补 。 

4。 设 太 是 n 维 Euclid 空间 信 的 可 逆 线 性 变换 。 证 明 有 的 
伴随 变换 A 及 * 也 是 可 逆 变 换 ， 并 且 (和 4*)-， = (4)*. / 

5。 设 B86 与 7 是 nn 维 Euclid 容 间 VV 的 固定 向 量 . 证 明 ， 由 
4(o = (a，B)Y 所 定义 的 变换 4 是 太 的 线性 变换 ， 其 中 oY 
求 4 的 伴随 变换 A*. 

6。 设 尺 ,[x] 是 所 有 次 数 小 于 4 的 实 系 数 多 项 式 集合 连同 内 
积 (f(x)，g(x)) = 了 3f (x)g(x)dx 构 成 的 Euclid 空 间 ， 其 中 
了 (x)，g(x)ER,[x]。 设 D 是 RR,Lx] 的 微 商 变 换 。 求 DD 的 伴 随 变 
换 D*。 

7。 设 R*** 是 所 有 % 阶 实 方 阵 集合 连同 内 积 (X,Y) = Tr(X 
Y ') 构 成 的 Euclid 空间 ， 其 中 苹 ，YER”"**， 设 PP 是 圈定 % 阶 可 
道 方 阵 ， 由 4 。(X) = P~!XP 所 定义 的 变换 六 ， 显 然 是 R"** 的 
线性 变换 ,其 中 ER***"。 求 和 4 的 伴随 变换 肪 }， 

8. 设 {o1，0;，…，0,} 是 1n 维 Euclid 空间 VV 的 标准 正 交 
基 ， 矿 的 线性 变换 双 在 这 组 基 下 的 方 阵 4 = (a, )) ,ws。 证 上 明 


G11= (A(a), 0), li, je<n, 


3 7.4 规 光 变换 


本 节 讨 论 1 维 Euclid 空间 信 的 一 类 重要 的 线性 变换 ， 
定义 1 有 果 # 维 Euclid 空间 矿 的 线性 变换 人 与 它 的 伴随 
变换 A* 避 交换 ， 即 44*= 4*4， 则 4 称 为 规范 变换 。 
很 据 本 章 第 三 节 定理 6， 如果” 维 Euclid 空间 赦 的 线性 变 
澳 丰 在 信 的 一 组 基 下 的 方 阵 为 4， 站 它 的 伴 蝴 变 换 4* 在 同一 
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组 基 下 的 方 阵 为 4 ， 因 此 可 以 引进 规范 方 阵 的 概念 如 下 。 

定义 2 如果? 阶 实 方 阵 4 与 它 的 转 置 4 5 可 交换 , 即 4.4/ 
= A’A4， 则 方 阵 4 称 为 规范 方 阵 。 

关于 规范 变换 ， 有 

定理 1 设 有 A 是 nn 维 Euclid 空间 这 的 线性 变换 ， 则 下 述 
信 题 等 价 。 | 

(1) A 是 规范 变换 ， 

( 2) 对 任意 c€V ,上 A (四 = A* 0) 

(3) A 在 了 的 标准 正 交 基 下 的 方 阵 为 规范 方 阵 ， 

证 (1) 之 (2)。 对 任意 .ac 矿 ， 

AC l= (CA, AC())= (0, A*A (nD)). 

因为 A 是 规范 变换 ， 所 以 AAA* = A*A， 因 此 

A(W) = (C0, AA*(0)) = (AA*(a), a 

= (A*(0), A*(0m))=|A*(l’, 
所 以 (2) 成立 。 / | 
(2) 之 (3) 。 设 {1，5,，…,$,} 是 矿 的 标准 正 交 
其， 目 和 
A(El, Es £7, Ei) = (人 6， €,) A, 
其 中 女 是 4 阶 实 方 阵 。 加 本人 家 5， 人 的 人 所 A， 
在 这 组 基 下 的 方 阵 为 4/， 
A*(E,, £,, gy, E,, ', £,)A'. 

记 L4= (ga;;) .xa。 则 ] | 


A(Si) = 2 ar16s, A*(§,) = 2 01151， 1 委 ) 委 9。 


=1 i =1 


于 是 


(A(E,),A(E,)) = (Da, Das,) 
k=1 1 =1 


一 y Dao (6, ) 。 


k=l 二】 
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因为 {€， ,6 3s} 是 广 的 标 准 正 交 基 ， 所 以 《也 ,6 1) = 0,1s 
1 过 h，1 志 mn。 因此 


(A(E,), A*(E,;)) = 中 oa xz ) 一 -a ;js, 


Amwl l=1 
A’A=P= (bi1) ,x:. 此 式 表 明 ， bii;= (A(E.,), A (€,)), 
i 三 i，j 夺 %4。 同 理 ， 


(A*(E.,), A*(E,)) = jaiidis. 


| 王 卫 
记 .44' =C= (cj) ,vy，,。。 上 式 表明 ,，c, j= (A*(6,) ,A*(6,;)), 
1<i, jj}n。 
由 于 
(A(E,+E1) ,ACGE +E)) = (ME) + A(GE), A(E)+ AE,)) 
= (A(E6,), A(E)) +2 (5.), A(E)) + (A(E), A(E,)), 
弄 由 条 件 〈(2)， 
(A(E,+61), ASE, 6)) = (A*(E, +E)), A*(E, +€,)) 
= (A*#(6) + A*E)), A*(E,) + A*(E,)) 
= (A*(E,), A*(E)) +2(A*(E,), A*(E,)) 
z + (A*(E,), A*(E,)), 
(AE,), A(E)) = (A*(E,), A*(6;)). LL, ;= 5,3; 
1<i, J<n。 期 4'4=4A4’, 这 就 证 明 (3) 。 
(3) 之 (1)。 由 本 章 第 3 节 定 理 5， 
人 (人 = (1 6, ,.) A 
(EE ss) = (E15, 6.) A’, 
其 中 千 1 ,6，，… ,$5,} 是 六 的 标准 正 交 忒 。 因 此 ， 
A EE, ) = (SE, ,S.A’'A, 
A ,Fy ) = (EAA’. 
1 于 方 隆 4 是 规 注 的 ， 夺 以 4’'A= -AA’。 因此 ， 


A 本 二 ‘EE ), 


和 5b 


于 是 *A = 4*。 这 就 证 明 《1 ) 。 证 毕 。 
定理 2 规范 变换 怒 的 象 空间 Im(A) 的 正 交 补 (Im(A)) 
=kerA. z 
证 设 6k(IimA)-。 虽 对 仁 意 发 六 (AD 8B) =0. 因此 
(x 4*(8)) =0。 由 4 的 任意 性 得 到 ， 有 A*(B6) =0。 由 定理 1， 
人 (868)=0， 即 Bkker(4). 所 以 (Im(A)):Cker(Ad). 
反之 , 设 BEker (44) =0, 则 4(B) =0. 由 定理 1, 4A*(B6) = 0。 
畴 此 对 任意 VF，(a, 态 *(E))=0。 基 得 (A(0),B)=0, 由 a 
的 任意 性 ，EE€(Ilm 态 ) ~-。 所 以 ,ker 有 AC (mA):、 从 而 (1m 有 A)+ 
=key(A4)。 证 毕 . 
注 定理 2 的 逆 命 题 不 成 立 。 请 读者 自己 举例 说 明之 。 
定理 5 设 4 是 ? 维 了 上 uclid 空间 V 让 的 规范 变换 ，f (4) 与 
g( 人 是 实 系 数 多 项 式 ， 则 
(1 ) 三 (4) 是 规范 变换 ; 
《 2) 设 1 (24) 与 9(4) 互 索 ， 昌 ff( 人 ) (a) =0,9(L) (8) = 0， 
Qa,EeV, Wa BB, : 


友 
证 (C1) 设 f(2) = >jaj41， aosQd19 sasER .Mf(A)= 


i=8 


和 友 
yj/ 由 本 章 第 3 章 定理 5, (f (4))*= yy a;(A*)i=/(A*)， 
) 一 站 


了 一 0 


才 
因为 及 是 规范 变换 ， 所 以 AA* = A*A。 因此 f (4) A= aj 


;=0 


1A= yoi 及 (同和 1= ACM) ,从 而 ,f(A*) A'= A 


了 一 
f(A, 其 中 了 是 非 负 整 数 。 由 此 得 到 ，j(49)F(4) = 了 (4) 
ef (4”) 。 这 就 证 明 ，J(A) 是 规范 变换 。 
(2) 因为 1(%) 写 9(^) 互 素 ， 所 以 往 在 4(A) 2 CATA]， 
使 得 & 人 GOD) +o()9(00 =1, 因 此 4s(A4)f (4) +v(A)g(A4)=1. 
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由 于 (A) (a) =0，9(4) (8) =.0， 所 以 
x={(0) =v(A)g(A) (oa), 
B=1(B) =u(A)f (A) (BB). 


(a,B)= (v(A)g(A) (mm , u(A)f (A) (BB)) 
= (Vv(A)(a), u(A)f (A)g(A)*(B)). 
由 结论 ( 1》 ，9( 有 态 ) 是 规范 的 . 由 定理 1， g(A)"* (B) =0., 
因此 ，(a,B) = 0。 所 以 LB、 

定理 4 设 d() = (4-a)? +b* 是 4n 维 Euclid 空 间 广 的 规 
学 交 换 态 的 最 小 多 项 式 ， 其 中 ab 为 实数 ， 且 之 0， 则 n=2k, 
为 正 整 数 ， 并 且 存 在 人 的 2 维 不 变 子 空间 VW, ，: … 了 使 得 

《1) 当 ;##7) 时 ， 广 : 工 方 ， 即 对 任意 性 三， BEV a 与 
B 正 交 ， : z 
(2) VV =V,OV ,0.…0V,; z 
(3 ) 行 在 广 的 标准 正 交 基 {B,;-,,B,;}， 使 得 
A(B,.,-1)=aB,;.1-bB,.,, : 
人 1+aB,;, 
其 中 1 = 1,2,…,k， 

证 如 果 % 是 奇数 ， 则 及 的 特征 多 项 式 PC 是 奇 次 实 系数 
多 项 式 ， 因 此 人 具有 实 特 征 值 人/,。 于 是 人, 是 d(2) 的 根 . 但 d (Xy 
= (A 一 a)"+b” 只 有 复 根 a 土 ip，5b 关 0, 耶 盾 。 所 以 n=2k。 现在 
对 & 用 归纳 法 证 明 其 余 结论 成 立 。 


当 R=1 时 ，n= 2. 记 B== (A-aD). 因为 4 是 规范 的 、 


所 以 由 定理 3 ,B 也 是 规范 的 。 由 于 d (4) = (4 -aD:+b:[=0， 

改 B +1=0。 因 此 信 中 存在 单位 向 量 B,, 使 得 B( PB,) 寺 0。 

记 B,= 一 B(B,)。 因为 B+1=0， 所 以 B(B,)=-B’:(B.Y 

=1(B,) = B,。 于 是 
4(B,)=ap,-178，， 


458 


4(6,)=b6,+ap，,. 
下 面 证 明 ，{B,,B,} 是 V 的 标准 正 交 基 。 
因为 B(B,) + 6,=0,B(B,) -B=0, 所 以 
IB(B,) +B.,l*+IB(B.,)— Bl’ 
=||B(B,)N’ +2(B(B.),B,) +lB,l’ +lB(B.) 
-2(B(B.,),B.) +|B ,l=0. 
由 于 B 是 规范 的 ， 所 以 对 任意 2 ，|lB(ol=ijilB oj。 因此 ，. 
IB(B :+2(B(B,),B,) +1B,)’+IB(B,) | 
-2(B(BP,),(B,) +|B1l’ 
= |B*(B,)*+2(B(B,),B,) +|Bll’ 
+]B*(B.)|* -2B(B,),B,) + ,ll’ 
=|B*(B,))*+2(B,,B*(B,)) +liB ,ll’ 
+lB*(B)) ~-20B,,B*(B,)) +lB ,| 
= IB*(B,) + Bl +HB*(B)-B.,l =0. 
所 以 B*(B,)=B,,B*(B,) = ~ Bb. 于 是 
(B1,B2) = (-B*(B,),B,)= - (8B,,B(B,)) 
= — (B,,B.)= - (Bb, ) 。 
所 以 8 8:)=0， 即 8 上 PRB .又 
18: 时 =(8:,8)=(BG8 8:)=(8B”(B2)) 
= (B,,B) = Bl . 
由 于 6, 是 单位 向 量 , 因 此 8, 也 是 单位 向 量 , 这 证 明 ，148,,8,} 
是 了 的 标准 正 交 基 。 所 以 结论 当 有 R= 1 时 成 立 、 
现在 设 结论 对 名 -1 成 立 。 下面 证 明 结 论 对 成立。 仍 记 避 
= 二 (A-oD), 则 B+1=0。 于 是 存在 单位 向 量 8,sY， 使 得 
.B(B,)#0. 记 B,=-B(B,)。 重复 上 段 证 明 可 乱 ,， Bi,E;, 是正 
交 的 单位 向 量 ， 而 且 
(8 )=ap 一 268，， 
4(8,)=pp +ap:， 


六 中 由 B, 与 有 .生成 的 子 空间 记 为 六 。 显 然 ,{8,,8:} 是 天 ,的 
标准 正 交 基 , 曾 且 广 : 是 及 的 不 变 子 空间 。 由 本 章 第 2 节 定 理 7 ， 
六 = 三: 个 广 放 乡 的 标准 正 交 基 为 ts 5 。 别 | 
{B,,B,,$,,5,,… ,6,4} 是 人 的 标准 正 交 基 ， 而 且 / 

)» 


A A 
A(B.,,B,,s, 9 4 9 9S sk) 一 (58 5 人 


了 


其 中 4=(_ 8 2)。 由 本 章 第 3 节 定理 6 ， 


A*(B,,B, ,5s p56 9" 9S 2) 


4，0 
= (Bl,Bs,Es 5 ， ， 
-41 A,, 
因此 
AA*(B,,B,,S,,6,,..,S,.) 
A, A,, 4 ， 0 
= (B, ,Bs ,6,,6, ,S21)( 
A,, Al, A,, 


A*A(B,,B, ,3 p54 9" S22) 
Al, 0 A,,， A,, 


0 4, ( 0 4 


因为 万 是 规范 的 ， 所 以 
销 (2 0 A 0 ) 人 
0 A,, A'， 人 A,, 0 A,, 
由 此 得 到 441441+ 41,4， = A141,。 取 两 端 方 阵 的 迹 , :得 到 
A,, = 0. 村 证 
A(s, ,5% Ss) 一 (5 ,5 5 :) A,,. 
这 表明 ,Vi 是 人 A 的 不 变 子 空间 . 
考 店 线性 变换 和 在 的 限制 人 |,:。 显 然 4 的 最 小 多 项 式 
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d() 是 4 的 化 零 多 项 式 ， 因 此 人 |v; 的 最 小 多 项 式 4(X) 整除 


dX) 。 由 于 d() 是 在 实数 域 上 不 可 约 的 多 项 式 ， 因 此 3CD) = d(w, 、 
于 是 由 归纳 假设 ， 存在 入 | 的 2 维 不 变 子 空间 V， 了 ， ,Vs 


使 得 Vi= 矿 ,人 BF, 多 … 的 记 ,， 其 中 当 i j 时 让, 让 ;， 而 且 信 具 
有 标准 正 交 基 {B ,i;-;,B,;}， 使 生 
Alyi(B,i1-1) =aB,i-1 + bps, 
Alyi(B,.1) = -6bB,1-1 t+apP2is 


其 中 1 =2,3,…,R。 由 于 有 丰 |y: 是 及 在 上 的 限制 ， 所 以 VV 


… ;是 及 的 不 变 子 空间 ， 而 且 
A(B,i-1) =aB,i-i tboBP2i, 
1 =2,3,. 5R, 
A(B,;)= -bPB,i-1+taB,i. 
于 是 让 ,了 ，,…,V, 即 是 所 需 的 及 的 2 维 不 变 寺 空间 。 箱 理 4 
证 毕 ，。 
定理 5 设 规范 变换 及 的 最 小 多 项 式 d 0) 的 全 部 不 同 的 不 可 . 
约 因 子 是 0-a)*+6b?, 0-as):+b2,.…, (A—a,) +b?, 
TO ， 其 中 Gyasy pyG yy7 li， 
4: ,+ 人 :是 实数 ， 而 2 ,D:，…:D, 是 正 数 。 珊 j 
《1 ) 每 个 不 可 约 因 子 都 只 能 在 d(A) 中 出 现 一 次 ， 即 
d(2) =(( 人 一 G) 十 Di)((N 人 一 9) 十 吕 2) 
(一 0 )2 十 DA 一 人 (一 人 
(2) 六 中 存在 两 两 正 交 的 种 的 不 变 子 至 间 WW ,， WW ,， 四 
WW,, st ,, +, 使 得 入 在 矿 ; 上 的 限制 及 | ;的 最 小 多 项 
式 di(4) 为 
: (A—a1) +67, 1l<;}<&s, 
qd ji (人 ) = 
人 人 一人/ 2s +t 1< /R25s+t+t; 
(3 ) VT=W.BY,PB..BY, PF,, PBN,,+.. 
461 


GCCA)=(( 人 一 0)2 二 Di 一 0 7)2 + b2)°2.: 

((A—a,)’ +02)° :CA— A ,41) 2 tt (A A,r) 2 +t, 
-其 中 eye … eye …yeaiii: 是 正 整 数 。 设 革 个 erj 疡 2， 且 
记 相 应 的 不 可 约 因 子 为 bi(X3)。 记 : 
qd (人 ) 
pi(X%) 
于 d(%)=p?(X)gi(%)。 因 为 d(2) 是 及 的 最 小 多 项 式 ， 所 以 d( 及 ) 
= p:( 太 ygj( 态 ) = 0， 即 对 任意 a&V， 

pi(A)(g;(A)(u))= 0., 

即 pi(A)gi(A)(o)tKer(pi(A)). 又 pi(A)gi(A)(lo) 
人 Im(pi( 态 )), 因 为 有 是 规范 的 ,所 以 p;( 态 ) 也 是 规范 的 ,由 定理 2、 
Ker(p;(A))=Im(p;(A)) .所 Mp (A)g (AA) Emp (A)) 
NlIm(p;( 有 AA))+:=0。 有 即 对 任意 a&V ,pj( 太 )gj( 太 )(a)=0. 这 家 
有 明 ，pi;(4%)gi(4) 是 态 的 化 零 多 项 式 ， 其 次 数 显 然 小 于 d(X) 的 次 
数 ， 了 矛盾 。 所 以 每 个 不 可 约 因 子 p;(*) 只 能 在 d(*) 中 出 现 一 次 ， 
. 即 结论 《1 ) 成 立 ， : / 


现在 记 方 (入 ) =- 


gi(A)= 


CD 
pi(2) 
+b7， 当 423+1 委 ) 委 43+ 时 pi(4)=A-A,41。 设 人 Wj;= 
Ker(p;(A)). BBEW ,Np;(A)(B)=0. 因此 pi;(A)(A(B)) 
= 及 (p;( 有 态 )(B))=0。 所 以 A(B)EV;。 有 即 太 ; 是 态 的 不 变 子 空 
; 间 。 记 妥 在 矿 ; 上 的 限制 为 及;。 由 于 对 任意 BEWV ,pj;(AA;)(B) 
= pj;( 态 )(B)=0， 所 以 pi(4%) 是 态 ; 的 化 零 多 项 式 ， 因 此 有 ;的 最 
小 多 项 式 整除 pi;(^) ,但 p;(*^) 是 实数 域 上 不 可 约 首 一 多 项 式 , 所 以 
光 1(^) 即 是 及; 的 最 小 多 项 式 。 显然 当 1 关 7 时 p(X》) 与 pj; (4) 互 素 ， 
并 且 对 任意 BitWV ,BitWV ji,pi(AA)(B;)=0,pi:(A)(B,) =0. 
: 由 定理 3 ,B,J4B;。 因此 ,Vy 玉 ,, 矿 p19g 了 VY,4 ;是 
:两 两 正 交 的 子 空间 ， 
由 于 了 164), 了 260A) f(A) ,411(4),… ,了 ,+:(4) 互 达 ， 
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. 
其 中 当 l<]) 志 8 时 pj;(2%)= (4-aj)? 


所 以 仔 在 实 系 数 多 项 式 4 CA) Us (人 ) 2 (人 )， 4, + 人 A)， "9 
3 CA)， 使 得 和 ti(X) 太 (人 ) = 1 即 2.2i(4)F 记 4)=7。 于 - 


是 对 任意 ok7， 
2a=7y(o)= zi AAA)F(A)(o)， 


由 于 pj(A)(uj(A)fi(A))(0e) =u (A)pi(A)fi(A)(0) 
= Wi(A)d(A)(a) =0， 所 以 ui( 有 及 )f ji( 太 )(a)tW;。 因此 
V=W+W, + + WW +tW, ,t+W,,+r;。 
因为 VY 玉碎 两 正 交 ， 所 以 
V =W .BW .BL…PH, BW,,, PLP,,,,. 
这 就 证 有 明 结 论 〈《 2 与 结论 (3) 成立。 定理 5 证 毕 ， 
下 面 是 关于 规范 变换 的 一 个 主要 定理 。 
定理 6 设 4 是 ” 维 Euclid 空 间 大 的 规范 变换 。 则 存在 2 维 
不 变 子 空间 矿 , ,入 ,，…, 矿 , ,和 1 维 不 变 子 空间 矿 , ,3 矿 ; 9 
广 .， 它 们 两 两 正 交 ， 且 
V =V ,BV .DBD…BY ,Br,,,D…OV,. 
并 且 存 在 大 的 标准 正 交 基 {Bs1-1,Bsi1}，j=1,2,…,s， 以 及 - 
,的 单位 向 量 B，,8=2s+1,2s +2,…,n， 使 得 扫 在 广 的 标准 正 . 
交 基 {B11,B,,…,B,} 下 的 方 阵 是 如 下 的 准 对 角形 ， / 


! b, ， 5b, 
te(( 人 和 加 


其 中 bb,，…,b, 是 正 数 ，a1 ,4 ，… aA +19 和 2 4429 24 是 实 : 
数 , 并 且 a, 士 Da: 士 10:，…a, 十 iD， 人 是 帮 
的 全 部 特征 值 ， / 
证 由 定理 5， 可 设 从 的 最 小 多 项 式 d(A) 为 
dM)=(M-4) to- a) +62)..: 
(Ma) FOTN hs) NN, )， 


GQ, 


而且 
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V =W ,BW .DBDW OV, BDV, 
:其 中 未 /是 态 的 不 变 子 空间 ， 且 当 1<7 过 1 时 ， 有 所 在 这 ;上 的 限制 
.有 1y 的 最 小 多 项 式 是 (9 一 41)* + *， 当 21+1<j<21+t 时， 
及 在 玉 ; 上 的 限制 信 ]y ;的 最 小 多 项 式 为 一 4;。 显 然 丰 1,; 仍 是 规 
旋 的 。 因 此 由 定理 5， 

Wj =; BY,D'%…DFj,,, 
其 中 Fi;,、…,V;, ;是 两 两 正 交 的 和 |。， 的 不 变 子 空间 ， 而 
生存 在 了 ; 的 标准 正 交 基 {B2ii1. B10 }， 太 |v 在 Vi; 的 标准 正 
交 基 {8 ,6 和,…,B;ti7 8 下 的 方 阵 是 


a bi Cj ai | 
diag(( ~ ),…,( ~ )), 1=1,2,.…,1. 
pb; al 一 OF Qi 


kj 个 

当 21+1<j<21+1t 时 ， 妥 ]y ,的 最 小 多 项 式 为 ~7)。 因 此 Alyr 
-=4,11， 其 中 1 是 访 的 单位 变换 。 所 以 入 1， 在 奢 ; 的 标准 正 交 
基 {B ,8B (3 ,…， B41 } 下 的 方 阵 是 纯 量 方 阵 ZT 6) ,并 且 人 V， 
可 以 表 为 基 疝 量 B 六 生成 的 一 维 子 空间 六 的 直 和 ， 印 

Wi;=V .DVD…OV,, 21+1<j<2l+t. 

显然 ， 子 空间 VV; ;是 和 4 的 不 变 子 室 间 , i = 1,2,… ,hj ,j=1， 

2 ,211+1 21+f+， 而 有 

V =V ,OBV, ,DBDY ,DPDY,,, 


、 PV, OD ,+ 
:条 时 ， : 
{B ‘1 有 人 BA 有 23 S$ "ss 

下 全 信人 
是 1 的 标准 正 交 基 ， 而 且 规 范 变换 及 在 这 组 基 下 的 方 阵 即 是 方 陈 
《7.4,.1) 。 定 理 6 证 毕 ， 
定理 6 的 矩阵 形式 在 下 面 的 定理 中 给 出 。 
定理 1 迹 0 十 1 0, +tib,,…,a, 1b,, A,s+13 4 ,2 


.464 


… 是 区 阶 实 规范 方 阵 4 的 全 部 等 征 信 ， 其 中 Gil G:，…59:， 


Msstishaetas’”y 人 ,是 实数 ， Bb ,D2 0, 是正 数 ， 则 方 阵 4 
交 相 亿 于 如 下 的 谁 对 角形 ， 
a b , CD， 
diag ， ， 
(人 


( 2 Mastl Nos+try ?,). 


并 且 规 范 方 阵 的 特征 信 是 规范 方 阵 在 正 交 相似 下 的 全 系 不 受 后 . 
证 讼 {aa s29""" ,是 pe 2 Euc! id 容 条 扩 的 标 涛 正 克 二 


则 量 
Alay ,oases 0 ) = (0 ,0 sn ) A 


俩 确定 了 的 一 个 线性 变换 及 ,由 于 方 阵 4 是 规 沁 的 ;所以 下定 理 1、 
入 是 规范 变换 。 由 定理 5， 及 的 最 小 多 项 式 d() 为 
dD) C0) + hI a,)? + B23) (A— 4) +6?) 
*。( 人 一 05141) (人 一 人 :+ )。 


dM) = AH +i0 (一 2 一 这 )…( 和 一 2 二) 
(MA id) Hh) hr), 

其 中 一 次 因子 两 两 不 同 。 由 于 有 A 的 特征 值 一 定 是 d(*) 的 根 ， 因 此 
G1 十 iB， 5, +ib,， 十 i6,， 和 1， ， 和 ,14; 是 凤 的 全 
部 不 同 的 特征 值 。 所 以 可 设 

ajy+tib;=a;tib), 71=1,2,.,!， 
Miri = 和 1= < 


d(A)=((A+a1) 二 iDi 2 )(( 人 一 G。) + ib3)... 
(人 一 GD2)02 一 人 人， (一 人 +)。 
于 是 由 定理 6， 存 在 的 标准 正 交 基 {B 1, 和 ,，,…,B,}， 使 得 A 在 
这 组 基 下 的 方 阵 即 为 (7 .4.1) ,由 于 线性 变换 及 在 不 同 的 标准 正 交 
基 下 的 方 阵 是 正 交 相似 的 ,因此 规范 方 阵 久 相似 于 方 阵 (7。4.1) 。 
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显然 ， 相 似 的 方 阵 的 特征 值 相 同 ， 因 此 正 交 相似 的 规范 方 阵 
的 特征 值 相同 。 反 之 设 规范 方 阵 4 与 8 的 特征 值 相同 ， 则 方 阵 4 
与 8 都 正 交 相似 于 同一 个 形 如 (7.4.1) 的 准 对 角 方 阵 C。 所 以 4 
与 B 正 交 相 似 . 这 哎 证 明 ， 规 汇 方 阵 的 特征 信 是 规范 方 阵 在 正 交 
相似 下 的 全 系 不 变量 。 

例 1 设 n 阶 实 规范 方 了 泗 A 与 + 脐 实 方 阵 可 交 换 。 证 明 方 
阵 4 与 可 交换 。 

证 法 1 欲 证 48'/ = 8 4， 即 483/ - B/4=0， 由 本 童 第 一 
0 例 3 可 知 ， 所 有 % 阶 实 方 阵 的 集合 R”* 连同 内 积 (站 ,了 ) 
= Tr《( 义 Y') 构 成 一 个 Euclid 空 间 , 其 中 了 ,YER***， 于 是 方 阵 玉 

CR*** 的 范 数 为 上 |X 上 = Tr 生 夺 / 。 由 内 积 的 恒 正 人 性 可 知 ， 方 阵 闷 
为 等 方 阵 的 必要 且 充 分 条 件 是 Xl = TrXXX' =0。 因 此 所 和 欲 证 
的 结论 即 化 为 Tr(AB’ -BA)(AB’' -BA’)'=0， 由 于 

Tr(AB’ - B’A)(AB’ - B’'A)’ 
= Tr(AB’ ~ B’A)(BA’ - A’B) 
= Tr(AB’BA’ - AB’A’B- B’'ABA’ + B’'AA’B), 
且 Tr(X) 是 R”** 的 线性 函数 ， 所 以 
Tr(AB’ - B’A)(AB’- B’A)’ = TrAB’BA’- TrAB’A’'B 
~ TrB’ABA’ + TrB’AA’B,. 
因为 TrXy7 = TrY 了 XX， 所 以 
Tr(AB’ ~ B’ A)(AB’ - B’'A)’' = TrA’' AB’'B 


— TrBAB’A’— TrB’ABA’ + TrAA’BB’ 


Tr(AB’ -BA)(AB’ —- B’A)’' = TrA’AB'’'B 
-ITrABB’A’—- TrB'BAA’ + TrBB’AA’. 
因为 方 阵 A 是 规范 的 ， 所 以 A44A' = A'’A， 因 此 
TreAB’ ~ B’A)(AB’ —- BAY)’ = TrAA'’B’'B- TrABB’A!’ 
-1rB’BAA’+TrBB’A’A. 
466 


再 由 TrXY = TrY 得到， 
Tr(AB’- B’A)(AB’-B’A)’= TrB’BAA’ 
-TrBB’A’A- TrB’BAA’ + TrBB’A’A=0. 
因此 AB’' = B'A。 即 方 阵 4 与 B' 可 交 摘 ， 

证 法 2 设 方 阵 4 的 全 部 不 同 的 特征 信 为 a1 土 ib6,,0s 土 ib, > 
0 十 ID 49 其 中 aay，…，G，， 人 。， + 1 ee 
+s 是 实数 ，5 5，…D, 是 正 数 ， 而 且 相 应 的 代数 重 数 为 
e1629…9C19621s+19"…9282;+1。 由 定理 7 ， 存 在 1 阶 实 正 交 方 阵 
O， 使 得 

O’ AO = diag (D,,D,,:…,D,,D,,:,,…,D,,+,) =D, 

其 中 当 1<<7<<s 时 ， 
D,=diag(( 


Qi b， 


~—b; a; 一 已 ; CG ; 


| 

当 2s + 1 过 7 过 2s +t 时 Dj; = 4 ,) ,由 A4B= Bh 得 到 ，(0O’ AO) 
“(0O BO) = (0’ BO) (0 AO0). 记 B =0’BO. 则 DB= BD, 将 方 
阵 良 按 方 阵 DD 的 分 块 方式 分 块 ， 并 记 为 避 = (B14)。 于 是 由 BD 
=DB 得 到 ，Bi1D; =D,B;;。 当 i 天 7 时 ， 方 阵 D; =Dj 没 有 公共 
特征 值 ， 因 此 由 第 六 章 第 6 节 例 8，B;;=0。 于 是 

B=diag(B,1 ,BbB,s,B,,+1, sb,,+:), 
并 且 Bjy;Dj=DiBj:。 当 1<1 志 $s 时 ， 


. os 
Bing(( es ,) 
b b, 
= diag ( 人 有 Br， 
将 1, 按 方 阵 diag((_ 0 人 志方 式 分 
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b 
为 Bi = (C41) ,其 中 C1 是 2 阶 方 隆 .由 上 式 得 到 C4 


ai 
- 


SU Ul 


人 


ec,,. itC ， = 人 


Qj C 
aas— bb;=aa; + co;, 
ab;+ba;=ba; +dob;, 
ca; ~ db;= ~ab;+ca;, 
cb;+da;= ~ bb;+daj, 

因此 ，c= -c，a=d， 即 

a 5b 


Cul a ) 


a; Di a; bi 

= )Cri, 1<h, 1<e1, 
—b; aji -bi Ci 

B;i1D;=DiB;1, 1<ji<s,. 
当 2s 二 1T 委 1 和 2sS 二 1 时 ， 已 ;= 人 ie) ， 因此 Bj;Dy=DjByy。 
所 以 BD=DB'. 即 0'B'O.0’AO0=0’AO0.0'B'O。 因此 
B'A= AB’， 证 毕 ， 


) 


于 是 CS 


习 是 

1。 举例 说 明 ， 方 阵 4 本 身 不 是 规范 的 ， 但 它 的 平方 4 却 是 
-规范 的 。 
2。 证 明 ， 规 沧 方 阵 .4 与 已 正 交 相似 前 必 要 且 充 分 条 件 是 ， 方 
舞 4 与 互相 似 。 

3。 方 阵 .4 与 4 .4 可 交换 ， 方 阵 .4 是 否 一 定 是 规范 的 。 

4。 证 明 ， 一 组 两 两 可 交换 的 规范 方 阵 可 以 同时 正 交 相似 于 
- 准 对 角形 。 即 设 I 是 下 标 集 合 ， 规 范 方 阵 集 合 {4,，v&7} 满 足 ; 
.对 任意 v, L&I，A,A, = A,4A,， 则 存在 正 交 方 阵 OQ, 使 得 方 阵 
:0*A,0 为 定理 6 中 准 对 角形 (7.4,.1) ， 其 中 vf。 | 
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5。 证 明 ， +1 阶 实 方 阵 4 为 规范 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 存 在 
实 系 数 多 项 式 1 (4)， 使 得 A*=f( 有 4). 


$7.5 正 交 变 换 


本 节 讨 论 闻 维 世 uclid 空 间 矿 的 一 类 重要 的 线性 变换 ， 即 正 交 
变换 。 它 是 规范 变换 的 特殊 情形 . 

定义 1 设 4 是 2% 维 上 Euclid 空 间 的 线性 变换 。 如 果 对 任意 
CE ，| 4 (Co) 有 = fal， 则 和 怒 称 为 正 交 变换 。 简单 地 说 ， 保 持 向 量 
汇 数 不 变 的 线性 变换 称 为 正 交 变换 。 

显然 ，? 维 世 aclid 空 间 扩 的 单位 变换 17 是正 交 变换 。 没 0 是 
n 维 上 uclid 空 间 玫 的 子 空间 忆 的 正 交 补 ， 则 天 =U 旨 UV， 即 任 意 
atV 都 可 唯一 地 表 为 4<=5+7， 其 中 EU，wE€U+。 定义 V 的 变换 有 4 
为 : 及 (0) =E-7。 于 是 4 是 大 的 线性 变换 。 由 于 (4(o) ,A(a)) 
= (5 一 7 一 7) = (6,6) 一 2(7) F977) = EE) + 77), (ooyc) 
= (SE +H +7) = (6,6) +2(6,7) + (7,7) = (£5) + (7,7)， 所 以 
14(oj =jal。 因 此 妇 是 正 交 变换 。 这 个 变换 称 为 关于 子 空间 
的 反射 。 
” ”关于 正 交 变换 ， 有 
定理 1 设 有 A 是 nn 维 上 uclid 空间 的 线性 变换 。 则 下 述 命题 


(1) 信 是 正 交 变换 ; 

《2) 作 是 保 内 积 的 ， 即 对 任意 wyBEF，(4(o) ,4A(B)) 
= (0, PB); 

《3 ) 扫把 的 标准 正 交 基 变 为 标准 正 交 基 ， 即 设 舍 ，,é&,， 
… ,65,4 是 广 的 标准 正 交 基 ， 则 {A(61) ,A (6,) ,…, 有 太 (E,)} 也 是 信 
9 标准 正 交 基 ; 

(4) 有 4 在 的 标准 正 交 基 下 的 方 阵 是 正 交 方 阵 ， 

《5 ) 有 4 是 规 沁 变 换 ， 而 且 A A*= A*A=7. 
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证 (1) 之 (2) 。 设 a,BEV 。 因 为 人 4 是正 交 变 换 ， 所 以 
[ACat B= let Bl 
即 (A(latB),A(atB))= (x+B,x+B)。 
于 龙 ， 
(A(l(ot+B),Al(utB))= (Aloa) + A(B), Ala) + A(B)) 
= (Al(o),A(o)) +t2(A l(a), A(B)) + (M(B) ,AB)) 
= (at Bra+B)= (a,0) +2(0,8) + (BB)., 
因为 4 是 正 交 的 ， 所 以 (和 (0) ,4(o) = (a,0),(A(B) ,A(B)) 
“= (B,B)。 所 以 (4 (0) ,4(8)) = (a,B)， 即 扫 保 内 积 ， 

(2) 全 03) , 设 {61,5，,…,6,} 是 三 的 标准 正 交 基 ， 则 
(E3557) =5，1<i， 7j<r。 因 为 4 保 内 积 ， 所 以 (4 ($,)， 
A(S)) =6;11, 1<i,， jw 即 {A(5,),A(E,),…,A(E,)} 是 
V 的 标准 正 交 基 ， 

(3) 这 (4) . 设 A 在 VF 的 标准 正 交 基 {51,52,…,5.} 下 
的 方 阵 为 4， 即 

ACE = (4 
其 由 A= (a;j) xs。 则 


A (éE,) 二 Darisi, ;=1,2,.…,n. 


三 1 


阮 以 


(A(s,),A'S,)) = (Pat,, Pais) 
{=1 


k=1 


' [i 灶 
一 >》 >》 ariari (Ss) 


站 st 太一 


Li 入 
一 >》 2 GuiG51051 


二 1 1 二 1 


内 
= Yaiidii. 
中 一 于 
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因为 TAG ,AGE) ,…,A(G,)} 也 是 标准 正 交 及 ,所 以 (A (6,)， 
A(E,))=6,,, l<1i, EE 因此 


ri 


Dariasl =6;;, 1l<i, }<n。 
k=1 


这 表明 ， A’A=1.,, .从 而 A4’A=1 ( = AA’,， 好.4 是 正 交 方 阵 。 
(4) 之 (5) 。 设 全: 是 /的 标准 正 交 基 ， 且 
(EN = (4 
其 中 4 是 % 阶 实 正 交 方 阵 。 则 
A*(E ,6E,,sE,) = (1,6 ,5.)A’, 
其 中 有 态 * 是 态 的 伴随 变换 。 于 是 
FE EN) = (GE, E.) AA’ 
一 (5 2529 Es)f 0) 9 
A*A(CGEE EN) = (ED)L4 4 


一 (&, ,2.9 a) 1 (1) 。 
因此 A*A=AA*=1, 


(5) 访 (1) .因为 A4A*=A*A=J, 所 以 对 任意 otV， 
(A), A(W))= (0, A*A(0))= (0,10))= (0,0), iACo)T 
= 有 oa。 定理 1 证 毕 ， 

由 定理 1 直接 得 到 ， 

定理 2 〈1) 设 线性 变换 4 是 正 交 变换 ， 则 人 丸 是 可 逆 变 
换 ， 而 且 它 的 逆 变 换 信 -~' = A* 也 是 正 交 变换 ， 

(2 ) 设 和 A 和 B 是 正 交 变换 ， 则 乘积 4B 也 是 正 交 变换 。 

证 ”由 定理 1， 对 正 交 变换 妨 ， 有 AAM*=1= A*A， 所 以 
及 是 可 逆 的 ， 旦 及-! = A*。 由 于 A*(A*)*= A*A=],， (A*)* 
-A*=AA*=J， 所 以 A* 是 正 交 变换 。 即 结论 (1 ) 成 立 。 

因为 4 与 B 都 是 正 交 变换 , 所 以 AA*= A*A=1,，BB* 
=B*B= 汪 因此 (AB)*AB= B+*(A*A)B=B*B=」 同 理 
“AB) (AB)*=1. 即 AB 是 正 交 变换 。 于 是 结论 ( 2 ) 成 立 。 
证 毕 ， 
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# 维 上 uclid 空 间 广 的 所 有 正 交 变换 的 集合 记 为 O, (KR)。 在 集 
合 O,(R) 中 可 以 按照 线性 变换 的 乘法 定义 两 个 正 交 变 换 的 乘积 。 
由 定理 2 ， 正 交 变 换 的 乘积 仍 是 正 交 变换 ,也 就 是 说 ,集合 信 , (RR) 
在 正 交 变换 的 乘法 下 是 土 闭 的 。 由 于 线性 变换 的 乘法 满足 结合 
律 ， 所 以 正 交 变换 的 乘法 当然 也 满足 结合 律 ; 由 于 单位 变换 是 正 
交 变 换 ， 所 以 OQ,(R) 具 有 单位 元 1， 由 定理 2 可 知 ， 如 果 变 换 具 k 
O.(KR)， 则 及 -EO,(R)。 因 为 0, (RR) 对 正 交 交换 的 乘法 封 闭 ， 
且 满 足 结 人 台 律 ， 具 有 单位 元 ， 以 及 对 每 个 变换 都 具有 道 变换 ， 所 
以 通常 把 集合 O。(R) 称 为 4 级 实 正 交 群 。 而 研究 4 维 Euclid 空 间 
7 中 的 几何 对 象 〈 如 超 二 次 其 面 》 在 1 级 实 正 交 群 0,(R) 下 的 几 
何不 变性 质 的 学 科 即 称 为 Euclid 几 何 学 。 研究 # 级 实 正 交 群 的 结 
构 是 所 谓 典 型 群 的 一 个 重要 内 容 。 有 兴趣 的 读者 可 参阅 我 国 著名 
数学 家 华罗庚 和 万 哲 先 所 著 的 专 畔 《上 典型 群 》《 上 海 科学 技术 出 
版 社 ，1963 年 版 ) ， 

出 定理 1 可知， 正 交 变换 是 特殊 类 型 的 规范 变换 。 所 以 关于 
规范 变换 的 结论 都 可 以 移 到 正 交 变换 。 这 里 不 再 一 一 列 出 。 

定理 5 正 交 变 换 盘 的 特征 值 人 的 模 为 土 。 

证 设 161,5,，…,6,} 是 1 维 Euclid 空间 矿 的 标准 正 交 基 。 
由 定理 1 ,在 在 这 组 基 下 的 方 阵 4 是 正 交 方 了 泗 。 显 然 ，%, 是 方 阵 4 
的 特征 值 。 由 第 5 章 第 9 节 例 1， 方 阵 4 的 特征 信 X, 的 模 为 1， 
证 毕 。 
下 面 是 关于 正 交 变换 的 主要 定理 。 
定理 4 设 ” 维 Euclid 空间 搬 的 正 交 变换 及 的 全 部 特征 值 为 
‘Erie e111 一 1,… ,一 1， 其 中 0<0,<0， 

个 #2s 一 1 个 

< 过 … 志 90, 二 x7。 则 存在 六 的 标准 正 交 基 {5,,6,,…,5,}, 使 得 态 在 
这 组 基 下 的 方 阵 为 如 下 的 准 对 角形 ， 


siag(( cos0, 0 ),..,( cosbD , 站 


和 
一 Sing， cosb， 一 Sin0， cosD 


eit 


472 


1 1 一 Tv， 一 1)， (7.5.1) 
re ~ 
上 个 nn-2s 一 t 个 
证 由 定理 1 ， 有 是 规范 变换 , 记 e'si= cos0)+isin9,， 
1 =1,2,.…,S, 则 规范 变换 及 的 特征 值 为 cos0, 土 ising, 9 9 
cosg ,+ising, 1， 一 1 一 1 其 中 sinb0i 夫 0， / = 工 ,2， 
一 一 一人 一 
f 个 8 一 28 一 个 
3S。 出 本章 第 4 定理 6， 存在 上 的 标准 正 交 基 ， 使 得 和 在 这 
组 基 下 的 方 阵 即 为 (7,5.1) 。 证 毕 。 
定理 4 的 算 阵 形式 是 
定理 5 设 邱 阶 实 正 交 方 阵 O 的 全 部 特征 值 是 e'91,e™'9 
2 一 二 一， 其 中 0 一 凡 委 9 过 … 近 0 
f 个 8 一 2 一 ! 个 


< 于 。 则 方 阵 CO 正 交 相似 于 如 下 的 准 对 角形 ， 
cos0， sin0， cos0， sing 
diag(( ),…,( ); 


— sin0， cos0, — sin, cos0, 
1 1, ~1,...,—1), 
ff n—-2s-i 个 
并 且 正 交 方 阵 的 特征 值 是 正 交 方 阵 在 正 交 相似 下 的 全 系 不 变量 . 
证 讽 {19410,,…,0,} 是 #1 维 Euclid 空 间 了 的 标准 正 交 基 。 则 


(a ,Gs 2) = (0, 0 

便 确定 六 的 一 个 线性 变换 及 。 由 定理 1 ， 甩 是 正 交 变换 。 由 定理 
4 ， 存 在 的 标准 正 交 基 {B,,B,,…,8B,}, 使 得 和 A 在 这 组 基 下 的 
方 阵 即 为 (7.5.1) .由 于 同一 个 线性 变换 和 4 在 不 同 的 标准 正 交 基 下 
的 方 阵 是 正 交 相似 的 ,所 以 方 阵 A 正 交 相 似 于 准 对 角形 (7.5。1) 。 

由 于 正 交 相似 的 方 阵 一 定 相似 ,而 相似 的 方 阵 的 特征 值 相同 ， 
所 以 正 交 相似 的 方 阵 具有 相同 的 特征 值 。 肥 之 设 正 交 方 阵 4 与 B 
的 特征 值 都 是 e'%,e7 人 91, ,e100 9011 -1 


t 个 和 一 28 一 了 人 
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其 中 0<0 委 0 过 … 和 肥 0,<z， 则 由 上 段 证 明 ， 方 阵 4 与 B 都 正 
交 相 似 于 淮 对 角 方 阵 (7.5.1) 。 因 此 由 正 交 相似 的 对 称 性 与 传 
递 性 得 知 ， 方 阵 4 与 B 正 交 相 似 。 这 就 证 明 ， 正 交 方 阵 的 特征 值 
是 正 交 方 阵 在 正 交 相似 下 的 全 系 不 变量 。 定 理 5 证 毕 。 

例 1 设 0 是 2 阶 实 正 交 方 阵 ， 且 raak(O9-/ 。)=1。 证 
明 方 阵 O 正 交 相似 于 对 角 方 阵 diag( ~—1,1,.…,1). 

9 一 1 个 

证 ” 设 方 阵 0 的 全 部 特征 什 是 em,e™'1,'…,， e's,e Ts， 
1 1， 一 1 一 1 ， 其 中 0<0 委 0 过 … 委 四 <。 则 由 定理 
人 1 一 2S 一 上 
5 ， 丰 在 4 阶 实 正 交 方 阵 0，,， 使 得 O0100 ,= D， 这 里 吃 是 准 对 角 
方 阵 (7.5。1)〉。 因 此 


0 一 rc 站， 
0(O-To)0,=diag(( nb ) 


一 sin0, cos0,-—1 
cos0, -1 sing, z 
0， 一 2 2 
下 9 一 28s 一 + 个 
”显然 方 阵 的 秩 在 正 交 相似 下 是 不 变 的 ,因此 ,rankO:(0 一 1,., )0O， 
= 1。 所 以 方 阵 O;(O -7 )0， 的 每 个 2 阶 子 式 都 是 0 ， 即 
cosb -1 sing, 


det z )= 2(1- cos0,) =0. 
一 sing, cos0, 一 工 


( sin0, cos0,— 1)" 


因此 cosm = 1，sin0; =0， 即 0, =0。 不 可 能 。 所 以 方 阵 O 的 特 
征 值 只 能 是 土 1。 于 是 


OICO- 和)O =diag(0，…，0， 一 2，…， 一 2)。 
We 一- ” 
ft 个 nti 


由 于 fankOCO - 1 )01 =1， 所 以 t=n 一 1。 因 此 


O00, = diag( 1],..…,1, 一 1)。 
et 
nn 一 1 个 
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再 取 初 等 置换 方 阵 已 。=7 6 -Eli-E,,t+E1,+ 上 a, 其 中 
上 ,; 是 (1,7) 位 置 上 的 元 素 为 1、 其 它 元 素 为 0 的 ? 阶 方 阵 。 
显然 初等 置换 方 阵 志 : 。 是 正 交 方 阵 ， 而 且 
(OOCOPD = 了 OOOIP， =diag( 一 1，1，…，1) 
mn 一 1 个 “ 
其 中 方 了 泗 0 ,PP,, 是正 交 的 。 证 毕 。 
例 2 任意 一 个 = 阶 实 正 交 方 隆 0 都 可 以 表 为 两 个 阶 实 对 
称 方 阵 的 乘积 。 
证 此 例 是 第 6 章 第 6 节 例 2 的 特例 。 这 里 用 正 交 方 阵 在 正 
交 相 似 下 的 标准 形 重 新 给 出 证 明 . 
由 定理 5 ， 存 在 1 阶 实 正 交 方 阵 O 1:， 使 得 
/ cos0, sin0, 
” Oding((_ ip ,oo0 
cos0, sin0, 
( ,1 ~ 1, 1)0.. 
— sing, cos0 个 1 二 2 二 ff 个 
注意 ， 
cosl sing 0 1..,-sin0 cosb 


)-( 


~ Sind cosb cosD sin0 


~ 四 # 一 2 个 


s 个 
1 
) 


cos0, sinl0， 


人 ,1, -1,…, ~1)0.. 


cos0, sinb, 下 n-2s~t 个 


.— sinG, cos0 
S,=0O ‘diag(( / 


-sing, cos8, 
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显然 方 阵 ? , 与 5S, 是 实 对 称 的 ， 而 且 0 = ,9,。 证 毕 ， 


二 
寺 是 


1。 设 和 A 是 #8 维 Euclid 空间 天 的 保 内 积 变换 ， 即 对 任意 a， 
BEF， 有 (4(c),A(C8))= (as 8)。 证 明 ， 保 内 积 变换 4 是 线性 
变换 ， 因 而 4 是 正 交 变换 。 举 例 说 明 ， 保 同 量 范 数 的 变换 不 一 定 
是 线性 变换 . 

2。 设 w 和 有 是? 维 Euclid 空间 VV 的 疝 量 ，joh= 1&4。 证 
上 明 ， 存 在 正 交 变换 斥 ， 使 得 及 (wx) = 有 

3。 设 cr，as 与 Pl， 上 是 nn 维 Euclid 空间 天 的 两 对 疝 量 ， 
= =1,2， 且 向 量 ax 与 0, 的 夹 角 等 于 向 量 上 ,与 
E, 的 夹 角 。 证 明 ， 存 在 正 交 变换 入， 使 得 A(a,)= 6,， 有 A(a,) 
= B.,. 

4。 设 aaa 与 有 8， 有 是 下 锥 上 uclid 空 
间 赤 的 两 组 向 量 。 证 明 ， 存 在 适合 4(o ) = Bj，j = 1,2,… ,的 
正 交 变 换 护 的 必要 且 充 分 条 件 是 这 两 组 向 量 的 Gram 方 阵 相等 。 

5。 求 正 交 方 了 泗 0， 使 得 B= 040 是 正 交 方 阵 4 这 正 交 
似 下 的 标准 形 。 


(1) ,2 一 | 2 
| 2 2 | 
-1 2 2 
(2) 1 1 1i | 
1 ] -1 -1 
4 于 
2| 1 一 | ] -li 


6. 设 0= (ai) 是 3 阶 实 正 交 方 阵 ， 且 detO =1。 证 明 ， 
(1-TrO):+ BD (a -a)’=4, 


1 了 3 
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: 焉 结论 可 否 推 广 ? 
7。 设 有 A 是 nn 维 Euclid 空间 扩 的 绕 任 变换 。 如 果 存 在 全 的 不 
变 子 空间 U， 使 得 对 任意 cgU， 均 有 j4(oj=ioi， 对 任意 
EU+， 均 有 及 (a)=0， 则 和 怒 称 为 部 分 正 交 的 。 证 明 ， 
(1) 部 分 正 交 变换 的 伴随 变换 仍 是 部 分 正 交 的 
( 2) 部 分 正 交 变换 的 特征 值 的 绝对 值 不 超过 1 。 
8。 贡 4# 阶 正 交 方 隆 0 的 特征 值 不 等 于 1 。 证明 方 阵 二 6，) 
+O 可 道 ， 方 阵 开 =( -OO)GT +O) :是 斜 对 称 方 阵 ， 且 
O= (1T.,), ~ K)(,, +K)-. 


37.6 目 伴 变换 与 科目 伴 变 换 


除 正 交 变 换 外 ， 还 有 两 类 证 要 的 规范 变换 ， 即 自 伴 变换 与 余 
习 伴 变换 。 它 们 的 定义 如 下 。 
定义 1 设 人 是 2 维 了 uclid 空间 了 的 线性 变换 如果 4 与 
它 的 伴随 变换 妨 * 是 同一 个 变换 ， 即 及 * = 4， 则 殷 称 为 自 伴 变 


由 伴随 变换 的 定义 可 以 看 出 ， 线 性 变换 护 是 自 伴 变换 的 必要 
且 充 分 条 件 为 ， 对 任意 w, 564 三, 均 有 (4A(ac)， 6)= (oa,A(B)). 
重 线 性 变换 和 是 斜 自 伴 变换 的 必要 且 充 分 条 件 为 ， 对 任意 
BEF ， 均 有 (4(c),8)= -(u,A(B)). 

由 定义 工 可 以 看 出 ， 自 伴 变换 与 斜 目 伴 变换 都 是 规 江 变换 。 
当然 ， 除 正 交 变换 、 自 伴 变 换 以 及 斜 自 伴 变换 外 ， 还 有 其 他 的 规 
范 变 换 。 

下 丽 先 讨论 月 伴 变换 ， 

定理 1 4? 维 上 uclid 空间 了 航线 性 变 诈 六 是 目 伴 变 换 的 必 
当 且 充分 条 件 为 ， 委 在 V 的 标准 正 交 基 下 的 方 涟 是 对 称 方 阵 ， 

证 ” 设 线性 变换 总 在 下 的 标准 正 交 基 {fai，cx:，…，caxj| 下 的 
方 阵 是 4， 则 4 的 伴随 变换 4* 在 这 组 基 下 的 方 阵 是 4', 于 是 
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人 4*= A 等 价 于 A’=A。 这 就 证 明了 定理 1. 

定理 1 表明 ， 如 果 在 4 维 上 uclid 空间 了 中 取 定 一 组 标 准 正 - 
交 基 {fc:，axs，…，2sj 了 的 月 伴 变换 护 便 和 它 存 这 组 基 下 的 方 阵 
相对 应 。 这 一 对 应 是 V 的 所 有 月 伴 变换 集合 到 所 有 # 阶 实 对 称 方 
阵 集合 上 的 一 个 双 射 。 于 是 目 伴 变换 即 是 实 对 称 方 了 的 一 种 几何 
解释 ， 

由 于 目 伴 变换 是 规范 变换 ， 因此 关于 规范 变换 的 结 二 论 可 以 移 - 
到 自 华 变换 上 上。 当然， 由 于 自 伴 变换 是 特殊 类 型 的 规 沁 变换 ， 所 
以 相应 的 结论 了 世 带 有 某 种 特殊 性 ， 

由 第 5 章 第 9 节 可 知 ， 实 对 称 方 阵 的 特征 值 都 是 实数 。 所 以 . 
自 伴 变 换 的 特征 值 也 都 是 实数 。 于 是 由 本 章 第 4 节 定 理 6 得 到 

定理 2 设 实 数 人 :，^ 人 :，…， 人 人。 是 站 维 Euclid 空间 VV 的 自 
伴 变 换 有 态 的 全 部 特征 值 ， 其 中 人 ^ 宇 *, 宇 … 宇 ^,。 则 存在 六 的 一 - 
组 标准 正 交 基 ， 使 得 4 在 这 组 基干 的 方 阵 是 如 下 的 对 角形 ; 

diag( 人 ,人 ，，…， 人 。)， (7.6.1) 

证 因为 线性 变换 伪 是 自 伴 的 ， 因 此 入 是 规范 的 。 又 自 伴 变 : 
换 妨 的 特征 值 人 0:，7:，…， 人 。 全 是 实数 ， 所 以 由 本 童 第 4 节 定 理 : 
6 即 得 定理 2， 

定理 2 的 矩阵 形式 是 

定理 3 设 实数 ,+,，…，^*, 是 #4 阶 实 对 称 方 阵 A 的 全 部 
特征 值 ， 其 中 x 之 ,之 … 之 %,。 则 方 阵 4 正 交 相似 于 如 下 的 对 
角形 : 

diag( 人 As ，… 人。)。 

而且 实 对 称 方 阵 的 特征 值 是 实 对 称 方 阵 在 正 交 相似 下 的 全 系 不 
变量 。 

证 设 {Q4，9,，…，0,} 是 % 维 Euclid 空间 下 的 一 组 标准 
正 交 基 ， 则 由 

(a oss) = a0 ss 0 ) 4 
便 确 定 了 的 一 个 线性 变换 息 , 由 于 4 是 实 对 称 方 阵 , 所 以 由 定理 1、 
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4 是 自 伴 变换 ， 且 1 ，1，，…， 人 是 人 的 全 部 特征 值 。 出 
定理 2， 存 在 了 的 标准 正 交 基 {6,，B,，-…，B,}， 使 得 及 在 这 
组 基 下 的 方 阵 即 为 对 角形 (7.6.1) 。 由 于 同一 个 线性 变换 4 在 不 
同 标 准 正 交 基 下 的 方 阵 是 正 区 相似 的 ， 因此 方 际 4 正 交 相 似 于 对 
角形 (7.6.1)， 

显然 正 交 相似 的 方 阵 具 有 相同 的 特征 值 ， 所 以 正 交 相 似 的 实 
对 称 方 阵 也 具有 相同 的 特征 值 。 因 此 实 对 称 方 阵 的 特征 值 是 实 对 
称 方 阵 的 正 交 相似 不 变量 。 反 之 设 实 对 称 方 阵 4 与 8 的 所 有 特征 
值 都 是 *;,，?,，…，X,， 则 由 上 段 证 明 ， 方 阵 .4 正 交 相 似 于 对 
角形 (7.6.1) ， 而 对 角形 〈7.6.1) 正 交 相似 于 方 阵 中 。 由 正 交 
相似 的 传递 性 ， 实 对 称 方 阵 .4 与 B 正 交 相 似 。 于 是 实 对 称 方 阵 的 
特征 值 是 实 对 称 方 阵 在 正 交 相似 下 的 全 系 不 变量 。 定 理 3 证 毕 。 

定理 3 中 关于 全 系 不 变量 的 结论 也 可 由 实 对 称 方 阵 是 规范 方 
阵 ， 而 规范 方 阵 的 特征 值 是 规范 方 阵 在 正 交 相似 下 的 全 系 不 变量 
的 结论 直接 得 到 ， 

定理 3 解决 了 实 对 称 方 阵 在 正 交 相似 下 的 标准 形 理论 的 两 个 
基本 问题 。 于 是 定理 3 中 的 对 角形 〈7.6.1) 称 为 实 对 称 方 阵 在 
正 交 相似 下 的 标准 形 。 

定理 2 可 以 用 其 它 方法 证 明 。 这 里 介绍 一 种 重要 的 方法 ， 即 
疾 谓 的 分 析 方 法 ， 这 种 方法 深刻 地 揭示 自 伴 变 换 的 特征 值 的 几何 
意义 ， 应 予 重视 。 当 然 所 涉及 到 的 分 析 知 识 这 里 不 能 一 一 叙述 . 
但 相信 学 过 多 元 微 积分 的 读者 是 能 够 理解 的 。 先 引进 定义 ， 

定义 2 设 A 是 nn 维 Euclid 空间 V 的 自 伴 变换 。 4 是 了 的 
非 零 向 量 。 记 


h(a ) = Alm yc) 
(a,0) 


它 称 为 自 伴 变换 及 在 V 上 的 Rayleigh 商 ， 


显然 自 伴 变换 人 在 上 的 Rayleigh 商 R(a)》 是 定义 在 的 所 


”有 非 零 向 量 集合 V* 上 的 实 函数 。 而 且 对 任意 非 零 实 数 ec ，R(aa) 
9 


全 


= 人 (9), 村 是, 各 乔 将 ”中 所 和 定位 同 量 的 集合 S = {o&V ,Nall = 17 

海 六 的 #8 维 单位 球面 (或 单位 超 球 面 ) ， 则 人 在 了 上 的 
Reyleigh 商 Roy 的 信 域 等 于 它 和 在 维 单位 球面 9$ 上 的 限制 的 
值 域 。 

设 {oy，04，…，0。) 是 nn 维 上 udid 空间 下 的 一 组 标准 正 交 
基 。 下 面 给 出 自 伴 变换 人 故 在 了 上 的 Rayteigh 商 R(Q 在 这 组 基 下 
的 表达 式 。 记 ceE 瑚 * 在 这 组 基 下 的 坐标 为 Y= (xyxs，…Xs)， BE 
a=Xi04 二 Xs02 +… 十 Xata， 自 们 变换 入 在 这 组 基 下 的 方 阵 为 
A=(a;;),..。， 好 z 


人 (oj )= 2 ,aid 1 = 1,2,.… ,171, 

=1 
于 是 内 积 (a,0)=xx’，( 有 (0),0) = xAx’、 因 此 
2 


x/ 


RR(a) = 一 ，0 基 xXCKR” 
定理 4 设 A 是 n 维 Euclid 空间 下 的 直 伴 变换 ， 骨 
(1) 人 在 下 上 的 Rayleigh 商 R(x) 具有 最 小 值 *,， 并 和 旦 
人 。 是 Rayleigh 商 RC(a) 限定 在 4 维 单位 球面 8S 上 的 景 小 值 ， 世 
人 ， = min R(o); 


ar =1 
《2 ) 人 。 是 目 伴 变换 入 的 最 小 特征 位 ， 而 且 使 Rayieigh 调 
Acx) 达到 最 小 值 人。 的 单位 向 量 x2, 即 是 4 的 属于 特征 值 人。 的 
特征 向 量 。 / 

证 和 通常 3 维 单位 球面 一 祥 ，n 维 单位 球面 S$S 是 一 个 有 界 - 
闭 集 。 将 自 伴 变换 态 在 六 上 的 Rayleigh 商 R(x) 限定 在 4 维 单 
位 球面 S 上 ， 则 由 (a》 在 标准 正 交 基 下 的 表达 式 可 以 看 出 ， 
Roa) 是 定义 在 3 上 的 连续 函数 。 因 此 它 具有 最 小 值 人 。， 即 
和。 = min R(xu) 存在 。 由 于 定义 在 六 上 的 Rayleigh 商 R(m) 的 


Hafi=1 
植 域 与 定义 在 $ 上 的 值 域 相同 ， 因此 4, 也 是 定义 在 上 的 - 
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下 ayleigh 商人 (co) 的 最 小 值 ， 于 是 结论 《1) 成 了 这， 
设 单位 向 量 人 。 满足 上 (4,)= min f(a)。 下面 证 明 ，c, 是 


Ia 人 三 上 
及 的 属于 特征 值 人, 的 特征 向 量 . 
任 取 BtV， 设 t 是 实 变 量 。 则 (7z) = Rle,+ 186) 是 1 的 实 
: 闵 数 ， 人 和 而 旦 Oe f (0). 对 + 求 微 商 得 到 ， 
(Ala, +1B),0,+1B) 
1 (0) = Re +11) = FB a tiB) 
~ (A(B),a.)+ (A(o,.),B)+21(AC(B) EE) 
(os + 1P,o.+ tb) 


_ fg .20 B)+21(P, Bb) 
(2) (pst+ Bo +tB) ° 
网 为 了 (0) = Ka ) = 人 。， Bri 
1'(0)=(A(B),e.)+(A(e.),B)-2,.(0,, £)=0. 
由 于 及 是 自 伴 的 ， 所 已 (CAB),，a,)= (6， AACe,)), 


因此 
f'(0)=20(E, AC.)) 一 人 (Bac。)] 
=2( 有 ， 4(4a)- 人 xx )=0 
由 有 的 任意 性 得 到 ， Alo. ) = A,9,。 凤 结论 (2) 成 立 。 定理 


4 证 毕 。 
定理 4 即 是 著名 的 Rayleigh | 它 可 以 推广 为 
定理 5 设 有 A 是 nn 维 Euclid 宝 间 了 本 身 伴 变 沪 。 虽 存 声 了 


物 标 准 正 交 基 {al:，Q:，…， 4 全 和 

《1) 设 V) 是 VV 中 由 向 量 Qj#ty，Qjts， pp os 和 成 的 子 
空间 。 则 六 与 它 的 正 交 补 信 } 都 是 自 伴 变 We 地 空间 ， 
1 二 1，2，…,n， 其 中 约定 这, = 03 

( 2) 将 自 伴 变换 及 的 Rayleigh 商 RCa)》 限 定 站 六 上， 则 
定义 在 V+ 上 的 Rayleigkh 商 R(a》〉 具 有 最 小 往 2; 于 4 还 所 
定义 在 ViN2 上 的 Rayleigh 商 Ra) 的 最 小 和信， 芭 
a81 


人 | = 机 1 R(a), = 711,2, 
a f=17 
(3 ) 4 是 自 伴 变 换 委 的 特征 值 。 而 且 使 得 定义 在 上 的 
Rayleigh 高 玉 (a) 取 到 最 小 售 人 的 单位 向 量 0; 是 自 伴 变 换 有 4 
的 属于 特征 全 A; 的 单位 特征 网 量 , 即 和 (ai) = 人 = minik(o)s 


Liatl=1 7 

(4) 有 肯 伴 变换 把 在 标准 正 交 基 {aj，a:，…，a。} 的 下 方 阵 : 

是 如 下 对 角形 
diag(A1, A -人 ,), 
其 由 久 , 汪 和, 之 … 之 入,， 

证 对 空间 维 数 用 归纳 法 ， 当 w%=1 时 定理 显然 成 立 。 现 
在 设 定 理 对 %~1 维 Euclid 宏 间 成 立 。 下面 证 明定 理 对 1# 维 
Buclid 容 闻 了 成立 

由 定理 4， 将 自 伴 变换 入 的 Rayleigh 商 R(a) 视 为 定 义 在 . 
VV = 0 = 六 > 的 实 玖 数 ， 其 最 小 值 人 , 即 是 定义 在 与 % 维 单位 : 
球面 5 的 交 上 的 R(a) 的 最 小 值 .而且 4, 是 A 的 特征 值 ， 而 使 
得 定义 在 VF# 上 的 K(@) 取 到 最 小 值 人 ^。 的 单位 向 量 a, 是 及 的 属于 : 
A, 的 单位 特征 癌 量 。 由 a, 生成 的 子 空 间 记 为 上。 :， 它 显然 是 
各 的 不 变 子 空间 。 因 为 自 伴 变换 凡是 规范 的 ， 因 此 矿 。，, 的 正 交 . 
补 了 jz-1 也 是 态 的 不 变 空间 ， 且 了 ;1 是 342-1 维 的 。 自 伴 变换 友 . 
在 让 -， 上 的 限制 Aly，， 仍 是 自 伴 的 。 记 A= 有 Al,:。 显然 ， 


A 在 大 ， 上 的 Rayleigh 商 正 好 是 自 伴 的 变换 人 A 在 六 上 的 
Rayleigh 商 K(a) 在 Vj 上 的 限制 。 于 是 由 归纳 假设 ,了 #-1 中 : 
竹 在 标准 正 交 基 {Ql，Q,,…,0,-1}， 使 得 VV;_， 中 由 阿 量 aj+1， 

x_i 生成 的 子 空间 这， 与 的 正 交 补 了 ;都 是 和 4 的 不 变 子 空 、 
问 ， j=1，2，…，n 一 1， 而 且 4 的 Rayleigh 商 在 上 的 限制 
具有 最 小 值 *;， 此 值 怡 好 是 A 的 Rayleigh 商 在 人 与 让 ;中 
n 一 1 维 单位 球面 S$ 的 交 上 的 限制 的 最 小 值 ， 而 人 中 使 得 和 4 的 
Rayleigh 商 在 他} 上 的 制 限 达到 最 小 值 ， 的 单位 向 量 o 是 和 的; 
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独 于 特征 值 4; 的 单位 特征 向 量 ，7 = 1，2，…，?# 一 1。 因 为 cu， 
yg “3 QEV js a ,EV ,1， 所 以 {a，， 2 …， ou 是 了 的 
标准 正 交 基 。 而 太 是 王 中 由 向 量 ac，as，.…，o 生成 的 子 罕 
间 ， 因 此 了 + 即 是 了 中 由 oj ，…，a。 生成 的 子 空间 六 j 的 正 交 
补 Vi， 并且 VV ;= Vj;@V ,1. 自 于 A 是 入 在 VV 上 的 限制 ， 
了 与 了 都 是 站 的 不 变 子 空间 ， 所 以 挛 与 V+ 也 都 是 人 的 不 变 

空间 .因此 结论 (1) 对 s 维 Euclid 空 间 成 了 立 . 由 于 Vi= 

， 并 且 有 A 的 Rayleigh 商 在 这 上 的 限制 恰好 是 和 4 的 Rayleigh 
家 在 广 ; 上 的 限制 ， 因 此 结论 (2) 与 (3) 对 VV 成 立 ， 
最 后 ， 由 于 {ac,，a:，…，as} 是 由 人 的 依次 属于 特征 值 人， 人 。， 
…，^, 的 单位 特征 向 量 构 成 的 标准 正 交 基 ， 所 以 / 

A(a yao)=(ayas 0 ) diagtAl, A A,), 

即 结论 (4 ) 也 成 立 。 定 理 5 证 毕 

与 定理 4 和 定理 5 相对 称 的 结论 是 下 面 的 定理 6 和 和 定 
理 7， 

定理 6 设 和 是 4 维 上 uclid 空间 VV 的 自 伴 变换 ， 则 

(1)》 在 了 上 的 人 Rayleigh 商 R(o) 共有 最 大 值 +,， 并 且 
是 Rayleigh 商 R(a) 在 1 维 单位 球面 $ 上 的 限制 的 最 大 值 ， 

(2) 4 是 丰 的 最 大 特征 信 ， 而 且 使 Rayleigh 高 R(a) 达 
到 最 大 值 人 ;的 单位 向 量 & 即 是 4 的 属于 特征 值 人 的 特征 向 量 。 

定理 7 设 和 A 是 1 维 Euclid 空间 了 的 自 伴 变换 ， 则 存在 了 
的 标准 正 交 基 {a:，a:，…，os}， 使 得 

(1)》 矶 上 是 由 ca， cas，…，oai- 生 成 的 子 空 间 ， 则 
久 ) 与 Vi 都 是 息 的 不 变 子 空间 ，7=1，2,，…， #1,， 其 中 约定 
,=0; z 

( 2) 将 及 的 Rayleigh 商 kK(a》 限定 在 子 空间 VV; 上 ， 则 定 
义 在 V7 上 的 RR(a) 具有 最 大 值 *;， 而 且 *; 即 是 定义 在 人 与 
1 维 单 位 球面 $ 的 交 上 的 RC(a) 的 最 大 值 ， 即 2; = max 及 (oa)， 
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1=1, <， "i 
(3) 41 是 候 的 特征 信 ， 而 且 使 得 定义 在 ;上 的 RCo) 
达到 最 大 值 的 单位 向 量 aj 是 分 的 属于 特征 信 *; 的 特征 向 量 , 即 
Rl(a;)= A = Ma 人 (CD)， ;=1,2,.. ,1 


tA ” 。 
! / 
ll 1 =1 


(4) A 在 标准 正 交 基 {Q1，0,，…，0,} 下 的 方 阵 为 
diag (X41， 久 ,，-…，X,)， 其 由 汪 ,这 … 宇 1， 

定理 6 与 定理 7 的 证 明和 定理 4 与 定理 5 完全 相仿 ， 留 给 读 

由 定理 ， 5 或 定理 7 即 得 定理 2 ， 从 而 给 出 本 定理 2 的 男 一 
证 明 

现在 转 到 斜 目 伴 变 搞 。 

定理 8 + 维 Euclid 空 = 间 了 的 线性 变换 岂 为 作 自 人 伴 的 必要 - 
及 充 分 条 件 是 ， 有 及 在 了 的 标准 正 交 基 下 的 方 阵 为 儿 对 称 方 阵 ， 

证 ” 设 线 性 变换 全 在 了 的 标准 正 交 基 {a,，c,，.…，a 2 
方 阵 为 4， 则 它 的 伴随 变换 息 * 在 这 组 基 下 的 方 阵 为 47。 
A* = 一 A 等 价 于 A = -4。 这 就 证 明定 理 8 

定理 8 表明 ， 在 1 维 Euclid 空间 中 到 定 一 组 标准 正 交 基 . 
后 ， 斜 自 伴 变换 便 对 应 于 它 在 这 组 基 下 的 方 阵 -一 一 斜 对 称 方 阵 。 
这 个 对 应 是 了 的 所 有 和 斜 自 伴 变换 集合 到 所 有 ?2 阶 实 斜 对 称 方 阵 集 . 
合 上 的 一 个 双 射 。 此 匀 自 伞 朗 六 是 币 对 和 方 了 的 一 各 几何 表示 ， 

由 第 5 章 第 9 节 可 知 ， 匀 对 称 方 阵 的 非 零 特征 和 值 都 是 纪 
烧 ， 所 以 们 自从 变换 的 非 零 特征 信也 都 是 纯 虚 数 。 于 是 有 
”定理 9 设 主 i 记 /， 土 记 ,,…, 鞋 iP, 是 关 维 Euclid 空 间 了 


的 自 们 变换 有 的 爹 部 非 零 转 征 从 ， 基 让 s 世 5， 并且 机 尖刀 这 … 


直子 二 证 ZF Hf 了 -所 PN 

0,， 则 在 古 Vv Fj 标注 止 训 基 4G 9 人 > Os} { i 得 及 并 这 组 . 
、 一 A | 
蕉 下 ff II XH 1 让 ji As 
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siag(( 、 ,el 、 “), 0 ,50). (7.6.2) 
-b, 0 -b，0 不 | 
证 ”因为 4 是 斜 自 伴 变换 ， 因 此 勾 是 规范 变换 。 又 斜 自 伴 变 
换 丰 的 全 部 特征 值 为 土 ib,， 士 记 :，…， 土 iD， 0 ，…，0 ， 所 
n—2s 个 ,| 
以 由 本 章 第 4 节 定 理 6 即 得 定理 9 ， | 
定理 9 的 矩阵 形式 是 
定理 10 设 土 ib,， 十 3P.，…， 土 ib， 是 1 阶 实 对 称 方 隆 


A 的 全 部 非 零 特征 值 ,其 中 s< 且 如 之 ,这 … 沁 bp,。 则 A4 正 


交 相 似 于 如 下 的 准 对 角形 | 
0 b, | 
), 090».0). 


0 
tise((_ -b， 0 元 次 不 


站 
0 
证 设 {o，a:，…，as} 是 nm 维 Euclid 空间 下 的 标 浴 正 交 
基 ， 则 由 
: (al ao ) = (0,0,,.…,0,)A 
便 确 定 了 了 的 一 个 线性 变换 4 。 因 为 方 阵 4 是 斜 对 称 的 ， 所 以 由 定 
理 8 ， 线 性 变换 妨 是 斜 自 伴 的 。 由 于 方 阵 4 的 所 有 非 零 愉 征 值 
土 ib,， 土 ib，，…, 土 ib, 显然 是 线性 变换 及 的 所 有 非 零 特征 值 ， 
因此 由 定理 9， 存在 了 的 基 {18,，8:，…，B.}， 使 得 入 在 这 组 
基 的 方 阵 即 为 准 对 角形 (7.6,2) 。 而 同一 个 线性 变换 4 在 不 同 
标准 正 交 基 下 的 方 阵 是 正 交 相 似 的 ， 所 以 方 阵 4 正 交 相似 于 准 对 
C752) ee. 
直 于 相 人 网 方 阵 具 及 阿 的 和 征 任 ， 所 避 正 交代 的 方 了 
畦 征 但 相同 。 因 此 任 对 称 方 阵 的 特征 值 是 斜 对 称 方 阵 在 正 交 相似 
下 的 不 变 宣 。 反 之 ， 由 于 斜 对 称 方 阵 是 规范 的 ， 因 此 由 本章 第 4 
节 定 理 9 ， 特 征 值 相同 的 斜 对 称 方 阵 正 交 相 似 ， 即 斜 对 称 方 阵 的 
特征 值 是 斜 对 称 方 阵 在 正 交 相似 下 的 全 系 不 变量 。 定 理 10 证 毕 . 
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定理 10 完 全 解决 了 斜 对 称 方 阵 在 正 交 相 似 下 的 标准 形 问题 。 
定理 10 中 的 准 对 角形 称 为 斜 对 称 方 阵 4 在 正 交 相 似 下 的 标准 形 。 


习 是 
1 证明，# 维 Euclid 空间 了 的 自 伴 变换 人 与 如 的 乘积 AB 


凡是 自任 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 妥 与 局 可 交换 ， 
2。 设 REx] 是 所 有 实 系 数 多 项 式 集合 连同 内 积 (f (x),9(s)) 


= | (x)g(x)dx 一 起 构成 的 Euclid 空间 ， 其 中 f(x)，g(x) 


CREx]., 回答 下 面 的 问题 ， 

(1) R[x] 的 线性 变换 入 定义 如 下 设 A(f (x)) = xf (x), 
其 中 f(x)EkK[xj。 线 性 变换 妇 是 否 是 自 伴 的 ? 

(2) Euclid 空间 K[xj 的 微 商 变换 D 是 否 是 自 伴 的 ? 

3。 设 A 与 B 是 nn 维 Euclid 空间 V 的 线性 变换 ， 有 与 4B 都 
是 上 自 伴 的 ， 且 KerAcKerB. 证 明 ， 看 在 VV 的 自 伴 变换 C， 使 
得 CA=B. 

4。 设 及 是 n 维 Euclid 空间 了 的 斜 自 伴 变换 ， 证 明 对 任意 
ct ， 《人 (a)，a) =0。 反 之 是 否 成 立 ? 

5。 设 # 维 Euclid 空间 7 的 线性 变换 人 4 满足 4: = 4， 且 对 
任意 ct ，1A4(a)1 和 jaxjl .证明 双 是 自 伴 的 。 

6, 长? 维 上 uaclid 空间 了 的 自 伴 变换 仿 满 足 人 4" = 了 上 为 正 
整数 。 证 明 4 =/。 

7。 设 有 A 是 2 维 Euclid 空间 了 的 斜 自 伴 变换 。 证 明 ， 对 任意 
akV, 均 有 (A(a)，A(B))= (detA)(a,B). 

8。 设 有 有 A 与 B 是 3 维 Euclid 空间 了 的 斜 自 伴 变换 ， 人 把关 0， 
且 Ker( 及 )=Ker(B)。 证 骨 存 在 实数 X?， 使 得 B=?*4. 

9. 设 4, 是 nn 阶 实 对 称 方 阵 S=(si1) 的 最 大 特征 值 . 证 


盟 ， +1,>ID Ts 


Li li=] 
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10。 设 在 是 #8 维 Euclid 空间 了 的 自 伴 变换 ， 矿 , 是 4 的 不 变 
子 空间 。 证 明 存 在 向 量 .6 六,， 使 得 
R(a, ) = min{R(a), acV 让。 
并 且 上 (a。) 是 自 伴 变换 及 的 特征 值 ，0。 是 属于 特征 值 R(@) 
的 特征 向 量 ， | 
11., (Fischer) 设 人 人， … 人 ,是 4 维 Euclid 空间 不 的 
自 伴 变换 息 的 特征 值 ，*, 宇 ^, 宇 … 宇 ^,。 设 下; 是 入 的 不 变 子 空 
同 。 证 明 ， 对 R= 1，2，…，7， 
人 .+ 1 - + = min max {f(a),.aEV *}. 


12。 公所 有 ? 维 实 的 行 -向 量 集合 连同 标准 内 积 构 成 的 Euclid 
空间 记 为 kK"，A 是 nn 阶 实 对 称 方 阵 。 定义 方 阵 4 的 Rayieigh 商 


R(%) 为 R(x) = 5， 其 中 x 是 R* 中 非 零 行 向 量 。 将 关于 自 


伴 变 换 的 定理 4 与 定理 5 移 到 实 对 称 方 阵 上 。 


$ 7.7 正定 对 称 方 阵 与 短 阵 的 奇异 人 分 解 


在 上 节 讨 论 自 伴 变换 的 特征 值 的 分 析 人 性 质 时 ， 使 用 了 自 伴 变 
换 太 的 Rayleigh 商 RC(a) = se) » 并 中 重要 的 是 本 


f(a) 二 (A(a),a), 
它 称 为 目 位 变换 及 的 型 . 


在 f 维 Fuclid 空间 Vv 中 选取 一 组 标准 正 交 基 {a， 2" ,CQ } 多 


向 量 cc 在 这 组 基 下 的 坐标 记 为 x= (x,,x。,…,*x,)， 自 伴 变换 
从 在 这 组 基 下 的 方 阵 记 为 4， 显 然 肖 是 对 称 方 阵 . 则 自 伴 交换 人 
的 型 fa) 在 这 组 基 下 便 具 有 如 下 形式 ， 


f(o)=(A(a),a)=xAx’, xER". (71.7.D) 
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由 本 章 第 6 节 定 理 2 容易 得 到 

定理 1 设 人 人，……, 人 ,是 2 维 上 uclid 室 间 了 的 自 伴 变 换 
A 的 全 部 特征 信 。 则 存在 了 的 标准 正 交 基 {5, ,6,,…,5,)， 使 得 
自 伴 变换 及 的 型 J(a) = (A(a),a) 在 这 组 基 下 具有 如 下 形式 : 

f(a)=(A(a),a)=Ay+A N+ tA, (7.7.2) 

其 中 ?= (9199s，… sy,》 是 向 量 akV 在 这 组 基 下 的 坐标 。 

证 由 本章 第 6 节 定理 2 ,存在 的 标准 正 交 基 { 人 ,6 于 
6.}, 使 得 

A(E) = NE ,j=1,2,. ,hn. 

出 于 问 量 atV 在 基 {61,6;，… 5 下 的 坐标 为 ?3= (31 … 7 》s 
Bao= ye + ys + +y5 所 以 


f(0) = (Ala),0) = (A(Tyé)), Dy,8,) 
l=1 


7 一】 


= (2 了 并 6) 


i=1 i=1 


一 2, 2 Myiy CE ,5 1) 


i=1 l=1 


一 > Dyy i 


?7 一】 i}:=1 


他 
= 2 hy}, 
j=3 


因此 式 〈7。7。2) 成 立 。 证 毕 。 
恨 据 月 储 变 换 的 型 的 取 值 情况 ， 可 以 把 自 伴 变换 分 岂 范 干 
类 型 ， 
定义 1 设 A 是 4 维 Euclid 空 间 V 的 自 伴 变换 。 如 忒 对 征 
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意 非 零 向 量 afV， 均 有 (4(a):a)>0 (或 (Ac),a) >0， 或 

(4A(a);,o)<0， 或 (全 (ao os 过 0)， 则 自 伴 变换 入 称 为 正定 的 
《或 半 正 定 ， 或 负 定 ， 或 半 负 定 的 ) 。 

由 定义 可 以 看 出 ， 正 定 《〈 负 定 》 自 伴 变换 一 定 是 半 正 定 〈 半 
负 定 ) 的 。 而 且 自 伴 变换 作为 正定 〈 半 正定 ) 的 必要 且 充 分 条 件 
是 ，- 秆 为 负 定 《〈 半 负 定 》 交 。 于 是 下 面 得 到 的 关于 正定 〈 半 正 
定 ) 目 伴 变换 的 结论 都 可 以 月 然 地 移 到 负 定 《 半 负 定 ) 目 伴 
变换 。 | 

由 于 自 伴 变换 人 在 了 的 标准 正 交 基 下 的 方 阵 是 对 称 方 阵 ， 所 
以 关于 实 对 称 方 阵 也 有 相仿 的 定义 。 

定义 2 设 S 是 7 阶 实 对 称 方 阵 .。 如果 对 任意 非 零 向 量 
X= 《XCR , 均 有 XSX’0( 或 XSx/ 宇 0, 或 XSx’<0， 
或 xox 委 0)， 则 对 称 方 孟 9 称 为 正定 的 《或 半 正 定 ， 或 负 定 ， 
或 半 负 定 的 ) 。 

定理 2 没 自 伴 变 措 护 在 1 维 上 uclid 空间 六 的 标准 正 交 基 
{Qs0s9 Ga} 下 汐 方 阵 为 4、 则 妥 正 定 (或 半 正 定 ) 的 必要 且 
充分 条 件 是 ， 对 称 方 孟 4 正 定 〈 或 半 正 定 ) 。 

证 设 上 自 伴 变换 从 是 正定 《或 半 正 定 ) 的 ， 则 对 任意 非 零 向 
量 afV,， (A(a),a)>0 (或 (h(a),a) 宇 0)。 设 aky 在 其 {Qi， 
-Q399 gCs} 下 的 化 东 为 % = (XX 9X ER", 则 | 

(4(ay,a) =xAx’>0, (或 宕 0) 。 
因此 对 称 方 阵 A 是 正定 〈 半 正定 ) 的。 反之 也 然 。 定 理 2 证 毕 。 

引 理 1 设 S 是 % 阶 正定 对 称 方 隆 ，O 是 任意 级 正 交 方 
隆 。 则 方 隆 0'30 是 正定 对 称 方 阵 。 简 单 地 说 ， 对 称 方 阵 的 正 
定性 在 正 交 相似 下 不 变 ， | 

证 设 X=(xi,X:,…,X，) 是 ”中 任意 非 零 向 量 。 因为 方 
阵 0 是 正 交 的 ， 所 以 方 阵 0 可 赣 ， 因 此 向 量 y=xO'R7”* 是 非 
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零 的 。 由 于 0SO)’=0’SO， 故 OSO 是 对 称 的 。 而 且 由 于 
S 是 正定 的 ， 所 以 
x(O’SO)x’ =ySy’>0, 


因此 方 阵 O'SO 是 正定 对 称 方 了 泗 。 证 毕 ， | 

同 理 可 证 ， 对 称 方 阵 的 半 正 定性 ， 负 定性 以 及 半 负 定性 都 是 
在 正 交 相似 下 不 变 的 。 

下 面 是 关于 正定 对 称 方 阵 的 重要 定理 。 

定理 5 设 S='(s,) 是 2 阶 实 对 称 方 阵 ， 则 下 述 命题 
等 价 . 

(1) 方 阵 人 S 是 正定 的 ， 

(2 ) 方 阵 S 的 每 个 特征 值 都 是 正 的 ; 

《3 ) 存在 正定 对 称 方 阵 9S，,， 使 得 3 = 9; 

(4) 存在 可 北方 了 泗 P， 使 得 $=P’P，; 

《5 ) 方 阵 S 的 每 个 主子 式 都 是 正 的 ， 

( 6) 方 阵 S 的 顺序 主子 式 都 是 正 的 ， 这 里 所 谓 方 阵 S 的 顺 
序 主子 式 是 指 如 下 的 个 主子 式 : 


S11 S12 1 | 
1 2...k S S 。 S 
S(12..8)= | 
Sel Sk2 Ses 


(7 ) 对 每 个 4 ， 方 阵 8 的 所 有 上 阶 主子 式 之 和 都 是 正 的 ， 
R=1,2,..… ,7. 


证 〈1) 之 (2 )。 由 本 章 第 6 节 定理 3 ， 存 在 n 阶 实 正 交 
方 阵 0， 使 得 
OO=diag( 人 ， 人 :9 人) 
其 中 人 4,4,,… ,是 方 阵 S 的 所 有 特征 值 。 由 引 理 1， 方 阵 
diag( 人 :人 :，… 人 。) 是 正定 的 。 因 此 对 非 零 向 量 ey=(0,…， 
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0 ,.… 0) 天 ”， 


eidiag(h1 ,s,s A, )e; = 人 六 0， 7 = 1,2,.… 7. 
于 是 (2) 成 立 。 : 
(2 ) 全 (3 )。 由 本 章 第 6 节 定 理 3， 存 在 # 阶 实 正 交 方 阵 
: S=O/diag(t) ,A,,-… ,A,.)0O, 
其 中 4 ,As,… 4， 是 方 隆 人 S$ 的 所 有 特征 值 ， 因为 4; 二 0， 所 以 
AAAiD>0， } =1,2,.… ,1 于 第 
9 = (O’diag( VA,, V Xa, VA.)O) 
“(O’diag( VA Vs, V4)O). 


记 39:=O'diag(VX， Vs VAN)O， 则 S=Si。 显然 方 阵 
~ 是 对 称 的 。 设 X= (Xx ,X29 ,ER”, 则 
Xdiag(《 Vi Wi ss VR x’ 一 V AX? 十 MV 人 2X3 十 …… 十 MX。X2， 
所 以 当 x 非 零 时 ，xdiag(Vj ,wj ，…，V 和 )x/>0。 因 此 方 
阵 diag(W wx: …， YX) 是 正定 的 。 由 引 理 1， 方 隆 5 1 是 
正定 的 。 于 是 (3 ) 成 立 。 | 

(3 ) 字 (4 ). 因 为 方 阵 S= 5Si= 513;，， 且 3, 是 正定 的 ， 所 
以 由 (2 )， 方 阵 :的 所 有 特征 值 都 是 正 的 。 即 方 阵 >, 可逆。 
于 是 取 己 =， 故 〈《4) 成 立 。 

(4 ) 全 (5 )。 因 为 方 阵 S = P/P， 忆 可 道 ， 故 由 Binet- 

Cauchy 公式 ， 


s( i i ,i )= 二 | ty 1 ) 


} },.*.} i , 7 
1 1<ji <i "<i ji 7» "7, 


1 7 ， 可 7 ， ) 


1 1 ， 四 1 


显然， 


s{ 让 本 )= - 2 : Cs 1 ， / .,， 1 ?站 


li < 
11 1 机 1 和 归 “ [| LJ 如 
如 乐 9 z | = 0， 则 对 每 个 11，…… 125， 1 委 ) 1 >: 
本 1 


1 1 ， 和 1 : 
<<i<n, 已 ) = 0. 由 Laplace 展开 定理 ， 


| 1, 天 间 且 7 


detpP= 》 ， ( 一 1)1+2+ +htir+tit+in 


1 ] < 2 


7 ， 1 ， 机 1 J 6+1 jk+2 机 ) 。 
sp Pp = 0, 
1 , 1 ， Wi 1 + ， +1 + si 1 。 : 


这 与 方 阵 己 可逆 的 假设 相 了 矛盾. 所 以 对 每 个 宰 ， ?9 9 人 9 


<; 1 < 


1 
s| ， 。 。 ]>。 R=1,2,.…,n, 

、 
于 是 《5 ) 成 立 。 

(5 ) 二 (6 )、 显 然 . 

《6 ) 全 (1 )。 对 方 阵 5S 的 阶 数 # 用 归纳 法 。 当 ?= 工时 结论 - 
显然 成 立 。 假 设 结 论 对 nn 一 1 阶 方 阵 S 成 立 。 下 面 注 明 结论 对 12 
阶 方 隆 成立。 

把 $8 所 方 隆 S 分 块 为 
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其 中 3， 是 # 一 1 阶 对 称 方 阵 ， 而 YK” 。 显 然 ， 方 阵 ”: 的 有 顺 
序 主 子 式 即 是 方 阵 S 的 前 ”一 工 个 颜 序 主 子 式 ， 所 以 方 阵 :的 
籽 序 主子 式 都 是 正 的 。 由 归纳 假设 , 方 阵 ”: 是 正定 的 。 岂 
《2) ， 方 阵 ”: 可逆 。 于 是 


{ -1 0 .D1 0 1 i) OOTY 
5 ys A 0 say Si 站 0 1 ) 
设 * 是 R* 中 非 零 向 量 。 记 ， 
ond 


其 中 zs 人 。 则 
XSX /=2S.2 +(s,, 一 VS9T1IY )2:., 
由 侵 设 ，detS = (detS ,)(5。 一 ySiT'y ) 半 0，detS1 汪 0,， 故 
s.r 一 ST 'y >0。 因 此 对 任意 非 零 x5R”， 
XOX =2w91i21+(S — IIOT' VY)22 0 
时 〈《1)》 成 立 。 | (1) 一 《6) 的 等 价 性 ， 
5) 之 (7)。 显 
(7 了) 之 (2 )。 让 三 有 阶 主 子 趟 为 5s1，。R=1,2， 
。 由 第 5 章 害 7 节 可 知 , 方 隆 人 S$ 的 特征 多 项 式 P?(7) 六 
PMA ~ SN lsh 1) ls ,A+(—1)"”s.,. 
因为 3 D>0，R= 1 2 1 所 以 多 项 式 P(A) 的 系数 是 正人 负 相 
记 的 ， 因 此 多 项 式 2(^) 不 可 能 具有 人 负 根 。 由 于 s,>0， 所 以 多 
项 式 2 () 的 根 不 能 是 零 。 这 就 证 明 , 方 阵 S 的 特征 值 都 是 正 的 。 
于 是 《2 ) 友 立 。 定理 3 证 毕 。 
次 于 尘 正 定 对 称 方 阵 也 有 相应 的 结论 。 
定理 4 攻 93 是 二 阶 对 称 方 阵 ， 则 下 述 命题 等 价 。 
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( 1) 方 阵 $ 是 半 正 定 的 ; 

(2) 方 阵 S 的 所 有 特征 值 都 是 非 负 的 ; 

(3) 存在 % 阶 尘 正 定 对 称 方 阵 S，，rankS ,= rank5S， 使 
得 3 = 93 

(4) 存在 1 阶 方 阵 P，rankP=rankS, 使 得 S$S=P’'P,. 

(5 ) 方 阵 S 的 所 有 主子 式 都 是 非 负 的 ， | 

(6) 方 阵 5 的 所 有 名 阶 主子 式 之 和 都 是 非 负 的 ， k=1,2, 
2 

证 (1) 字 (2)。 设 A,^,,…,4, 是 方 隆 2 的 所 有 特征 值 ， 
,> > 三 )， 则 由 本 章 第 6 节 定理 3 ， 方 陈 8 正 交 相似 于 对 
角形 diag(4: 人 ，…， 人 ，)。 由 引 理 工 的 注 ， 对 角形 diag( 人 : ,人 :9 


…,X。) 是 半 正 定 的 。 因 此 对 sj = (0，、 0 0) ER", 
7 个 


于 是 得 (2)，、 
(2 ) 字 (3 )。 记 号 同上 。 由 本 章 第 6 节 定 理 3， 存 在 1 阶 
正 交 方 阵 O ， 使 得 


S =O’'diag(#, ,人 9 人 »)0O. 
和 树 为 人 三 人 ,之 … 和 过 人, 之 0， 所 以 VA 这 V A 之 … 之 V 4, 之 0， 并 且 


S = (Odiag(V i, VR, VA )O)’. 
记 9 =O'diag(VA WA VA)O。 显 然 方 阵 S, 是 对 称 


的 ， 并 且 rankS, 等 于 非 负 实 数 V A, V+,,… ,VX, 中 非 零 的 数 
的 个 数 ， 即 等 于 方 阵 3 的 : 非 替 特征 值 的 个 数 ， 也 即 rankS ， 
= Tankw 。 妈 X= (Xi1 ,XX EER", 则 


Xdiag( VN, ’ V 人 ， 9 “多 V+, )X 7 


= A/ NA, x2 十 A/ AX2 十 ，… 十 人 .X20, 
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所 以 对 角 方 阵 diag(V7 WA: …，VA 人 。) 是 半 正 定 的 。 由 引 悍 笃 
的 注 ， 方 阵 S, 是 半 正 定 的 ， 而 且 S= 3i. 于 是 (3 ) 成 立 。 

(3 ) 之 (4 )。 只 需 取 了 呈 = 2, 即 得 《4) 。 

(4 ) 过 (5 )。 记 取 月 方 阵 9 的 第 i,i,，… 行 ， 第 fy 
i ,六 列 交叉 位 置 上 的 元 素 构 成 的 尺 阶 主 于 式 为 

i 1.1 
S ,li<i, < i 
( 1 1 , tk ) 

则 由 S=P P 得 到 ， 四 

S( Er?(. ") 


1 <.? 1 2 


) ， 1 ， “J 
nA) 


?1 1 。 丰 申 本 了 


i) 1 ， 1, 1 1 1 ， 不 
P( 有 民 ) 
1 }， 1 1 1 1 ， t 
因此 


i (P( 
于 是 (5) 成 立 。 
(5) 苇 (6 )。 显然 ， z 
“(6) 字 (1 )。 设 方 阵 S 的 所 有 上 阶 主子 式 之 和 为 5s，R=1， 
2,…,n。 则 方 阵 S 的 特征 多 项 式 ?4A) 故 


P(A) = 人 ?一 S1 人 ”十 S， 人 7 十 。。 
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+ (Dstt 1)"s,, 
设 Ao= 一 人,， 上 是正 数 ， 出 | 


P(N)= PC-— Ho)=( 一 1 SAT 


k=0 


有 其 中 约定 5s。= 1. 由 于 - S ;>0， R=1,2,.…,n, 因此 
Es 凡生 5 一 +SATIT 十 二 3 六 0， 


所 以 负数 人 ^。 不 能 是 多 项 式 P(A) 的 根 ， 即 方 阵 5 的 特征 值 全 是 
韭 仙 的 ， 设 为 人 之 A, 宇 … 之 A, 之 0， 由 本 章 第 6 中 定理 3， 方 阵 
S 正 交 相似 于 对 骨 形 diag(2, ,2 29'"9hs)。 设 X= (XX 2 "9X ) 
<R*， 则 
xdiag(A aA XY 二 XX 二 人 2 十、… 二 人 ,X22 尘 0， 
所 以 对 角 方 阵 diag(41,4,,… ,+4,) 是 半 正 定 的 。 由 引 理 1 的 注 ， 
方 洗 9 十 半 正 定 的 。 定 理 4 和 证 毕 。 
应 当 指 出 ， 定 理 4 中 使 得 半 正 定 对 称 方 阵 S= 8 的 尘 正 定 
对 称 方 阵 ” 人 恒生 
定理 5 设 S 与 5, 总 nn 阶 半 正定 对 称 方 阵 ， 且 S$S=S:， 则 
方 泗 ”: 是 唯一 的 。 而 且 与 方 阵 5S 可 交换 的 %# 阶 方 阵 .4 已 和 方 阵 
Ne 可 交换 。 
证 议 方 位 S 的 所 有 特征 仿 为 21 ‘2 由 定理 4 可 设 
>,>…>X>0。 设 S, 与 S， 是 半 正 定 对 称 方 了 是 
S=5;=53, 
并 且 FF 与 yy) 29 99 分别 是 方 呀 9, 与 3, 的 所 
有 特 全 信 . 由 定理 4 可 设 上 之 上 ,之 … 之 上 ,之 0 有利 y ,之 YY ,之 … 
>>?。>>0。 由 本 章 第 6 节 定理 3 ， 存 在 正 交 方 阵 0, 与 0,， 使 得 
Di=Oidiag(4 有 TO，， 


Sa 一 OO2diag(>， 9 29""" ,0O, . 


S =0Odiag(1 3 
= Odiag(yi,y2 ,2)0,. 


这 汽 朋 ， | 1 a 人 是 方 村 3 交 故人 位 ， 并 是 4 i 字 人 之 二 
> 0， 因此 2 1} = 1,2 ?“ 。 同 理 ， v1 = hi, 1}=1， 
2， si。 于 元 


DO'diag() OO =O:diag( 人 ps 。 
司 ] 

O,O'diag(hi ,Ns sa) = diagChi hss hs O01, 
记 0O,0'=P=(pi1),x,。 比较 上 式 两 端 方 阵 的 (i, 站 元 素 ， 
径 到 pijphi=Aipit，1i，j<<n， 当 7 =4j 时 ,显然 pi1V A 
= AM 人力 1 当 人 ; 关 和 人 ; 时 ,下 prihi = hpit 可 Piis=0, 因 此 
pV = Vpij 仍 成 立 。 所 以 对 任意 i ， ji, j<n; 
;AAA 人 = MAjpii;。 写成 方 阵 形式 ， 即 得 


OO'diag(V hsV has VK) 
= diag(V hisV hss VM)O. 0, 


O'idiag(V hrsV Rss VD)O， 

= Odiag( ,MV ss ha)O,. 

出 此 得 到 ，S1 = S,。。 这 就 证 明 ， 适 合 S$ = 3 的 半 正 定 对 称 方 短 
1 是 叭 一 的 。 
由 本 章 第 6 节 定 理 3， 可 充 

S =0O’diag(h, ) 人: 0, 

其 中 口 是 某 个 正 交 方 阵 。 由 _4S = S4 得 到 ， 
9 


OAO’diag CX, =diag( ,A, ,OAO’. 
也 上 上 段 唯一 性 证 明 得 到 ， 
OAO’diag(V hsV hs VY), 


= diag(V RsV Rs VI)OAO. 
所 


AO’diag(V hs Vhs, V A)O 


=O’diag(V Ai, Vt,…, V4) OA. 
显然 5 = (O’diag(V Ms Vhs Vd )O)’, 由 唯一 性 ， S) 


=(O diag (VAN Vhs WA。) D.。 于 是 4o=5i4。 定理 5 
证 毕 ， 

对 半 正 定 对 称 方 阵 S， 使 得 S = Si 的 唯一 半 正 定 对 称 方 阵 
SS ， 称 为 方 阵 S 的 平方 根 ， 记 为 S$ 去 ， 或 VS， 


对 称 方 阵 在 正 交 相似 下 的 标准 形 和 关于 半 正 定 对 称 方 阵 的 定 
理 2 与 定理 3 可 以 导出 实 矩 阵 在 正 交 相抵 下 的 标准 形 , 

定义 3 设 4 与 下 是 天 Xi 实 和 矩阵 。 如 果 存 在 刀 阶 与 4 阶 实 
下 交 方 阵 01 与 0,， 使 得 如 =0,40,， 则 乍 阵 4 与 如 称 为 正 交 
相抵 的 ， 

显然 ， 如 果 m xn 实 佐 阵 44 与 召 正 交 相 抵 ， 则 矩阵 4 与 如 相 
抵 ， 但 反之 不 尽 然 。 

m X8X# 实生 阵 之 间 的 正 交 相抵 关系 显然 满足 目 反 性 、 对 称 性 
与 传递 福 。 因 此 它 是 mxs 实 矩 隆 间 的 一 种 等 价 关 系 。 于 是 所 有 
nxn 实 矩 阵 的 集合 R"*” 在 正 交 相抵 等 价 关系 下 分 成 正 交 相抵 
等 价 类 ， 彼此 正 交 相抵 的 mxn 和 矩阵 归 在 同一 个 正 交 相抵 等 
价 类 ， 而 彼此 不 正 交 相 抵 的 x+ 矩阵 划 归 不 同 的 正 交 相抵 等 价 
类 。 关 于 mxn 矩阵 集合 R ”在 正 交 相 抵 下 分 类 的 两 个 基本 问 
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蕙 是 ，1， 确定 产 X# 实 和 矩阵 在 正 交 相抵 下 的 标准 形 y 2.。 确 定 内 X 各 
实 和 矩阵 在 正 交 相抵 下 的 全 系 不 变量 。 
为 讨论 正 交 相抵 的 需要 ， 引 进 下 面 的 定义 ， 

定义 4 设 A4 是 mxsn 实 矩阵 。 则 %* 阶 方 阵 4'4 的 非 零 特征 
值 的 算术 平方 根 称 为 矩阵 4 的 奇异 值 。 

显然 ， (4 4) =4 4 所 以 方 阵 .4 4 是 对 称 的 。 设 x€R”， 
并 记 y=xA’， 则 yER"， 并 且 xA’Ax’=yy’ =jy 有 i* 宇 90。 因此 
A'A 是 半 正 定 对 称 方 阵 。 由 定理 4 ， 方 阵 4 4 的 非 零 特 征 值 都 
是 正 的 。 因 此 如 果 方 阵 4 和 4 的 全 部 非 零 特征 值 为 %, ,人 ，，…，]，， 
则 短 阵 .4 的 奇异 值 为 VY A,V*;，,…，V*,， 并 且 它 们 都 是 正 的 ， 
另外 ， 由 第 3 章 第 3 节 习 题 可 知 ， 

Mndet (2 (,, ~ A’A)= "det(hI ,,, -AA’), 

所 以 方 阵 4’4 与 44 具有 相隔 的 非 零 特征 值 。 于 是 矩阵 .4 的 奇 
异 值 也 可 以 定义 为 方 阵 441 的 非 零 特征 值 的 算术 平方 根 ， 

定理 6 议 有 ,是 说 Xx8 实 矩阵 4 的 所 有 坷 异 值 ， 
其 中 宇 上 , 之 … 宇 LF,>>0， 且 ?= rankA， 则 和 矩阵 4 正 交 相抵 干 


如 下 的 准 对 角形 ; / 

diag(diagCt ,LL ,), 0), (7.7.3) 
其 中 0 是 (m 一 r)x(n-r) 零 矩 阵 。 并 且 乱 阵 的 奇异 值 是 答 降 
在 正 交 相似 下 的 全 系 不 变量 。 


证 ”由 定理 4，A’4 是 % 阶 半 正 定 对 称 方 阵 ， 而 县 它 的 所 有 
阵 O ， 使 得 
A’A= Odiag(Fi, 13, 120， 0)O 。 
8 一 -了 个 
记 妃 =diag(A 3 凡 : pp O = (0.,,0,), 其 中 0O, 是 Xr 于- 
矩阵 。 则 
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了.4-O.Dz0' 
汲 为 方 阵 O 是 正 交 的 ， 所 以 
OO 00, 

)=1 (RR) 电 
O:0, 0;0, 
-入 此 CO = 了 ，010; 与 0201 分 别 是 ?+X (5 一?) 与 1-f 零 
和 矩阵。 于 是 由 444 = 0,D:0; 得 到 ， 
(AO,D-'y’(AO.D-')y=1.,,,, (AO,)’'(AO.,) = 10。 

这 表明 ，P, =AO.D-! 是 由 7 个 两 两 正 交 的 区 维 实 的 单位 列 河 
量 构成 的 nxr 矩阵 ， 而 40, 是 由 xn 一 r) 零 矩 隆 。 由 于 由 xy 
矩阵 己 , 的 7 个 列 向 量 可 以 扩 成 ws 维 实 的 列 向 量 空 间 连 同 标准 内 
积 构成 的 Euclid 空间 R" 的 标准 正 交 基 ， 所 以 存在 mx (m 7) 
和 矩 隆 卫 ,， 使 得 了 = 《Pi, 售 ,) 为 正 交 方 辽 。 因 此 ， 


P(，)o-PPo( 


por(a)ooort 


上 ) =- P,DOI= A0,0;. 


由 于 方 阵 O 是 正 交 章 ， 所 以 00'=(0,,0,)( ，)0.0 
+ OO,.0;= 了 ,,，。 因 此 由 40,=0 得 到 


DD 0 
P( )0’=A0,0;= A(I,, -0,0;)=4. 

0 0 
这 就 证 明 ，m x + 矩阵 4 正 交 相抵 于 淮 对 角形 (7.7.3) . 

设 mx#n 矩阵 4 与 8 正 交 相抵 ， 即 存在 mn 阶 与 阶 正 交 方 阵 
:0, 与 0,, 使 得 B=O,40,， 则 BB=0;4'40,， 因此 方 阵 
上 B' 上 8B 与 4'4 具 有 相同 的 非 零 特征 值 。 所 以 算 泗 A 与 B 具 有 相同 
的 奇异 值 ， 也 就 是 说 ， 移 阵 的 和 奇异 值 是 拖 阵 在 正 交 相抵 下 的 不 蛮 
量 。 反 之 设 揭 阵 .4 与 妃 具 有 相同 的 奇异 值 人 :上 ， 上 : 
几 :三 … 志 上 ,>0。 则 由 上 段 证 明 ， 和 矩阵 4 正 交 祖 抵 于 准 对 角 方 
对 (7。.7。.3) ， 而 准 对 角 方 阵 (7.7,.3〉 正 交 相 拭 于 矩阵 8B。 由 正 


ob00 


交 相 抵 的 传递 性 ， 殉 阵 4 与 了 正 交 相抵 。 这 就 证 明 ， 怎 库 的 奇 
异 值 是 矩阵 在 正 交 相抵 下 的 全 系 不 变量 。 定 理 6 证 盏 。 

定理 6 完全 解决 了 矩阵 在 正 交 相 抵 下 的 标准 形 问题 ， 其 中 淮 
对 角 方 阵 (7.7.3) 称 为 矩阵 在 正 交 相抵 下 的 标准 形 . 将 矩阵 .4 表 为 

A=O,diag (diag (Fy ,fst,), OO 

其 中 0, 与 0; 是 m 阶 与 4 阶 正 交 方 阵 ， 称 为 矩阵 4 的 奇异 什 
分 解 . 

征 耳 的 奇异 值 分 解 上 共有 重 记 的 应 用 。 

定理 了 (和 矩阵 的 极 分 解 ) 任意 ?4 阶 实 方 阵 4 都 可 以 分 解 为 一 
个 半 正 定 对 称 方 阵 S 〈 或 者 +: ) 与 一 个 实 正 交 方 阵 O 的 乘积 , 即 
有 = S50 (或 者 4= O05 和 正定 和 各 人 3 (或 硬 S,) 
是 由 方 姓 : 才 叭 一 确定 

证 设 广 ， oe ,是 方 阵 4 的 所 有 奇异 值 。 则 由 定理 
6 ， 和 存在 4 阶 正 交 方 乏 0, 与 0:， 使 得 


/1 = Odiag (8 1 sf 2 9 ,0,.… ,0) 0O,., (7 .7 .4) 
a 
/ 2 一 7 个 
沁 然 ， 


村 = (Odiag (Fist 2 sp, ,0 9? 510) O19) 0O, 0O,. 


记 S=O,diag(p yp 天， 0 0)01， 0=0.0,。 显然 方 
阵 人 S$S 是 对 称 的 ， 而 方 阵 0 是 正 交 的 。 由 定理 4 ， 方 阵 3 是 半 正 定 
的 。 于 是 A= =。 

设 A= SO=SO， 其 中 人 S 是 半 正 5 对 称 方 阵 ， 6 是 正 交 方 
阵 。 则 44 = S: = 9:。 由 于 方 阵 44/ 是 半 正 定 的 ， 所 以 由 定 
理 5，S=S. 于 是 ， 使 得 4= SO 成 立 的 半 正 定 对 称 方 阵 8 是 
唯一 的 。 

出 式 (7,7.4)， 

A=0O.0, (Odiag (ti, 0 0)O,)., 
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记 010,=0, S,=0; diag( 0 0)O,， 则 方 阵 : 
0 是 正 交 的 ， 方 阵 3， 是 半 正 定 对 称 方 阵 ， 并 且 4=Oo。 ( 注 
意 ， 在 4=s50 与 4=0O5S, 中 ， 方 阵 O 允许 取 成 同一 个 正 交 方 
阵 。) 由 -4/4=5? 即 得 方 阵 5, 的 唯一 性 。 定理 7 证 毕 。 

应 当 指 出 ， 当 方 阵 4 可 道 时 ， 使 4= 30 成 立 的 正 交 方 阵 O 
也 是 唯一 的 ， 而 当 方 阵 A 不 可 遂 时 ， 使 4= 30 成 立 的 正 交 方 阵 : 
0 不 再 唯一 。 

例 1 设 4 与 妃 分 别 是 由 xz 与 3X 实 算 阵 。 证 明 ， 

Tr(4D) (AB)’<Tr(AA’)max{(s(BB’)}, 
其 中 maxftX(BB7)} 表 示 方 阵 BB’ 的 最 大 特征 值 。 

证 设 2Xz 算 阵 恕 的 所 有 奇异 值 为 上， Ps sls Ps 
> 则 由 定理 9 ,存在 " 阶 与 p 阶 实 正 交 方 阵 0， 
与 0 ,， 使 得 

B=O,diag(diag (Fi, V,) ,0)0O,, 
其 中 0 是 (n-r) x (p-r) 零 算 阵 。 因 此 
BB’=O,diag(h?,.…, L220,. 0,.% ,0 01. 
nr 个 
所 以 
(AB) (AB)'’= AO, diag (Lt? 200) (AO 
n 一 ?个 
记 AO, = (air)。xs， 则 


Tr(AB)(AB)’= > Yk?a?,) 


i=*1 1=1 


册 奇 异 值 的 定义 ，L?= max{4(B8B’)}， 而 
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Tr(AA’)= Tr(AO,.) (40)7= > al, 
i=1 j=1 
因此 
Tr(AB) (AB)’'<max{stBB’)}Tr(AA'). 
” 例 1 证 毕 


村 题 


为 方便 起 见 ， 引 用 如 下 记号 ，4>10 表 示 4 是 正定 对 称 方 

星 ， 4 宇 0 表示 .A 是 半 正 定 对 称 方 阵 ; -4> 刀 表示 对 称 方 阵 4 与 
之 人 A 宇 B 表示 对 称 方 阵 A4 与 B 之 差 4- BP 二 0、 

， 设 A 与 B 是 nn 阶 方 了 泗 ，A 宝 0，B 宇 0， 且 A: 与 B: 正 交 
i 证 明 方 阵 4 与 妃 正 交 相 似 ， 

2。 设 3 是 阶 对 称 方 阵 。 证 明 存 在 唯一 的 # 阶 对 称 方 阵 


9,， 使 得 S = Si。 方 阵 S， 称 为 方 阵 S 的 立方 根 ， 记 为 &% S 。 
3。 设 4>0， 呈 >0。 证 明 48 的 所 有 特征 值 都 是 正 的 、 
人 设 S>0。 证 明 存 在 可 道上 三 角 方 阵 已 ， 使 得 S = PP. 
5。 设 二 阶 方 阵 S>0， 且 rankS =1。 证 明 存 在 非 零 行 向 量 
XER*”， 使 得 S =X7X， 
6,。 设 7 阶 对 称 方 阵 S 的 前 n 一 1 个 顺序 主子 式 


s(12. 4 )> 0 h=1,2,...,n— 1, 
划 det5 宇 0， 证 明 S 宇 0， 
7， 设 A 守 0，B 守 0, 证 明 det (A+ B) 宇 detA4. 


8。 设 5 宇 0。 证 有 明 
12 … :天 (Rt 1) (B+2) :.. 1 
dotS<S(1 2 LS( 二 (kh+ 2) , ); 
-其 中 R= 1,2,: 由 


9. 设 >= (ij)。xs 0。 证 明 
deto 和 Ga:…d。。。 


并 且 等 式 当 且 仅 当 方 阵 S 为 对 角 方 阵 时 成 立 。 
10。 (Hadamard 不 等 式 ) 设 4= (cj，) 是 2 阶 实 方 阵 。 
证 明 


1 /2 


det A TT (or)) ， 


;=1 一 1 

其 中 等 式 当 且 仅 当 方 阵 A 的 4 个 列 向 量 两 两 正 交 时 成 立 ， 

11。 设 01 与 9, 是 nn 阶 对 称 方 阵 ，S, 宇 0, 且 det (5S， 
+ i9,，) =0， 其 中 i1*= 一 1、 证 明 ， 存 在 非 零 实 的 行 向 量 x€R”， 
使 得 x(S1+iS,) =0, z : 

12。 设 S>0. 证 明 ， 对 任意 实 的 行 向 量 x 与》， 

(XSYy) ENSx) (ySy), 

其 中 等 式 当 且 仅 当 向 量 x 与 》 线 性 相关 时 成 立 ， 

3。 人 天 站 阶 实 方 阵 4 的 极 分 解 唯一。 证 明 方 阵 4 可 逆 。 


14。 证 明 ， + 阶 实 方 阵 4 规 范 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 方 阵 4 


具有 极 分 解 4=SO= OS， 其 中 S>>0，O 为 正 交 方 阵 . 

15。 设 A 是 4 维 Euclid 空间 刻 的 线性 变换 。 证明 存 在 人 的 
部 分 正 交 变 换 BB 和 半 正 定 自 伴 变换 C，KerB=KerC, 使 得 
入 = BC ,并 且 变 换 召 与 C 是 唯一 的 ; 证 明 线 性 变换 及 规范 的 必要 
且 充 分 条 件 是 ， 变 换 B 与 C 可 交换 ， 

16。 证明， 任意 %# 阶 实 方 阵 都 可 以 分 解 成 为 三 个 1 阶 实 对 称 
方 阵 的 乘积 ， 

17。 设 4 与 召 是 mx 实 和 矩阵 。 证 明 ，AA'=BB' 的 必要 且 
充分 条 件 是 4= BO， 其 中 OO 是 某 个 4 阶 正 交 方 阵 . 

18。 证明， 实 方 隆 4 的 每 个 奇异 值 都 是 特征 值 的 必要 且 充 分 
条 件 是 4 之 0， : 


$7.8 方 阵 的 正 交 相 似 


本 节 料 用 矩阵 方法 讨论 方 阵 在 正 交 相似 下 的 标准 形 。 下 面 是 
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EL 


和 


关于 方 阵 的 正 交 相似 的 一 个 重要 定理 。 

定理 1 设 o 士 ip， 0: 十 iD:，… 0 土 iD， 人 :+ri， 
^:,+rsy… 人 是? 阶 实 方 阵 4 的 所 有 特征 值 其 中 和 = 一 1 
G19029° 390, 5010,,.* ,0,, 人 :+ 人 :+ 人。 都 是 实数 ， 且 
0 :>>0: 之 … 志 0>>0. 则 方 阵 4 正 交 相 似 于 如 下 的 准 下 三 角形 ; 


| 4, 0 。。。 Q 0 0 … 0 ) 
| A,, A, a 0 0 0 4 0 1 
4 。 A, 0 0 ... 0 
攻 ot Casati,2 OH27 人 :+1 0 | U |， 
0 


(+a, i Xo ra, 2 ~* 0 ,+2 2 D+ :+1 人 ,+2 


» ,1 ,2 ，… Cs,3， 0 。: ,+ D。: ,+: 机 人 
(7.8.1) 
其 中 如; 是 2 阶 子 方 阵 ，xs 是 1x2 和 矩阵 ，5 是 实数 ， 并 且 存 
在 2 阶 可 逆 方 阵 己 )， 使 得 
和 
4= Pi| jP， 1 =1,2,.…,s, 
-b; a 
证 对方 阵 的 阶 数 # 用 归纳 法 。 当 n=1 时 定理 显然 成 开 . 
设 w=2。 如 果 2 阶 方 阵 4 的 特征 值 ,与 *, 都 是 实数 ， 则 存在 
属于 特征 值 *, 的 单位 特征 〈 列 ) 向 量 a,ER*， 使 得 Aa, =:a:。 
把 单位 列 向 量 2, 扩 成 R? 的 标准 正 交 基 {ulyc:}j， 则 O= (a ,0;) 
是 2 阶 正 交 方 阵 ， 


尖 0 0 
AO0= Al(a, ;2) = (oi | 


I & 0 

-ol 
CC A,, C i.. 
显然 = 人 ,， 且 
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因此 当 .4 的 特征 值 都 是 实数 时 定理 成 立 ， 如 果 有 4 的 特征 值 都 不 是 
实数 ， 则 可 设 4 的 特征 值 为 a 土 记 。 由 于 4 的 特征 值 都 不 相 同 ， 


ab 
所 以 4 相似 于 对 角形 diag (a+ i6，a 一 i6)， 显然 方 阵 人 ， 
. : 一 a 
| | b 
的 特征 值 也 是 a 土 ib， 所 以 方 | )a 相似 于 对 角形 
一 a 


a b 
diag (a+ ib,a — ib). 因此 广 险 4 与 | ). 由 第 6 半 第 
| -pp a 


/ gs 
7 -TD， 方 阵 4 与 人 ja 这 就 证 明 ， 当 mn=2 时 定理 
、 一 a 


成 立 。 
现在 假设 定理 对 阶 数 小 于 # 的 方 阵 成 立 ， 下 面 证 明定 理 对 
ni 成立。 : 

情形 1，# 阶 方 阵 4 具 有 实 特征 信 *。。 此 时 可 设 wx。 是 属于 
特征 值 *, 的 单位 特征 〈 列 ) 回 量 ， 即 du。 = 人 sxs。 把 ax。 扩 成 9 
维 实 的 列 向 量 空间 R” 的 标准 正 交 基 {a) 0,…,0,}; 则 OO 〇 = (ci 
xz 和 px) 是 # 阶 正 交 方 阵 ， 并 且 


4 ， 0 
AO = (Ax, s/o, ,An.,) = (0 | ) 


和 / 
A, 0 
of) 
B i 


其 中 4, 是 n-1 阶 实 方 阵 ，B 是 4=- 1 维 行 向 量 。 因 此 


A, 0 
4-0| j 
B A, 
. 出 归纳 假设 ， 存 在 %n 一 1 阶 正 交 方 阵 O,， 使 得 
A,=0.8,.0), 
其 中 丑 , 是 形 如 (7.8.1) 的 准 下 三 角形 。 于 是 
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0，0VB，0VO 0、， 
4=o(。 (8 Ao 1)0 


记 0(%”，)=0,. 显然 0, 是 正 交 方 阵 , 且 


b, Oy,, 
A=0,( 1 )o:. 
这 表明 ， 定 理 对 情形 1 成 立 . 四 
情形 2 ; 2 阶 方 阵 .4 不 具有 实 特 征 值 。 此 时 2=2s。 设 wx, 是 
属于 特征 值 a, + 记 , 的 特征 〈 列 )》 向 党 ， 即 Aa, = (a, + ib,)a,， 
otC”。 记 0,=B,+i7,;,， 其 中 B,,7,ER*。 则 由 Aa,= (0' 


+ 16,) a 得 到 ， 
AB, = a,B, 一 7，， 


47Y,=D.B8,+asY，。 
如 条 人 AB ,+AY ,= 0， 其 中 人 ;下 是 实数 ， 则 | 


A(B,)()= (B,,Y,) (i (2)=°. 


a, CtB,+HY,)+b, LB,—AY,)=0., 
因为 4B ,+ KY, =0， 所 以 56, (2B, 一 AY,) =0。 由 于 0,>0， 因 此 
iB,+rkY,=0, 

由 此 得 到 ，(A* 寺 上 上 ?)B,=0，(W+ 1)Y,=0,。 由 于 atC* 是 非 
零 的 ， 因 此 B,,Y,tR? 至 少 有 一 个 是 非 零 的 ， 所 以 ?+ 上 *=0， 
即 ^=4&=0。 这 表明 ， 列 向 量 B,，Y, 线性 无 关 。 于 是 R”" 中 由 
向量 B, 与 Y, 生成 的 子 空间 让, 是 2 维 的 。 设 {$,,-1，5;,} 是 
V ,的 标准 正 交 基 。 则 

(5 155,)= (8B, ,7 )P,, 
其 中 过 梳 方 阵 卫 , 是 2 阶 可 道 方 阵 ， 并 且 


即 得 


性 


a, b,. 
4A) Ge ’ 
~-b, a,! 
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b 


| pa [6,454) 扩 成 Ri 光标 惟 正 


和 | dU, 
交 基 {5) S29 1 风 
A 0 i 
A(E,,S a9 “95,1 52,) = (E1629" 1392，) | 
BA, 


其 中 4 是 2 一“ 队 方 阵 。 由 于 { ,5 9""° ) s—1 ,5s ,是 ”的 标 
准 正 交 尖 ， 所 以 1 阶 方 阵 0O 一 《也 ,5 2 9 si 5， ,) 是 正 交 的 。 
由 上 式 ， | 


可 0、 ， 
4=0(, 4 )0'. 
对 2s -2 阶 方 阵 放 用 归纳 假设 ， 则 


(4 se 0 ‘ z 
= oj : ~ : O1， 
4 ， A,. / 


其 中 OO) 是 25 一 2 阶 正 交 * 广 隆 ， 而 A ,4 a— 1 是 2 也 方 阵 。 


于 是 
1 A,.{ 0 | ， 
4 人 0 . : | 的 0 人 , 
= 门 ， CC 。 
.0 了 1, 0 | 
B A, 
() ， 
记 0 |= 0;, 则 
.0 ‘9 
| 4， 0 ， 
2 
/~ | 
A=0, 4 _， ， A,.i GO， 
| B 4 


于 是 定理 对 情形 2 成 立 。 定 理工 证 毕 。 
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尽管 定理 工 没有 解决 方 阵 在 正 交 相 似 下 的 标准 形 问题 ， 但 它 
: 却 有 许多 重要 的 应 用 。 

定理 2 (Schur 定理 ) 没入 。，…) 人。 是 中 阶 实 方 阵 4 的 
-全 部 特征 值 。 则 


Tr44' 3 (7.8.2)》 


了 一 | 

并 且 等 式 当 是 仅 当 方 阵 4 为 规范 时 成 立 . 

证 因为 方 阵 4 的 迹 TrA 是 方 阵 在 相似 下 的 不 变量 ， 所 以 
:对 任意 4# 阶 正 交 方 隆 0， i 

TrAA’= Tr(O’AO) OO’A’O). 
出 定理 1， 存在 n 阶 正 交 方 阵 O, 使 得 0'40 为 准 下 三 角形 
《7.8.1) ， 革 中 ji9hsj 为 Qj 土 i0;，7=1,2,…,S$。 因 此 
TrAA’= YTrAA+ V1?+0, 


了 一】 1 三 25+1i 


其 中 o 是 准 下 三 角形 0'40 的 非 对 角 块 上 元 素 的 平方 和 。 所 以 


TrAA’=Y TrAjA,+ 2, 4}. 


了 一 了 一 2 十 
由 于 每 个 4， 和 是? 阶 的 ， 并 且 特 征 值 人 ， 1-1 与 ^， ;为 G7 十 ibss 
也 0， 所 以 
det A1 = astib) (a -ib) = (Ra) + IA"). 
-所 
Cj} 中 


A,= 
‘f;} 9i 


则 


det.4, 一 CH 一 中 有 < (ct +d?+f}+91) = TrAiA;. . 


泗 此 ，TrA414; 之 12.1-1|*+12,1|*， 其 中 等 式 当 且 仅 当 2(c1g4 
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-dif) =c?+t+d?+f?+9?, 即 cj=gi fj= -di， 也 即 4) 小 
规范 方 阵 时 成 立 。 所 以 


TrAA’> V1,1’, 
了 一 主 


其 中 当 且 仅 当 0 .40 为 准 对 角 方 阵 而 且 每 个 2 阶 对 角 块 为 规 沁 - 
方 阵 ， 即 0 40 为 规范 方 阵 时 等 式 成 立 。 而 0 40 为 规范 方 阵 
的 必要 且 充 分 条 件 显 然 是 4 为 规范 方 阵 。 定 理 2 证 毕 。 

定理 3 设 4G1 土 ib,， Gs 土 ib6,,.…,a, +ib,， A ,+1, A2 s+a yg. 
…，。 是 1 阶 规 记 方 阵 A 的 全 部 特征 值 ， 其 中 a1,0,,…,9,， 
bysb,, sD, Ns +t 人。 都 是 实数 , 且 b, 宇 0, 宇 … 宇 b, 二 0, 由: 
方 阵 4 正 交 相似 如 下 的 准 对 角形 ， 


| bi 9 ， b, : 
diag ( 9 “9 | 》 A +i as 
一 已， Cl -bb, a, 


(7.8.3). 

并 且 规 沁 方 阵 的 特征 值 是 规范 方 阵 在 正 交 相 似 下 的 全 系 不 变量 ， 
证 因为 方 阵 是 规范 的 ， 所 以 3chur 定理 中 式 (7.8.2) 取 等 : 
式 。 由 Schur 定理 的 证 明 可 知 ， 式 (7.8.2) 取 等 式 时 ， 准 下 三 角 
形 O 4O 为 准 对 角 方 阵 ， 而 且 每 个 2 阶 对 角 块 4; 应 具有 形式 . 


Cj) dd 
( 小 由 于 对 角 块 4 的 特征 全 为 aj 土 i6;， 所 以 cj = aj， 


-dj ci 
县 dj= 土 6b)。 可 设 dj =b;。 于 是 OQ'AO 即 为 准 对 角 方 阵 (7.8,3)。 
至 于 规范 方 阵 的 特征 值 是 规范 方 阵 在 正 交 相 似 下 的 全 系 不 变 : 
量 ， 本 章 第 4 节 定 理 7 已 经 证 明 。 这 里 不 再 重复 。 定 理 3 证 毕 。 
利用 定理 3 即 可 得 对 称 方 阵 、 斜 对 称 方 阵 与 正 交 方 阵 在 正 交 : 
相似 下 的 标准 形 。 
例 1 设 A 与 B 是 1# 阶 规范 方 阵 ， 且 .AB 也 是 规范 方 了 泗 。 证- 
明 BA 是 规范 方 阵 ， 
证 记 方 际 4 的 所 有 特征 值 为 (4),，2,C4)，… ,3,4A) 。 
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笛 >chur 定理 ”只 需 证 明 ， 


Tr(BA) (BAD'= IBD1:. 
j=1 
事实 上 ， 
Tr(BA) (BA)'= TrBAA’B’. 
扫 于 对 任意 同 阶 方 阵 C 与 D，TrCD=TrDC， 所 以 
Tr(BA) (BA)’= Tr(AA’B’B). 
钛 为 方 隆 4A 与 BB 是 规范 的 ， 即 44’=A’A，B8B’=B'’B,， 所 以 
Tr(BA) (BA)’= Tr(A’ABB’) = Tr(ABB’A’') 
= Tr(AB) (AB)’. 
因为 方 阵 48B 是 规范 的 ， 所 以 由 Schur 定理 ， 


Tr(BA) (BA)’= Tr(AB) (AB)’'= |7 ;AB) |’, 
j=1 
由 于 方 阵 4B 与 B4 的 特征 多 项 式 相同 ， 所 以 方 阵 4B 与 BA4 的 
-将 征 值 相同 。 因 此 
Tr(BA)(BA)’= > | 人 (4B) | = | 人 (DB4)|1:。 
17 三】 ;= 三 1 


于 是 由 Schur 定理 ， 方 阵 BA 也 是 规范 的 ， 


习 题 


!。 攻 人 是 站 阶 实 方 阵 4= (e;)) 的 特征 值 . 记 a= maxfa jj， 
Ti 7 委 引 。 利 用 chur 定理 证 明 ，| ?| 和 ma， 

2。 设 入 (4,，^,(4)，…，X,《(4) 是 1# 阶 实 方 阵 A= (oh) 
维特 征 值 。 证 明 Schur 不 等 式 ， 
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2 (Re (2%,(A))) ?二 


了 一 1 l,i 


Gj} +aj 攻 
2 


2 (Tm (MMA) y， 


i=1 l&i ,jC 


2 
Cr 一 Cr | 
2 LJ 


np 


$7.9 一些 侦 可 


例 1 设 4 与 如 是 二 阶 实 对 称 方 阵 ， 且 4>0. 证 明 方 阵 雄 
与 8 辣 时 相合 于 对 角形 ， 即 存在 + 阶 可 道 方 阵 已 ， 使 得 已 -4 有 与 
DP'BP 都 是 对 角 方 阵 ， 

证 因为 A4>>0,， jie ?| 阶 可 道 方 阵 Q@, 使 得 A= QQ 
记 下 = (Qn,， 则 AR’ = 。 方 孟 玫 BA 显然 是 对 称 的 。 
-出 本 章 第 6 节 定 理 3， 存 在 + 阶 正 交 方 阵 OO， 使 得 ORBR'O' 是 
对 角 方 隆 。 异 然 ORAR'O’=1.,,。 记 了 =fK’O',. 方 隆 P 显 然 
可 送 ， 并 且 P' AP 与 P'BP 都 是 对 角 方 阵 。 证 毕 ， 

例 2 设 S 是 2 阶 实 对 称 方 阵 。 证 明 rankS = 的 必要 且 充 
分 条 件 是 ， 存 在 1 阶 方 阵 4， 使 得 SA+ A’S 为 正定 对 称 方 阵 。 

证 设 rankS =n。 则 方 阵 人 S$S 的 行列 式 不 为 零 。 所 以 方 阵 S 

每 个 特征 值 都 不 为 等 。 不 妨 设 方 阵 S 的 全 部 特征 值 为 ^*，,，^,、 
‘中 人 环宇 >0>>A+ti… 
之 4 ,。 于 是 存在 ft 阶 正 交 方 了 泗 O， 使 得 

S=Odiag(t ,N,N ,ss Nts A.) OO’, 
记 Q=diag(V hy Vhss MA 人， MV hotis > VM 一 人 )。 
方 阵 Q 显 然 是 可 逆 的 。 记 了 = OQ, 方 阵 尸 也 是 可 道 的 ， 并 且 
S=Pdiag(l,,, ,~1...,)P’. 


令 4= (Prdiag ( 0)，» 一 ) 则 方 阵 4 可 六， 县 


SAt+ A’S = PP’， 即 方 阵 SA4+ .443>0， 
反之 设 存在 1% 阶 方 了 泗 4， 使 得 SA+ 4 人 >0。 则 由 本 章 第 : 
7 站 定理 3 ,存在 #7 阶 可 道 方 阵 ,使 得 (P')-1(SA+ A’S)P-* 
=J,)。 设 rank 5S=r<n。 则 rank (P'S P=r, 是 方 阵 : 
《PP 是 对 称 的 。 因 此 存在 # 阶 正 交 方 阵 OQ， 使 得 
OP)-'SP-1O0= diag(D,, 0), 
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其 中心 ,=diag(A HH) 记 避 = 二 0， 出 


S$S =Qdiag(D,,0)Q’, 
SA+A’S = QQ 
哲 此 
Qdiag(D,, 0)Q’ A+ A’Qdiag(D,, 0)G =QQ 。 
内 为 方 阵 可 遂 ， 所 以 
diag(D,, 0)Q’A(Q) :+Q" A’Qdiag (DD,,0) =1.,.,. 
(7.9.1) 

将 方 阵 QA4(Q 7" 按 方 阵 diag (D,,0) 的 分 块 方式 分 块 ， 即 记 


Bi! Bi 
QQ) ”= ， 
BbB,: BbB.,, 


其 中 Bi 是 + 阶 子 和 矩阵。 于 是 由 (7.9.1) 得 到 
人 0 : 
B,D, 0 {a) 


比较 两 端 方 阵 的 对 角 元 ， 便 得 出 六 盾 。 因 此 rankS =n. 证 毕 。 
例 5 设 已 ,Q 与 R 是 4 阶 实 方 阵 ，P>0，Q>0. 证 明 , 方 
阵 卫 一 R'Q-'R>0 的 必要 且 充 分 条 件 是 , 方 阵 Q 一 RP-:R'>0。 
证 ”因为 方 阵 己 与 @ 的 地 位 是 对 称 的 ， 所 以 只 需 证 明 ， 如 果 
PP- RQ IR>0, |Q- RP IR’>0. 
由 于 已 >0， 故 存在 世 阶 可 北方 阵 了 ,使 得 已 = 了 /T。 因 站 ， 
P—- RQ-1R=T’(,,, ~- (TT)-1R/Q-RT-)T., 

记 4= (TIR'，B=Q-:RT-:。 因为 P-R'Q-:R>0, 拆 以 
方 隆 已 - 民 /Q-: 尽 可 道 。 又 方 阵 了 可 送 ， 所 以 方 阵 了 了。 -48 可 
(Ts) -B4)-:=7T +BU -AB)-!A 
=7T +Q-IRTTETG - (TI) RQ RT TD) A! 

=Qr-'TIQ+-RCOBP-R'Q-:R)-IR。 、 
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另 一 方面 。 
7 一 有 4=T -QO EIT (TO) OR 
=Q-':(Q-RP-IR7)， 
所 以 ， 
Q-RPR =QE(.,, -BA J 
= QIQ+RCP-ROQ KR) ER 0. (7.9.2) 
因为 P-R’Q-'R>>0， 故 它 的 道 方 阵 (ff 了 -RQ™TR)"'>>0. 革 
沪 情 (P-R’Q-!R)-'R’ 守 60， 容易 证 明 ， 如 果 S1>0，5, 宇 0， 
则 S,+S, 盖 0。 因 此 方 阵 Q+R(P-R’Q NR)-'R‘>>0。 由 于 
方 阵 Q>>0， 所 以 方 阵 @ 可 道 ， 并 且 Q = Q。 于 是 由 (7.9.2) ， 
@-RP-IR'>0。 证 毕 ， 
例 4 设 ”= (cii)xs>0， 且 S 的 每 个 行 和 都 为 零 ， 娠 


FR,= jai:;=0, 1 =1,2,…,n。 证 朋 ， 


7 一 荆 
2max{ Vari:l Si<n) < DD Va. 
:=1 
证 因为 > 宇 9， 所 以 由 本 童 第 7 节 定 理 4, 存在 %* 阶 六 
阵 三 ， 使 得 S = 卫 “ 卫 。 将 方 阵 己 按 列 分 块 ， 日] 记 志 = (4) ,2s. 
0 ), 其 中 ajER”, j=1,2,.…,n. 于 是 : 


| 
S = PP=| 2 (0). 0,) 
\) 
Cy 
(aa 90) (O90g) 77 (0 9 Cn) 
一 (2, » C1) 《ca 902) (2, sn) 


(Qs0) (O90) 1 (0 0,) 
其 中 (xx ) = 002i 是 R” 中 疝 量 a; 与 0; 的 标准 内 积 。 由 此 得 
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到 ai = (2iy2h，T 和 7 71。 


因为 方 阵 S 的 每 个 行 和 都 为 零 ， 所 以 
De = lessen) = (es 2)= 0., 


7 二 有 i=1 
执 此 
Ee, Te)= (Pe Eo)=0. 
2 二 人 0 Hl] a 一 2 Os Hr 
= 1 
LAs 2 Ea. 
A 
彻 ’ 


?al< ah. 
记 和 os = max{herh:i =1,2,.…,n}, 则 
aa,l< lel. 
得 是 je 中 = Vy ;而 = Yai。 所 以 上 式 为 
2max{ Varil<i<n< Va. 证 毕 . 
例 5 设 4 是 n 阶 实 方 阵 . 证 明 ， 
TrA<Tr(A4') 3, 
其 中 等 式 当 且 仅 当 4 关 0 时 成 立 ， 
证 设 AA 是 方 阵 .4 的 全 部 奇异 秆 。 则 由 本 章 第 
7 节 定 理 9， 存 在 n 阶 正 交 方 阵 0, 与 0,， 使 得 


A=0Odiag(lpy ,2a Ars 0 ,0)0,. 


n 一 7 个 
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= OQ, (diag (Ki! ss st ,0s 0) O00. 
Mngt 
一 了 
注 于 方 阵 4 的 迹 Tr4 是 方 阵 在 相似 下 的 不 变量 ， 所 以 
TrA= Tr(diag Pt 29"*" glt,sU , ,0) 0O, 0O, ) 
~ 


n 一 ?个 
记 0=0,0,= (b,1)。 显然 方 阵 0 是 正 交 的 。 于 是 


TrA~ 》 Lb;;, 


i 二 1 


租 于 方 竺 9 是 正 交 的 ， 因 此 |oiel 和 91. 所 以 - 


j=1 
TrA< ,1£,. 
了 二 工 
咏 一 方便 ， 
AA’=O dag(t?, Fi, 0, ,0)0O,. 
所 
1 
(AA’) 2 = (diag(L t,t,,0 9 ,0)O1. 
因此 
1 . r 
Tr(AA’)? = ,TrA. 
二 了 


如 四 4 产 0， 则 .42 = AA’, 即 4= 440) 3 。 因 此 Tr = =: 
1 
rtAA’) 3， 且 等 式 成 立 。 肥 之 设 等 等 式 成 立 。 由 从 上 三 的 记号 ，,、 


Er ii = Ds 
i= 三 1 


f=1 
生 
Dt (1l~b,)=0., 


因为 Al>0， 有 1-D 0， 所 以 Di = 1， i =1,2,… ,r+。 因此 : 


1,,, 0 
0=0,0,-( ) 
0 0O, 


其 中 O, 是 %n-r 阶 正 交 方 阵 。 干 是 


1 0 - 
A=Odiag(t ,rss tH, ,0,.. ,0) \o, : 


=Odiag(Ly sts Lt, 0 ,0) O11. 
外 4 关 0。 证 毕 。 
例 6 设 S 是 # 阶 实 对 称 方 阵 ， R" 是 n 维 实 的 行 向 量 空 
lB;。 记 
V ,= {xtR”: XS = 0}. 
证 明 ，7 为 ” 的 于 空间 的 必要 且 充 分 条 件 古 ， V0, 或 者 
~S>0, . 
证 设 1,， ,是 方 隆 S 的 全 部 非 稚 特征 值 . 则 存在 
8 阶 正 交 方 阵 O， 使 得 
OO3O' = diag( 人 1， 1， 人 人 00) 
记 方 隆 O 的 $$ 个 行 问 量 为 04) ,0 … 20， 则 {9 0 ，… 904} 是 号 "的 
标准 正 交 基 ， 并 且 四 
cio5o=A 人 2 1=1, 2 
oo =0, k=r+1, en 
设 oER', Wa=aQa+ad, 二 +.… -十 Ga 其 中 aj;SR，1= 1, 2， 
.…，1#。， 于 是 


ca: = hat ht :十 :Gr。 《7。 9.3) 


现在 证 明 必 要 性 。 设 FV。 是 Ro 的 子 空 空间 。 取 a= G0 + a 


十 ， tatty ,oo, 由 式 (7.9.3) 9 和 - 四 和 2 
ao9a' =hat+thgt++haol=0,. 
如 果 某 个 aj 于 0，1<j<r， 则 取 B= aiQy-aGsGs 一 一 Qj- 
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Qi-iTGiai 一 Girlciti 一 … 一 so。 由 于 
8BSB8B' = 人 ,ai+Xa+…+ 人 az=0， 
所 以 BEV。。 由 于 让, 是 子 空间 ， 所 以 at+ B=2ajaj&V。。 于 是 
(a+ B)S(a+ B)' = 44a?. 
因此 ,=0。 这 和 ?4; 关 0 的 假设 相 矛 盾 。 所 以 wa=a,ria,yi+… 
+Geas。 反 之 ， 由 式 (7.9.3) ， 如 果 Q= -ra+ri+…+Guaa， 
出 jaE7 。 。 
工 方 阵 5 的 非 零 特征 值 不 全 同 号 , 即 设 人 ,>0, 人 7 = -4&rI<0， 


1<i<j<r。 取 B=- ai+- 关 -ci， 则 由 式 〈7.9.3) ， 


Va Vb 
8S6= 人 (大 + (FA) =1-1=0, 


即 BEV 。。 另 一 方面 ， 由 上 段 证 明 ，c&V。 当 县 仅 当 0a=a,+， 
"0,+1 十 … +asV，。 因 此 B KV 。。 艺 盾 。 因 此 方 阵 S$ 的 所 有 非 零 
特征 值 都 同 号 。 这 就 证 明 ，S 宇 0,， 或 者 ~-S 之 0， 
再 证 充分 性 。 由 于 S 之 0, 或 者 ~S 之 0， 所 以 方 阵 5S 的 所 有 
非 零 特征 值 都 同 号 。 由 式 《7.9.3) 可 知 ，okE 矿 , 当 且 仅 当 w= ga,+ 
oo 十 Oo。 这 表明 ， 广 。 是 天 "中 由 ar as 生成 的 
子 空间 。 充 分 性 证 毕 ， 
例 7 设 4= (gi1),x, 与 B=(b,y),x, 是 1 阶 方 阵 . 记 
aiizpi arabis … CisDpi。， 
azibsy as:p:: … a:.0,。 


do 了 = 


a,10,i as.20,s “"® GonsDu。 / 


和 


局 0 有 时， Hadamard 乘积 A。B>>0. 
证 容易 验证 ， 方 阵 4oB 是 对 称 的 。 下 面 证 明 ， 方 阵 4oB 是 

学 正定 的 。 事 实 上 ， 因为 4>0， 所 以 存在 8 阶 方 阵 已 =(D)， 本 

518 


使 得 4=P'P。 因 此 
G11= 2 Pribsis 1 委 ?， jn 
Rm 
记 4oB=(c;;)， 则 


os 
ci1=Giibsi= sb 1l<;, 1 委 #。 
k=1 


你 X%= (Xi ,X39 Xa EER’. 则 


XAoBx’= 3) briribeiXibs) 


i 


= 二 人 2 biix;pb, bss ). 


dx = 2, b,jxibs Xibsi 


‘las, 
= (Xi.ps1 ?MX2 力 89 Xa pen P(Xibs 1 Xaps es sXe Den) » 
上 且 B 之 0, 所 以 di 庆 0, h=1，2,，…,， nn。 因此 xAoBx’ 之 0 。 这 
就 证 明 ，Ao。B 宇 0. : 
例 8 设 4 是 n 阶 三 对 角 方 阵 ， 即 设 
ga: b, 0 0 … 0 0 0 ， 


c, a b, 0 0 0 0 \ 
0 cs a, b, 0 0 0 | 
A= ... ， 
0 0 0 0 cm ac b. 
0 0 0 0 0 C 。 G。 


并 且 b,c; 之 0，j=2,3,…,n。 证 明 方 阵 4 的 全 部 特征 值 都 是 实 
数 ， 并 且 互 不 相等 ， : 
证 先 考 虑 方 阵 4 为 对 称 的 情形 ， 邑 pi =cx 和 ps=cs。 此 
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时 方 阵 4 的 所 有 特征 全 都 是 实数 。 下 面 证 明 ， 方 阵 4 的 特征 值 两 
两 不 同 . : 和 

由 于 实 对 称 方 阵 .4 正 交 相似 于 对 角形 ， 所 以 4 相似 于 对 和 角 
形 。 因 此 方 阵 的 最 小 多 项 式 d(?) 没有 重 根 . 另 一 方面 方 阵 4 
的 特征 方 阵 X21 ,,， 一 4 的 nn 一 1 阶 子 式 


1 2 .,.. 


CAL ,,) -4) ( 一 )- (—1)"™b, bp, bb, 0， 


2 3 . 
所 以 方 阵 .4 的 2 一 1 委 行 列 式 因子 D,-:(^) =1。 于 是 方 隆 A4 的 不 
变 因子 为 d1(*)=…=d,..(4%)=1，d,.(*%) = D,《*)。 由 于 方 隆 A 
的 第 4 个 不 变 因 子 d,(*) 即 是 方 阵 .4 的 最 小 多 项 式 d(*)。 所 以 
ad(*) =D,(4)。 这 表明 ，d(X%) 即 是 方 阵 4 的 特征 多 项 式 2(^X)。 
也 即 方 阵 .4 的 所 有 特征 值 都 是 最 小 多 项 式 d(7) 的 根 。 而 d(?) 
令 有 重 根 。 所 以 方 阵 A 的 特征 值 两 两 不 同 。 
现在 考虑 一 般 情形 。 由 于 bjcj>0，1 =2,3,… ,1l， 所 让 


bs Cbscs)(8sc) C0161) 0 


Ca2C3 CH 


已 = diag(1， J …， La， 


刚 
PAP-! = 
a Vbscs 0 0 0 0 | 
Vbsc, dad, Vbscs 0 0 0 | 
| 0 Vbc,s a， 0 0 0 
和 ] 
oo 0 Ve o, Yi. 
i 0 0 0 Vb,c, 0 站 
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记 PAP =2。 则 由 上 段 证 明 ， 方 阵 5 的 所 有 特征 值 都 是 实数 ， 
并 且 两 两 不 同 。 由 于 方 阵 的 特征 值 是 相似 不 变量 ， 所 以 方 阵 .4 的 
所 有 特征 值 都 是 实数 ， 并 且 两 两 不 同 . 
习 题 

1。 设 4>0， 且 方 阵 旦 与 4 的 天 次 宕 可 交换 ， 大 为 正 整数 。 
证 有 明 ， 方 阵 姻 与 4 可 交换 。 

2。 设 4>0， 且 中 为 对 称 方 阵 。 证 明 多 项 式 det(CA4-B) 的 
根 都 是 实数 

3。 设 ft 阶 对 称 方 阵 4 二 >0, BB 是 n x m 列 满 秩 矩阵 。 求 (3 + 4) 
阶 对 称 方 阵 


的 逆 方 阵 ， 其 中 0 是 到 阶 零 方 阵 。 
4。 设 44>0， 刀 >0， 目 方 阵 4 与 妃 可 交换 。 证 明 AB>>0. 
5。 设 4 阶 实 方 星 4 的 顺序 主子 式 都 不 为 等 。 证明， 存在 对 
角 元 全 为 1 的 4 阶 下 三 角 方 阵 P 与 Q， 使 得 - 
A=Pdiag(d,, d,, .…, d,)Q’, 


其 中 
d, = 4(1 2 ) ,R=1,2,.…,1, 
A412 1) 
”1 
并 约定 4( )=1. 


6。 设 1 下 阶 对 称 方 阵 4>0。 证 明 ， 对 任意 行 向 量 XxX, WA"， 
(xAx’)+(yA-'y’)>2xy’, 
等 式 成 立 的 必要 旦 充分 条 件 是 什么 ? 
7+。 证 明 ， 对 任意 非 零 行 回 量 X= (Xi ,X29 XCELR?, 均 有 
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中 | 
f (x) = 2 一 2 X11+t1>0. 
求 f(x) 的 最 小 值 ， 以 及 f(x) 在 条件 x*, =1 下 的 最 小 值 。 

8。 设 1 阶 对 称 方 阵 4>0。 证 明 , 在 + 维 实 的 行 向 量 集合 人 * 
连同 标准 内 积 构 成 的 Euclid 空间 中 ， 由 不 等 式 xX4x' < 1 所 定义 
的 区 域 是 有 界 的 ， 并 且 它 的 体积 VY 为 z 
a (det 4) 去， 
(+1) 


;=| dvdxz dx = 
省 5 1 


其 中 和 = (XXX ER". 
9。 设 4>0， 忠 >0。 证 明 ， 方 阵 4 与 已 的 只 adamard 乘积 
AB>0, 


10. 设 4<B,， C0, 目 方 阵 C 与 4 和 B 都 可 交换 。 证明 
AC<BC. 


11. 设 0 过 4 过 有 .证 明 detB 演 det4 
1i2。 设 0<4 和 过 总 证明 另 - 委 4 
13, 设 0<A<B. 证 明 V4 委 V 了. 


14. 设 4 是 对 称 方 阵 . 记 I4i= V 4",，4.= (14l+4)， 
\ 
A-= 二 (14| -4)。 证 明 ， 


(1) i4| 是 满足 4 委 14|，-4 乏 14| 且 与 4 可 交换 的 最 小 
的 对 称 方 隆 ， 这 里 所 谓 “ 最 小 ”是 指 ， 如 果 对 称 方 阵 了 满足 
A<B,， -A<B, 且 与 4 可 交换 , 则 |A| 专 B; 

(2) 4+ 是 满足 4A4 目 与 4 可 交换 的 最 小 的 半 正 定 对 称 
方 阵 ; 

(3) 4 是 满足 -4 委 4_ 且 与 4 可 交换 的 最 小 的 半 正 定 对 
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称 方 阵 ， 四 加 
《4) 设 A 与 8B 是 可 交换 的 对 称 方 阵 ， 则 存在 适合 A<C， 
.B<C 自 与 4 和 B 都 可 交换 的 最 小 对 称 方 阵 . 

35。 证 明 ， 两 个 # 阶 半 正定 对 称 方 阵 3 与 9, 可 以 同时 相 
合 于 对 角形 ， 即 存在 4 阶 可 北方 阵 P, 使 得 P'S,P 与 P'S,P 
都 是 对 角 方 阵 。 《提示 ，; 方 阵 S = 5， + 5， 是 半 正 定 的 ) . 

16。 正 定 对 称 方 阵 的 概 从 可 以 推广 《 见 C.R.johnson,， 
Positive definite matrices, Amer, Math, Monthly, 1970; 
77，259 -264.)。 设 A 是 nn 阶 实 方 了 泗 (不 必 是 对 称 的 ) 。 如 果 对 
任意 非 零 行 向 量 x€R"*，xAx’>0， 则 方 阵 4 称 为 正定 的 ， 
记 4=S+ 玉 ， 其 中 S = 方 (4+40)， K=3(4-A’), 它们 分 


别称 为 方 隆 A4 的 对 称 部 分 与 作对 称 部 分 。 证 有 明 ， 

(1) 方 隆 4 正定 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 它 的 对 称 部 分 S 是 
正定 的 。 

(2) 设 j.(A) =det(AS 一 KK). 则 当 A4 正 定时 ，f4(%) 的 

非 零 的 根 是 纯 虑 数 。 

(3) 设 4 正 定 ， 并 且 fj.(X) 的 所 有 非 零 的 根 为 士 ii， 
士 io，… 土 ia,，a 关 ax…>a,>>0， 则 4 相合 于 如 下 的 准 对 角 
方 阵 ， 


| 1 | 1 a, 
ma sl, 0) 
/ 1 a, 1 


di nn—2s 


并 且 f4(4) 的 根 是 正定 方 阵 在 相合 下 的 全 系 不 变量 。 
”17。 设 4 是 实数 ，C 是 二 阶 实 方 阵 ， 且 4=AT +iC 是 3 
挤 复 正 交 方 了 泗 ， 即 AA'=17..,, =-4 4， 其 中 六 = 一 1。 证 了 明 ， 方 
阵 C 是 斜 对 称 的 ， 并 且 

(1) 当 rankLC<0i 时 ，-44= 士 六 3 

(2) 当 rankC =n 时 ， 存 在 % 阶 实 正 交 方 了 泗 O， 使 得 
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O’AO= 和 
di 人， DJ 小- 


Le 


一 一 一 一 -.- 一 ,- :一 一 一 -一 rr- Or 


二 
2 
18。 设 4= B+iC 是 4 阶 复 正 交 方 隆 ， 其 中 B 与 C 是 4% 价 实 
方 阵 。 证 明 ， 存 在 % 阶 实 正 交 方 阵 0， 与 0:， 使 得 


O,A0, =diag 人 


1 


一 i 
( IV EY... ( 站 Va) 
_ . 多 加 9 . 
—ivLii-l! Hy -TVL3 一 1 上 


其 中 rankC =21，1 上: ，…， 丰 ,是 方 阵 瑟 的 所 有 大 于 荆 的 奇 
异 值 ， 且 .1 是 方 阵 了 的 mn 一 2t 重 癌 异 值 . 

19。 设 复方 阵 4, 与 4, 适合 4, = OA10,， 其 中 0, 与 0, 是 
实 正 交 方 阵 ， 则 称 复方 阵 4, 与 4, 正 交 相抵 。 证 明 ， 复 正 交 方 阵 
的 实 部 的 否 异 值 是 复 正 交 方 阵 在 正 交 相抵 下 的 全 系 不 变量 ， 

20。 设 人 可， 人 >:，…， 人 人 是 8 阶 半 正 定 对 称 方 隆 4= (a;1) 的 
所 有 特征 值 ，?, 宇 *, 实 … 汪 -1 宇 ^, 守 0。 并 且 设 方 阵 4 的 每 个 
列 和 都 是 零 。 证明， z 


人 :<( -一 )min{ais:1<i<n}. 


(提示 ， 对 称 方 阵 4 一)。i(T ,。 - 土 门 >0， 其 中 了 是 每 个 元 素 


都 为 1 的 4 阶 方 阵 ) 。 
21。 设 4 是 1 阶 正定 对 称 方 降 ，xtk*。 证 明 ， 


Nn" 


一 .. 本 这 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
4。 | | dx (det Ay/ ? 
其 中 (x，Ax) = xAx’. 
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22。 设 4 与 了 是 % 阶 实 对 称 方 阵 ， 且 方 阵 4 是 正定 的 。 


人 |- e dx 2 1/2 ? 
(det(A + iB)) 
其 由 说 = -1, 日 (x,(A+iB)X)=xAx’ +ixBx’. 
23。 设 4 写 为 * 阶 实 对 称 廊 隆 ， 且 方 阵 4 是 正定 的 。 证 
明 ，|det(A4+iB)| 之 detA4， 其 中 i*= -1 
24。 设 1 阶 对 称 方 隆 A 是 正定 的 。 去 掉 方 阵 4 的 第 i 行 第 t 
列 的 子 甜 阵 证 为 4，;， 记 Q(x) =XAx/，xE€R"。 证 明 ，Q(x) 在 - 


三 1 条 件 下 的 最 . 小 值 是 -二 > 其 中 x= (xX1 ,x 293 , 
25。 设 4 与 中 是 中 阶 正定 对 称 方 阵 。-4， ,分 别 是 去 控 
方 隆 A 与 的 这 站 行宫 站 询 的 子 方 蚂 ， 证 明 ， 


det(A+B) . detA ,| detB 
det(A, +B,)™ detA, ~” detB, 


26。 设 A 是 8 阶 正 定 对 称 方 了 泗 。 证 明 ， 
min {Tr4B:B 为 n 阶 正 定 方 阵 日 detB= 1 =(detA)'/* 


27.. 设 A 与 B 是 n 阶 正定 对 称 方 阵 。 证明， 
(det(A+ B))'/”S> Ce + CdetB) 人 
28。 设 1 (4)， 人 (4)，…, 1 (41) 是 二 阶 对 称 方 隆 4 的 特征 
值 ， 人 (4) 疡 4: (4) 产 … 疡 (4)。 证 明 ， 
(1)》 议 4 与 玉 是 阶 对 称 方 阵 ， 实 数 5 满足 0 委 e 委 1， 了 出 
i (4+(L-a) 呈 ) 委 ok) + (1 一 aa) 人 (了 )， 
tad +(1--a)B)>ar, (OD +O -oN, (B). 
《2)》 当 B 半 正定 时 ， 
i.(A+B)>A..(AM), Ms.,(A+B)>M,(4). 


$7.10 ”Euclid 空间 的 同 构 


和 线性 空间 一 样 ， 需 要 考虑 Euclid 2 2s 间 是 否 同 构 的 问 颇 ， 
由 于 一 个 Euclid 2 空间 是 一 个 线性 空间 同 标准 内 各 构成 的 ， 所 以 
自然 有 如 下 的 定义 。 

定义 1 设 o 是 Euclid 空 空间 VV 到 uclid 空间 玉 的 一 个 映 
射 。 如 果 揣 射 6 是 线性 空间 站 到 线性 空间 矿 上 的 同 构 映射， 而且 
上 映射 o 是 保 内 积 的 ， 即 对 任意 7%，BEV, 均 有 (cc(a)，a(B)) 
= (4,B)， 其 中 (6 (0) ,6(B)) 是 形 中 间 量 o(Q@) 与 6(B) 的 内 积 ， 

《9,B) 是 VV 中 向 量 4 与 6 的 内 积 ， 则 oo 称 为 Euclid 空间 V 到 
uclid 空间 丈 上 的 同 构 映 射 ， 而 Euclid 空间 VV 与 所 称 为 同 构 . 

关于 Euclid 空间 了 到 W 上 的 同 构 映射 os， 有 

定理 1 Euclid 空间 上 到 到 上 的 了 贞 射 c 为 同 构 映射 的 必要 县 . 
殉 分 条 件 是 ， 映 射 o 是 线性 空间 VV 到 上 的 同 构 映射 ， 而 县 映射 
是 保 问 量 范 数 的 ， 即 对 任意 必 广 ， 均 有 jc(ojl = jel 。 

证 芭 5 是 uclid 空 间 了 到 球 上 的 同 构 上 映射。 由 定义 1， 
瑞 射 5 是 线性 空间 了 到 殉 上 的 同 构 映 射 ， 并 且 对 任 意 ac， B6， 
均 有 (go(o)，o(B)) = (xpB)。 因 此 对 任意 akF， 均 有 (co ， 
o(0)) = (a,0)， 即 je (ow)= jial。 所 以 映射 o 是 保 向 量 范 数 的。 

及 之 设 0 是 线性 空间 V 到 W 上 的 同 构 映射， 而 且 保 向 量 范 
数 。 因此 对 任意 a, BEVY,， 有 

oC f= jal, lecB)l= 8, lelar BN= jart BA. 

新 以 
lo(a+ B)N = (ol(at B), olau+ B)) 
= (0(0) ,06(0)) +2(0(0) ,0(B)) + (o(B),o(B)) 
= he +2(0(0) ,0(B)) + lecB)h’, 
= Wall +2(C0(0) ,0 (8)) + NBN 
= Ya+Bl’+2((0(0 ,0(8)) - (a, B)). 


1 
tt 
Co 


如 对 任意 w，8S7，(c(o) ,sg(B)) = (a,B)， 即 映射 6 是 保 内 积 
的 。 因此。 是 Euclid 空间 VV 到 人 上 的 同 构 映 射 。 证 毕 . 

定理 2 讽 5c 是 上 Euciid 空间 VV 到 玉 上 的 同 构 上 映射。 则 映射 
5 是 可 着 的 ， 并 且 它 的 逆 映 射 c-: 是 Euclid 空间 Vv 到 了 上 的 同 
构 映 射 。 

证 由 于 Euclid 空间 斑 到 玉 上 的 同 构 映 射 c 是 线性 空间 太 到 
W 上 的 辐 构 映射 ， 所 以 映射 9 是 可 逆 的 ， 并 且 它 的 遂 映射 65* 是 
线性 空间 斑 到 上 的 同 构 上 映射。 现在 证 明 ， 道 映射 6"' 是 保 疝 
量 范 数 的 。 事 实 上 ,对 任意 8B6 ,8B =az(c7 (8))。 由 于 映射 5 保 
回 量 汇 数 ， 所 以 

Bl= | 8)) LE=dl (8) 
因此 映射 6 7 保 问 量 沁 数 。 于 是 映射 67' 是 Euclid 室 问 琴 到 伙 
于 的 同 构 了 映射。 证 毕 。 

定理 3 设 ci 与 0 分 别 是 中 aclid 空间 六 到 玉 V 与 WW 到 UU 上 
的 同 构 喘 射 。 则 ac:a, 是 Euclid 空间 下 到 避 上 的 同 构 映射 。 

证 显然 ， 5 与 9, 分 别 是 线性 空间 了 到 矿 与 矿 到 过 上 的 后 
构 映 射 ， 所 以 sc, 是 线性 空间 六 到 UU 上 的 同 构 映射 、 现 在 证明 
映射 6,0, 保 向 量 范 数 。 设 o 斑 。 由 于 c, 保 向 量 范 数 ， 所 以 1 中 
= [so, (DD) 有。 因为 o1(% EV1V， 且 5, 保 向 量 范 数 ， 因 此 |s, (0) | 
= 上 oo (oo1。 所 以 对 任意 卜 广 ,| (wo 和 = To 即 映 射 ss01 保 
癌 量 汇 数 。 由 定理 1 ， 了 映射 554 是 Euclid 室 间 下 到 歼 上 的 同 构 
映射 。 证 毕 ， 

上 所 有 有 限 维 Euclid 空间 的 集合 记 为 已 ， 显 然 对 任意 手 ， 玩 
4 正 ， 要 么 三 与 矿 同 构 , 要 么 乒 与 灰 不 同 构 。 于 是 Euclid 空间 之 间 
的 同 构 关系 是 集合 上 中 元 素 之 间 的 一 种 关系 。 容 易 验 证 ，E 中 元 
素 间 的 同 构 关系 满足 目 反 性 ， 对 称 性 与 传递 性， 也 凤 Euclid 空 
招 了 与 是 号 同 构 》 如果 Euclid 空间 厂 与 矿 同 构 ， 则 Euclid 空间 
WV 与 乒 同 构 如 果 Euclid 空间 与 矿 同 构 ， 且 Euclid 空间 玉 与 
U 同 构 ， 则 Euclid 空间 与 U0 同 构 。 于 是 Euclid 空间 之 闻 的 局 
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构 天 系 是 集合 上 中 元 素 间 的 一 种 等 价 关 系 。 集 合 E 便 按 同 构 等 价 
关系 分 成 同 构 等 价 类 ， 彼此 同 构 的 Euclid 空间 归 在 同一 个 同 构 
等 价 类 ,彼此 不 同 构 的 Euclid 空 间 妇 在 不 同 的 同 构 等 价 类 ,集合 EE 
按 同 构 等 价 关 系 分 类 的 两 个 基本 问题 是 ，《〈1 ) 同 构 等 价 类 的 代 
表 元 是 什么 ?〈( 2 ) 两 个 Euclid 空间 属于 同一 个 同 构 等 价 类 的 判 
准 是 什么 ? 也 即 两 个 Euclid 空 间 同 构 的 必要 上 且 充分 条 件 是 什么 ? 

我 们 知道 ， 所 有 # 维 实 的 行 向 量 集合 R” 连同 标准 内 积 构成 . 
一 个 4 维 Euclid 空间 。 所 谓 R* 的 标准 内 积 是 指 ， 对 x%= (4 
RX 与 y 的 标准 内 积 
(x，y) 为 / 

C2 

定理 4 任意 2 维 Euclid 空间 都 和 ?人 维 Euclid 空 间 R* 
后 构 . 和 
证 设 {Gy，0,，…，Q0,} 是 n 维 Euclid 空间 矿 汐 一 组 款 准 
正 区 基 ， 则 akV 可 以 唯一 地 表 为 4a=XiG XQ 十 十 X00,， 
Xj， XX， 定义 映射 6 一 R” 让 下 ， 法 QO = XO, + XA, 
二 Ca， 则 令 5 =X= (X41，X，。，，…，X,)ER*。 容易 验 
证 ， 映 射 6 是 线性 空间 TV 到 尺 * 上 的 同 构 了 映射 。 现 在 证 明 ， 映 射 
5 保 向 量 范 数 。 设 4a=xy0 X02 十 … +X,0,EV， 则 


1 7 
(wm =( 于 xici 于 re 
i=1 


i 三 1 


EF 
一 2 DXiXi (0 21) 。 


i111m] 
较为 te，ca，…， 0 是 V 的 标准 正 交 基 ， BM (oi, 01) =611, 
1<i,7 志 %， 其 中 6,) 是 Kronecker 符号 ， 因 此 / 
(0) = 好 十 好 十 十 X% = (XX) = (0 (0) ,0 (0)) ， 
即 js(D1=lel。 这 就 证 明 ， 映 射 6。 保 向 景 范 数 。 所 以 映射 o 是 
Euclid 空间 六 到 R” 上 的 同 构 上 映射。 证 毕 。 
D28 


定理 5 有 限 维 上 uclid 罕 间 六 与 玉 同 构 的 必要 有 上 且 充分 条件 
是 dim = dimW, 

证 ” 设 有 限 维 Euclid 空间 六 与 研 同 构 ， 则 由 定义 1， 人 在 为 
续 性 空间 ，7 了 与 柬 同 构 4 因此 dimV=dimW. 反之 设 dimV 
=dim 玉 =n, 则 由 定理 4, 上 Euciid 空间 V 同 构 于 Euclid 空 可， 
而 上 uclid 空间 R&R” 同 构 于 人 Y， 由 同和 多 大 系 的 传 弟 性 ，Euclid 空 
[a y 与 矿 同 构 。 证 毕 ， 

定理 4 与 定理 5 完全 解决 了 所 有 有 限 维 Euclid 空间 集合 五 
在 同 构 等 价 关 系 下 分 类 的 两 个 基本 问题 。 定 理 5 表明， 在 Euclid 
空 同 的 一 个 同 构 等 价 类 中 ， 所 有 上 uclid 空间 的 维 数 都 相同 。 完 
理 4 表明， 如 采 上 Euclid 空间 的 同 构 等 价 类 中 了 上 uclid 空间 的 维 数 
为 和 ， 则 可 取 下 uclid 空间 KK” 作 为 这 个 同 构 等 价 类 的 代表 元 ， 
也 即 在 同 构 意 义 下 ，# 维 上 uclid 空间 了 可 以 视 为 关 维 实 的 行 席 
量 空间 R". : 
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第 八 蔷 西 空间 


将 上 一 章 的 概念 与 方法 推广 到 复线 性 空间 ， 便 在 复线 性 空间 
上 引出 相应 的 结果 ,$8,1 在 复线 性 空间 中 引进 了 同 量 的 内 积 , 从 而 
得 到 了 西 罕 间 的 概念 ， 并 相应 产生 了 复方 阵 在 枉 相 似 下 的 分 类 问 
题 。$8.2 解 决 了 规范 方 阵 ,西方 阵 . Hermite 方 阵 以 及 斜 Hermite 
方 阵 这 些 具 有 重要 几何 意义 的 方 阵 在 西 相似 下 的 分 类 问题 ，$8,3 
进一步 讨论 了 正定 Hermite 方 阵 , 并 通过 奇异 值 的 引进 解决 了 方 
阵 在 西 相抵 下 的 分 类 问题 。 最 后 用 一 些 例子 说 明 这 些 结论 的 应 
用 .。 由 于 西 空 间 是 Euclid 空间 的 推广 ， 而 且 在 处 理 有关 西 空间 
的 问题 时 采用 的 方法 也 和 处 理 Euclid 空间 中 相应 问 题 的 方法 大 
致 相同 ， 所 以 在 提 到 西 空间 有 关 结 论 时 大 部 分 只 氢 不 证， 一- 提 
和 而 过， 


$8.1 西 空间 的 定义 


先 给 出 复线 性 空间 V 上 内 积 的 定义 。 

定义 1 设 (a,B) 是 复线 性 空间 矿 上 的 二 元 复 值 函 数 。 如 
水 《ay 8) 满足 

(1) Hermite 对 称 性 ， 对 任意 cy BE7，(8B,a) = (a;B)， 
这 里 玉 表 示 复 数 了 的 共 圈 复数 ， : z 

( 2) 恒 正 性 ， 对 任意 非 零 向 量 a€V，(%,a)>>03 

(3 ) 共 轿 双 线 性 性 ， 对 任意 9,a,,a,，B,B,,B,y 和 任 
0 | 

(人 ,0 十 人 0 有) = 人 (ay 8B) +4, (a,,B) (8.1,1) 
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(aiB+L:BN)=Fi(cp+F(cB:) (8.1.2) 
则 二 元 复 值 函数 (xc，B) 称 为 复线 性 空间 广 的 一 个 内 积 ， 

应 当 指出 ， 在 复线 性 空间 三 的 内 积 (a,B) 的 定义 中 ， 式 
(8。1.2》 可 以 由 内 积 (ac,B8) 的 日 ermite 对 称 性 与 式 (8.1.1) 
推 得 .。 为 了 叙述 方便 ， 这 里 还 是 把 它 列 入 定义 中 。 

容易 验证 ， 复 线性 空间 了 的 内 积 (a，B》 具 有 下 列 性 质 。 

性 质 1 对 任意 a,BEV，(a,0) =0= (0,B); 

性 质 2 对 任意 0 ,0,,…,0,,B,,B,,…, BtV 和 人 人: 
EC 

(Pa 1B1)= DT Painile,B). 

性 质 3 (Cauchy-Schwartz 不 等 式 ) ”对 任意 2,BEV， 

| (a,B) 1 < (a, (B,B), 

并 且 等 式 当 且 仅 当 向 量 “与 8 线性 相关 时 成 立 。 

现在 给 出 复线 性 空间 所 的 内 积 (4a，B) 的 方 阵 表 示 。 设 
(ai as,…5as} 是 二 维 复线 性 空间 广 的 一 组 基 。 及 中 向 量 w 与 
可 以 唯一 地 表 为 &=xXiar 寺 Xasaas 寺 … 十 Xucs， B=Yy0 yO 
+… 十 了 0。。 则 向量 4 与 和 B 的 内 积 (a,B) 为 


(%,B) = 2 2 X71; (2iycT) 。 (8.1.3) 


z 一 二 1 


, (a s i) (2 ， 3) | (a On) 


(Ca 01) (2, » 2) “ 《CX: Ca 


(0 01) (QO2) Ca 


则 1 阶 方 阵 G 称 为 内 积 (a, B) 在 基 {0Q, ss*"" 0 下 的 Gram 
方 阵 ， 记 X= (X13, Xs NX,) »» 一 (YR (8 .1.3 
可 以 写成 
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， 上) = Gr y*, 
其 中 y* 是 了 y 的 共 圈 转 署 ， 


内 积 (g,B) 在 基 {o1,62… ,0)} 下 的 Gram 方 了 泗 G 具 有 下 
面 的 性 质 。 


《1) Gram 方 陈 C 是 Hermite 方 孟 ，。， 划 Cy = C; 
( 2) 对 任意 非 零 行 问 量 八 C”，xCx*y 盖 0。 

芭 碟 十 42 阶 也 ermite 方 阵 。 如 果 对 任意 非 零 行 向 量 xXC7， 
xHx*>0, 则 如 称 为 正定 Hermite 方 阵 。Gram 方 阵 的 上 述 性 质 
表明 ，Gram 方 阵 G 是 一 个 正定 Hermite 方 阵 ， 

有 反之， 设 G 是 一 个 nn 阶 正定 Hermite 方 阵 。 在 2 维和 揽 线 性 
空间 》 的 基 failycxys cs 下， 向 量 cy BE 的 坐标 分 刚 记 汐 革 
= 《XXXa)， = EC "定义 了 上 的 二 


元 复 值 涪 数 (a,B) 为 ~、 
(2,B) =xG yy”, 


则 容易 验证 ，V 上 二 元 复 值 加 数 (0,B) 满足 Hermite 对 称 性 ， 
恒 正 性 以 及 共 轿 双 线 性 性 。 因 而 二 元 复 值 函 数 (4, B86) 是 复线 性 
空间 的 一 个 内 积 , 这 表明 ， 在 ? 维 复 线性 空间 下 中 取 定 一 -组 其 
{5,02 … 0.) 之后， 六 的 内 积 (ce,B) 便 和 它 在 这 组 基 下 的 
Gram 方 降 建 立 了 对 应 . 这 一 对 应 是 六 上 所 有 内 积 的 集合 到 所 有 
n 耻 正 定 Hermite 方 阵 集 合 上 的 一 一 对 应 . 

现在 讨论 1 维 复 线性 空间 了 的 一 个 内 积 (a,B8) 在 不 同 基 下 的 
ram 方 阵 之 间 的 关系 。 设 内 积 《xy 8)》 在 下 的 基 {0) ,0,… cs)} 
与 {B61,B,,…,B,} 下 的 Gram 方 阵 分 别 为 Gi 与 G，,， 由 基 {aa， 
00 到 基 {B8B:,8:,…，8.) 下 的 过 渡 和 矩阵 为 已 = (p,;;)， 即 

(pp = (0 ,0 ,0,.)P. 

因此 ，B j= 2_piics。 所 以 


上 记 二 1 


(B,,B1) (Tp, Dp ) 


二】 
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二 六 (2 CT 。 
x 二) 

由 于 G, = ((ciyci)) Gs = ((B 1,B 7))),x,。， 所 以 上 式 有 即 为 
Ga, = PG.P* : : 

一 般 地 说 ， 设 态 , 与 于 ,是 # 阶 Hermite 方 阵 . 如 果 存 在 
阶 可 道人 复方 降 P， 使 得 电 ,= PH,P*， 则 方 阵 碳 , 与 刁 , 称 为 
复 相合 的 。 上 面 的 讨论 表明 ， 同 一 个 内 积 (a,6〉 在 不 同 的 基 下 
Gram 的 方 阵 是 复 相合 的 。 

方 阵 的 复 相合 关系 是 方 阵 间 的 一 种 重要 的 等 价 关 系 。 以 后 将 
详 加 讨论 。 

定义 2 pn 《cg,B) 一 起 称 
为 本 守则 。 仍 记 7 

由 于 完 义 西 空 了 (a,B) 是 恒 正 的 ， 因 此 定义 了 中 
向 量 “ 的 范 数 和 oj 为 由 = we co。 范 数 为 1 的 向 量 称 为 单位 
河 量 

定义 5 设 V 是 西 空间 ， (a,B) 是 定义 西 空 间 了 的 内 积 。 
设 0,BEVF 如果 (a,B) =0， 则 称 向 量 避 与 8 定 正 交 训 ， 记 作 
2 有 

由 性 质 1 ， 西 空间 了 中 的 零 向 量 和 每 个 向 量 都 正 交 。 

和 上 uclid 空间 相仿 ， 可 以 证 朋 

定理 1 西 空间 斤 中 任意 & 个 两 两 正 交 的 非 零 向 量 aia:， 
人 是 线性 无 关 的 。 

证 路 。 

定理 2 设 {01,0,,…,5,} 是 1 维 西 空间 V 的 一 组 基 ， 则 VV 
中 存在 一 组 两 两 正 交 的 非 零 向 量 B， ,PB ,，…,B,， 使 得 对 每 个 有 
{B,,B,，…,B;} 是 中 由 向 量 2,0,,…,0; 生成 的 子 空间 矿 , 的 
一 组 基 ， / 

证 


ow 
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月 :=as 十 人 月 
B =ci+ka ip +…+ 人 Pi， 
其 中 人; 是 待定 常数 ，1 委 < 和 8R。 对 1 >7， 仿 


(B,,B)) = (ai + Php, Bi)=0. 


出 此 得 到 
一 (a bi) BD ~19 + 一 
Ni (B11,Bn) ?9 
渐 设 
月 ,= oa， 
_y 《2X:， 月 1:) 
0 


二 -一 (2, Bi-1) _ 0 《202 ， B,) 
B,， xr, (B,-_,,B,-.1) 用， 1 (B,,B,) B,。 


则 向 量 B,,B,,…,Bs 属于 由 0,2,，…,0s 生成 的 子 空间 站,, 且 
两 两 正 交 。 由 和 定理 1 ，,{B1,B,,…,B;.} 是 V， 的 一 组 基 ， 证 毕 。 
定理 2 中 给 出 的 由 矿 的 基 {aiyas,…yas} 得 到 两 两 正 交 的 麻 
量 组 {B,,B,,…,B,} 称 为 对 向 量 ci ,0;，,… 0, 施行 Gram-Sch- 
midt 正 交 化 。 只 要 再 将 {B1,B,,…,B.} 的 每 个 向 量 By 单 位 


化 ， 即 令 =， -6 ? 1 =1,2,.…,n, my {S51 :全 即 是 天 中 


出 两 两 正 交 的 单位 向 量 构成 的 一 组 基 。 一 般 地 说 ， 5 维 西 空间 信 
中 由 # 个 两 两 正 交 的 单位 疝 量 构成 的 基 称 为 让 的 一 组 标准 正 交 
基 。 于 是 得 到 

定理 35 + 维 西 空间 具有 标准 正 交 基 。 

出 定理 2 还 可 以 得 到 

定理 4 + 维 西 空间 玉 中 任意 一 组 两 两 正 交 的 单位 向 量 给 
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{aiycaa ps 都 可 以 扩 成 亚 的 一 组 标准 正 交 基 。 
下 面 的 定理 给 出 ” 维 西 空间 六 中 两 组 标准 正 交 基 之 间 的 

定理 5 区 8 维 本 空 芭 | 辐 矿 中 由 标准 正 交 基 {16, 5，… ,5,.} 到 
代 准 正 交 基 {7, ,7，， … ,7 上} 的 过 渡 方 阵 为 U， 即 

(7 Is) = (EL 

则 局 是 再 方 洗 ， 印 过 满足 LO = oo =U*U， 其 中 UU" 表示 方 阵 
U 的 共 蜀 转 置 ，。 

证 明 栈 。 

反之 有 

定理 6 届 U 是 1 阶 西方 了 泗 ，{61,6,，…,$,} 是 1 维 西 空间 
三 的 标准 正 交 基 。 则 也 

(7 7 9 Ns) = (全 7 

所 确定 的 问 量 组 {7: ,7:，…; 7 是 广 的 标准 正 交 基 . 

证 明 路 。 

回 方 际 是 一 类 重要 的 方 阵 。 容 易 证 明 ， 丁 方 阵 芝 是 可 逆 的 ， 
并 且 它 的 逆 方 阵 为 7” = U*， 同时 本 方 阵 U 的 道 方 阵 7 仍 是 
四 方 阵 ， 另外 ,两 个 西方 阵 U, 与 U, 的 乘积 U1,U, 仍 是 西方 阵 ; 
最 后 ， 单 位 方 阵 显 然 是 西方 阵 . 

定理 5 表明 ， 在 : 维 空间 斑 中 取 定 一 组 标准 正 交 基 {61， 
G2 … ss 之后， 的 标准 正 交 基 {71,7,，… 7。) 便 对 应 于 过 流 
方 阵 UU， 由 于 U0 是 酉 方 了 泗 ， 所 以 V 的 所 有 标准 正 交 基 的 集合 便 和 
所 有 # 阶 西方 阵 集合 U,(C》 建 立 了 对 应 。 定 理 6 天 明 ， 这 一 对 
应 是 了 的 所 有 标准 正 交 基 集 合 到 U ,(C) 上 的 一 一 对 应 。 

定理 2 与 定理 3 可 以 写成 矩阵 形式 。 

定理 7 任意 阶 可 逆 复 方 阵 4 都 可 以 表 为 一 个 酉 方 阵 了 与 
一 个 对 角 元 全 为 正 数 的 上 三 角 方 阵 了 的 乘积 ， 即 4=UT， 并 县 
表 法 唯一 。 

证 明 酷 。 


设 C" 是 所 有 +# 维 复 的 行 向 量 集 合 。 在 行 向 量 的 加 法 以 及 复 
数 与 行 向 量 的 乘法 下 ,C ”是 复数 域 C 上 的 线性 空间 , 设 &= (xi 
Xa) B= yy 9Ya)EC"， 定 义 C”" 上 二 元 复 值 记 
数 《x，B) 为 

Cm,B)=X71+X7s + "+X 7, =aB™, z 
”容易 验证 ， 二 元 复 值 晃 数 (2,B) 是 L 的 一 个 内 积 ， 它 称 为 C” 
的 标准 内 积 。 复 向 量 空间 (人 “连同 标准 内 积 一 起 构成 一 个 要 空 
间 ， 仍 记 为 C”。 

设 上 是 一 个 西方 阵 ， 将 回 方 隆 上 按 行 分 块 ， 即 记 


显然 ， CC CC。 出 于 U > 时 西方 阵 :， 所 已 UU* = ,,) .四 
此 (2%, ,2;) =007 二 07191 志 i 3， 其 中 5 是 下 frfonecker 符 
叶 。 这 表明 ， {0 ,0, CC 在 维 西 空间 C” 的 标准 正 区 基 。 

有 友之， 如 有 果 行 问 量 组 {0 (2 9 > Oe} 是 C” 站 标 ; 准 正 交 基 ， 红字 


fa 
0 


0 


2 


冲 一 个 西方 了 因此 ， 复 方 阵 盯 为 西方 阵 的 必要 
生 充 分 条 件 是 ， JJ 的 个 行 向 量 构 成 C” 的 一 组 标 稚 正 交 基 。 同 
样 ， 对 于 方 阵 的 # 个 列 向 量 ， 也 有 类 似 的 结论 、 

西 空间 了 中 全 量 间 的 正 交 性 可 以 推广 ， 

定义 4 设 WV 是 西 空间 VV 的 子 空间 , BEY, 如 果 B6 与 玉 中 任意 
癌 量 “都 正 交 ， 则 称 辐 量 8 和子 空间 瑟 正 交 ， 站 中 所 有 与 子 空 间 
WW 正 交 的 向 量 的 集合 称 为 子 空间 三 的 正 交 补 ， 记 为 WV， 

容易 看 出 ，WW ={BtKV,(a,B)=0，okV}, 而 且 IV: 是 六 
的 一 个子 空间 。 
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定理 8 对 1% 维 西 空间 VV 的 子 空 s 间 WV， 有 
V =WOOWI!. 

证 明 略 ， 

最 后 转 到 西 空间 的 同 构 ，。 

定义 5 设 了 和 了 是 西 空间 。 如 果 存 在 复线 性 空 x 间 了 到 到 上 
的 同 构 映射 5, 使 得 对 任意 <，BCV , 均 有 (6 (0) ,5(B)) = (cy 有) ， 
其 中 (4,B》 是 定义 西 空间 VV 的 内 积 ， 而 (6 (0) ,6(B)) 是 西 空间 
VY 中 问 量 7(0) ,9《B) 的 内 积 ， 即 映射 6 是 保 内 积 的 ， 则 称 6 是 
图 空间 到 玉 上 的 同 构 映 射 ， 而 西 空间 人 与 讶 称 为 同 构 ， 

容易 证 明 

定理 9 任意 1% 维 西 空间 VV 都 同 构 于 4+ 维 复 的 行 向 量 空 间 连 
同 标准 内 积 构成 的 本 空间 C”"。 有 限 维 西 宏 间 上 0 与 他 同 构 的 必要 
且 充 分 条 件 是 ，dimU = dimy，。 

证 明 咯 ， 


2 题 

1。 公 acd 是 复数 ，( 是 2 维 复 的 行 向 量 空间 ,定义 C* 

上 的 二 元 复 值 泡 数 f(a,B) 为 

f (a,B)=axiy1 + bX,7 + CcXys + dX,y,, : 
其 中 = (xX1,X.),B = (y1,Y 2) EC’, 试 确定 a,b,c 和 d， 使 得 
f(a,B) 是 C* 的 内 积 . 

2。 证 明 ， 西 空间 VV 中 向 量 2 与 B 正 交 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 
对 任意 一 对 复数 4 与 5， 

[aa +t bB|?= acl + HoBl?. 

3。 设 VV 是 # 维 复线 性 空间 ,如 果 映 射 6,V 一 满足， 对 任意 
2x，8BkF 和 任意 复数 人 ala+B) =ca(o +o(B) ,oN0) = Xo (0), 
0:(x) =a， 则 go 称 为 共 轿 映射 。 玉 中 适合 5o(9) = ”的 向 量 。 称 为 
关于 共 轿 映射 6 的 实 向 量 。 记 | 
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RV)= {ct ,0o(0) =a}, 
证 明 
(1) KR。(V) 是 n 维 实 线性 空间 
(2) 每 个 x&VV 都 可 以 唯一 地 表 为 4= B+jY， 其 中 8B,YE€ 
了 ,(V)， 而 7 是 复数 ， 
(3) 设 (xca:) 是 了 的 内 积 , 将 内 积 (ca:) 的 定义 
域 取 为 R.A(V)， 则 (oi,a,〉 是 R。(V》 的 内 积 ， 
《4) 设 (人 8: 8:) 是 人 (CO 广 ) 的 内 积 ， 则 
(Q@1 3903) = (Bis,B,) +t YY) +I (B17Y,) ~— (EF,,71)) 
是 V 的 内 积 ， 其 中 =By+IY1, 0 =B,+77Y,， 且 Bi1,P;， 
7Y ,7Y ,ER (VY). 
4。 证 明 ， 任 意 二 阶 西方 阵 忆 都 可 以 分 解 为 


eiol 0 


.cosT sinr、eic 0 
0 =( i 9, 狼 . 六。 i 0 ); 


0 C 一 SiInT -CosT e 714 
其 中 0,,0,,0,,0。 和 7 都 是 实数 。 

5。 记 1 阶 复方 阵 4 为 4= B+iC， 其 中 8B 与 C 是 实 方 阵 ， 
旦 i = 一 1。 证 明 ， 方 阵 4 为 西方 阵 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 方 阵 
“BC 是 对 称 的 ， 旦 B'B+C/’C=1,,)、， 

6。 所 有 7 阶 复方 阵 构 成 的 复线 性 空间 记 为 C”””， 取 内 积 为 
(4,B) =Tr4B*，A，BEC”™*。 求 C”** 中 所 有 对 角 方 阵 构成 
和 约 子 空间 斑 的 正 交 补 ， 


$8.2 复方 阵 的 酉 相似 


”Euclid 空间 的 线性 函数 概念 可 以 推广 到 酉 空间 ， 
定义 1 设 f1(%) 是 西 空间 了 上 的 复 值 国 数 , 如 果 对 任意 ci 
,Vy 和 复数 人 ,人 人，， 
f Mc +4 人 :as) = 人 (ai) + 4A,f (a,), 
册 fc) 称 为 上 的 线性 函数 。 
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n 维 西 空间 的 所 有 线性 函数 的 集合 记 为 V*, 集 合 V* 在 通 
常 函数 的 加 法 以 及 复数 与 范 数 的 乘法 下 成 为 一 个 复线 性 空间 ， 生 
称 为 西 空间 VV 的 对 偶 空 间 。 

设 (a,B) 是 % 维 西 空间 了 的 内 积 , 对 给 定 的 BEV，fp(% = (os 
B) 是 了 的 一 个 线性 国 数 。 定 义 映 射 xc: 一 天 如 下 : 设 BEVY,， 
则 令 c(pB) =fs。 可 以 验证 ,映射 6 是 酉 空间 到 线性 空间 VF* 的 
(线性 空间 》 同 构 映 射 。 因此 了 与 它 的 对 侦 空 间 V* 同 构 。 利 用 
映射 65， 可 以 证 明 ， 如 果 {B1,B,,…,B.} 是 广 的 基 ， 则 {fp,，- 
fa,，…sf8。} 是 1 的 一 组 基 , 它 称 为 {B81,B,，,…,B.} 的 对 偶 基 ， 

设 有 入 是 nn 维 西 空间 VF 的 线性 变 措 ，(x,B)》 是 了 的 内 积 。 可 以 
证 明 ， 对 给 定 的 向 量 BEP ,存在 唯一 的 向 量 BEV ,使 得 (A (a)， 
B) = (4,B)。 定 义 映 射 A*,V> 矿 如 下 设 BEF， 则 令 A*(B) 
= B， 可 以 验证 ， 映 射 4&* 是 的 一 个 线性 变换 ， 它 称 为 线性 变 
换 妥 的 伴随 变换 。 伴 随 变 换 具 有 如 下 性 质 ， 

(1) (A+B)*-= A*.. B+*, 

(2) (0A)*=7A*,; 

(3) (AB)*= B*A*, 

(4) (A*)*-= A, 

《5) 设 了 的 线性 变换 各 在 下 的 标准 正 交 基 4010,，… ,2 上 
下 的 方 阵 为 4， 则 它 的 伴随 变换 4* 在 同一 组 基 下 的 方 阵 为 4 ， 
即 方 阵 妈 的 共 饭 转 置 ; 

《6 ) 9 维 西 空间 了 的 线性 变换 有 & 的 不 变 子 空间 玉 的 正 交 
补 玉 -是 伴随 变换 人 * 的 不 变 子 空间 。 

现在 考虑 西 空间 TV 的 一 个 线性 变换 在 不 同 的 标准 正 交 基 下 的 
方 阵 表示 的 关系 。 先 引进 
定义 2 设 4 与 召 是 站 阶 复方 阵 。 如 果 存 在 ” 阶 西方 阵 7 ， 
使 得 B=U*A4U， 则 方 阵 4 与 B 称 为 西 相似 的 。 
设 4 维 西 空间 VV 的 线性 变换 妥 在 VV 的 标准 正 交 基 {61,85,， 
… ,6,1 与 标准 正 交 基 {7: 7:，…7。} 下 的 方 阵 分 别 为 4 与 如, 即 
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A(E ,Es EE,.) = (E160, ,6.)A, 
(7 71) = (77) BB. 
并 且 设 由 标准 正 交 基 {61 ,6,，… ,5,} 到 标准 正 交 基 47, ,7,，…， 
7,) 的 过 疫 方 阵 为 只， 邵 
(W719729° Da) = (G16, .UU, 
由 上 节 可 知 ， 方 阵 U 是 西方 阵 。 于 是 ， 由 上 式 ， 
AA, 7 ) = A(E, ED)DD 
= (AGE ED))U7 
= (EU 
= (7 7 7 U*AU., | 
因此 如 =U*AU， 所 以 西 空间 V 中 线性 变换 及 在 不 司 的 标准 正 交 
基 下 的 方 阵 是 西 相似 的 。 
容易 验证 ， 方 阵 之 间 的 西 相 似 关 系 满 足 自 反 性 ， 对 称 性 与 传 
递 性 。 因 尼 它 是 所 有 站 阶 复方 阵 集合 以 .(C) 由 元素 间 的 一 种 等 
价 关 系 。 于 是 集合 以 .(C) 便 按 本 相似 关系 分 成 西 相 似 等 价 类 ， 
彼此 本 相似 的 方 阵 归 在 同一 个 西 相似 等 价 类 ， 彼此 不 本 相似 的 方 
泗 划 归 不 同 的 酉 相似 等 价 类 。 所 有 + 阶 复方 阵 集 合 于 。(C) 在 本 
相似 下 分 类 的 两 个 基本 问题 是 ，1。 在 酉 相似 等 价 类 中 如何 选取 
代表 元 ， 即 复方 阵 在 西 相 似 下 的 标准 形 是 什么 ? 2. 如 何 判定 两 
个 复方 阵 是 否 本 相似， 也 即 复方 阵 在 酉 相似 下 的 全 系 不 变量 是 
什么 ? 
应 当 指 出 ， 如 果 1% 阶 复方 了 泗 4 与 BB 西 相 似 ， 即 B=U*AU,， 
其 中 是 西方 阵 ， 则 因 Um!=U*,， 故 B=U-"!AU， 即 方 阵 4 与 
BB 相似。 反之 则 不 然 ， 
关于 西 相 似 ， 有 
定理 1 设 ^4,,4,,…,4, 是 1 阶 复方 阵 A4 的 全 部 特征 值 。 则 
存在 阶 西 方 了 泗 U， 使 得 / 
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U, (8.2.1) 


2 
简单 地 说 ， 复 方 阵 .4 西 相似 于 下 三 角形 ， 
证 ”对方 隆 的 阶 数 #2 用 归纳 法 . 当 %=1 时 显然 结论 成 立 。 委 
设 结 论 对 #8 一 1 阶 方 阵 成 立 ， 下 面 证 明 结 论 对 1 成立 ， 

因为 人 是 nn 阶 方 阵 4 的 特征 值 ， 所 以 存在 属 于 特征 值 ^, 的 
单位 特征 〈 行 ) 疝 量 oatC”,， 有 即 0.A=Aia ,将 同 量 xi 扩充 成 1 
维 西 空间 C” 的 标准 正 交 基 {0 ,0,,…,0,}， 则 


U,=|": 
， 
省 西方 阵 ， 并 且 
0, ， /oa ， 
_[a, 1 0 a, |_ Ai 0 
“|: (, 4 (。 a 
[a i 


其 中 A， 是 % 一 1 阶 方 阵 ， 因此 
人 A， 0 
A=U? Ul., 
(4 ) 
出 归纳 假设 ， 存 在 n 一 1 阶 西 方 阵 上 吕 ,， 使 得 
4 ok )]U 
1 2 类 pe, 时 


1 0 O01 0 
40 vy 4 Now) 


041 


其 中 4, 为 


记 U=(3 wy )D 则 是 n 阶 西方 阵 ， 并 且 
i 0 


UB 4， 
A 而 下 三角 方 和 公交 允 及 天生 
下 三 角 方 阵 的 特征 值 ， 因 此 上 ,,…,K, 是 方 阵 妇 的 特征 值 。 于 古 
(8.2.2) 其 有 式 (8,2。1) 的 形式 ， 和 

定义 了 满足 A*4=AA* 的 nn 阶 复方 阵 A4 称 为 规范 方 阵 ， 


A=U*( )U. (8.2.2) 


从 ， 西 广 隆 、Hermite 方 了 与 儿 eriite 方 降 都 是 夫 
方 阵 ， 

定理 2 (Schur 定理 ) +“ 阶 复方 隆 4 西 相似 于 对 角 方 隆 的 
必要 且 充分 条 件 是 ，4 为 规范 方 阵 ， 

证 设 方 阵 4 西 相似 于 对 角 方 阵 ， 则 存在 n 阶 西方 阵 U， 合 


学 
证 


一 ww 


=U*diag (1 人 人) 

于 区 

A*A=U*diag (RN Rd Ra U = AA*. 
因此 方 阵 4 是 规 江 的 ， 

反之 ， 设 方 阵 4 是 规范 的 ， 且 它 的 全 部 特征 值 为 和 :人 :，…* 

和 ,、 则 由 定理 1， 存在 站 阶 西方 阵 忆 使 得 


XI 米 \/4， 
eo ^:、 | A 
| 3 人 
1/ | 
i 
| 


U 
LU 。 
和 1 米 \/Ai 人 1 和 米 
| A2. A |- ta、 ^: 者 《8 .2 3) 
人 入 


比较 上 式 两 端 方 阵 的 (4,n) 位 置 上 的 元 素 得 到 


A 人 一 人 ,人 。 +o$， 


-二 


其 中 cz 是 下 三 角 方 阵 


村 允 和 
| (8.2.4) 
| \¥ | 

的 第 4 行 上 非 对 角 元 的 绝对 值 之 平方 和 。 因 此 03=0。 即 下 三 角 
方 阵 (8.2.4) 中 第 4 行 上 非 对 角 元 全 为 零 ， 再 比较 式 (8。.2。3) 两 端 
方 阵 的 (mn 一 1,n 一 1) 位 置 上 的 元 素 , 如 此 继续 , 即 知 方 阵 (8.2.4) 
的 非 对 角 元 全 为 零 。 所 以 规范 方 阵 4 西 相 似 于 对 角 方 阵 。 证 毕 。 

由 定理 1 还 可 以 得 到 

定理 5 (Schur 不 等 式 ) 设 4,,*,,…,X, 是 1 阶 复方 阵 
4= (gi1) 的 全 部 特征 值 。 则 

TrAA*= 2, laij;|’: 宇 2_.141*。 
li jn 5 一 全 

-并且 等 式 当 且 仅 当 方 阵 .4 为 规范 方 阵 时 成 立 。 

证 明 略 。 

由 定理 2 得 到 ， 

定理 4 4 阶 规范 方 阵 4 本 相似 于 对 角形 。 即 存在 ” 阶 西方 
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阵 U， 使 得 
U*AU = diag (tis,A, ,A,), 

其 中 和， 人: ,人 是 规范 方 阵 44 的 特征 值 . 并 且 规 东方 阵 的 特征 : 
值 是 规 汇 方 隆 在 西 相似 下 的 全 系 不 变量 ， 

定理 4 完全 解决 了 规范 方 阵 在 酉 相似 下 的 标准 形 问题 . 

由 于 西方 阵 的 特征 值 的 绝对 值 为 1 ， 因 此 由 定理 4 得 到 

定理 5 + 阶 丁 方 阵 U 西 相似 于 对 角形 。 即 存在 % 阶 西方 
vfE U,, 使 得 

UiUU =diag(eier，ei62 ein)， 

其 中 e We@'%2，…，e@'%4 是 西方 阵 U 的 全 部 特征 值 。 并 且 丁 
方 陡 的 特征 值 是 西方 阵 在 西 相似 下 的 全 系 不 变量 。 

由 于 Hermite 方 阵 是 规范 方 阵 ， 而 且 Hermite 方 阵 的 特征 . 
值 都 是 实数 ， 所 以 由 定理 4 得 到 

定理 6 阶 责 ermite 方 阵 互 西 相 似 于 对 角形 。 即 存在 ” 
阶 西 方 阵 U， 使 得 

U*HU = diag (A ,A, ,A,), 

其 中 人 9 人:，… 人。 是 方 阵 互 的 全 部 特征 值 ， 人 ;, 人 :之 … 之 人 。。 
并 且 Hermite 方 隆 的 特征 值 是 Hermite 方 阵 在 西 相似 下 的 全 系 . 
不 变量 。 

由 于 斜 Hermite 方 阵 是 规范 方 阵 ， 而 且 斜 本 ermite 方 阵 的 
非 零 特征 值 都 是 纯 虚 数 ， 因 此 由 定理 4 得 到 

定理 7 7? 阶 斜 Hermite 方 阵 天 本 相似 于 对 角形 ， 即 存 在 . 
1# 除 方 阵 忆 ， 使 得 

LU* 开 U=diag( 人 人 00)， 

其 中 it ;i 是 方 阵 长 的 全 部 非 零 特征 值 ， 且 人 之 人 
盖 … 过 和/。 并 且 斜 再 ermite 方 阵 的 特征 值 是 斜 Hermite 方 阵 在 . 
西 相似 下 的 全 系 不 变量 ， 

上 述 定 理 都 具有 相应 的 几何 形式 。 和 定理 1 相应 的 是 
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定理 8 设 有 A 是 nr 维 西 宝 间 V 的 线性 变换 。 则 存在 治标 
: 鹤 正 交 基 {01 ,0,，…,0,}， 使 得 线 性 变换 及 在 这 组 基 下 的 方 际 


-其 中 ,4,，…,4, 是 线性 变换 外 的 全 部 特征 值 。 

定义 4 适合 4*A = AA* 的 线性 变换 和 4 称 为 规范 变换 
适合 U*U =1= UU* 的 线性 变换 U 称 为 西 变换 ， 适合 H* = 
的 线性 变换 及 称 为 自 伴 变换 ; 适合 长 * = 天 的 线性 变换 KK 称 为 
斜 月 伴 变换 。 

可 以 证 明 ， 维 西 空间 矿 的 线性 变换 人 为 规范 变换 (或 西 变 
换 ， 或 目 伴 变换 ， 或 斜 自 伴 变 换 ) 的 必要 且 充 分 条 件 是 ，4 在 
的 标准 正 交 基 下 的 方 阵 为 规范 方 阵 (或 西方 阵 ， 或 Hermite 方 
隆 ， 或 Hermite 斜 方 阵 ) 。 
另外 ，# 维 丁 空间 的 线性 变换 不 为 本 变换 的 必要 且 充 分 
条 件 是 ， 对 任意 otV ,A (ol=i| cl 

n 维 西 空间 的 所 有 本 变换 的 集合 记 为 上 ,(C) ,容易 验证 ， 
n 维 西 空间 VV 的 单位 变换 IU,(C)， 如 果 UEU,(C)， 则 加 
EU,(C); 如 果 U1,U.EDU,(C)， 则 U,U ,SU.,.(C)。 册 于 集合 
恕 ,(C) 县 有 这 些 性 质 ， 所 以 集合 0,(C) 也 称 为 n 维 西 空间 
上 的 西 变换 群 ， 或 简称 西 群 。 西 群 是 一 类 重要 的 典型 群 。 汶 里 不 
拟 讨 论 . : 

与 定理 2 相应 的 是 

定理 9 设 人 是” 维 本 空间 矿 的 线性 变换 。 则 4 为 规范 
变换 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 存 在 V 的 一 组 标准 正 交 基 ， 使 得 有 风 
在 这 组 基 下 的 方 阵 为 对 角 方 阵 ， 

定理 5， 定理 6 与 定理 7 都 有 相应 的 几何 形式 。 请 读者 
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外 出 。 

最 后 给 出 一 些 例 子 ， 

例 1 证 明 ，” 阶 复方 阵 妇 为 规 泥 方 阵 的 必要 且 人 充分 条 件 
是 ， 存 在 复 系 数 多 项 式 1(*) ， 使 得 A4*=f(4). 

证 充分 性 是 显然 的 。 下面 证 明 必 要 性 。 设 人 人， ,人 2 人 征 - 
规 沁 方 阵 4 的 全 部 不 同 的 特征 值 , 它 们 的 代数 重 数 分 别 是 #91 ,1, > 
…，1,。 由 定理 4， 和 存在 n 阶 丁 方 了 泗 U， 使 得 

A=U*diag (tT sho (0 9 st (ss U, 
由 于 方 阵 4《〈 西 ) 相似 于 对 角形 ， 所 以 方 阵 4 的 最 小 多 项 式 为 
q(A) = (人 人 一人) (人 一人) (人 一 人 ) 。 

ia) = (Adi(A) 7=1,2,. ,1t。 并 记 


人 iy 7109... 
WA A 1 ss 


设 妃 =diag(AT oa， ;2 ,sh (0 ). 则 对 每 个 i， 
0， 当 i 冯 7 时 ， 
P(Aid (,.,)) = 四 
Ail Cs) ,4 ? = 1 时 。 
因此 ， 对 每 个 1， 
7 ;(D) = diag (Pj (A 0s,) ) Pi Aad DA 人 Tt ) 放 
= diag(0，…;0, iT 0，… 0) 。 


今 1 02) = 20Di0)。 则 


了 三 】 


了 (已 ) 一 2 ,9;(D) =diag (721 (,,) ;As ,A ) 


i=1 
= 万. 
所 1 
fA) =f U*DU) =U*f DU 
= U*DU = A*, 
这 就 证 明 必 要 性 。 证 毕 ， 
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例 2 设 1 阶 复方 阵 44 与 西方 阵 U 适合 U4=AU'. 证 明 ， 
-存在 # 阶 西方 了 泗 了 V， 使 得 U=V?, 并 且 VA=AV'. 
证 ”由 定理 5 ， 存 在 # 阶 西方 阵 口 ,， 使 得 
.LU=LUYdiag(eiel， eic eico)U1， 
其 中 ee …，e 是 了 的 全 部 特征 值 。 记 
.01 6 > 好 7 
=Uidiag(e 3, e 瑟 ，,….， e' 3 )U,. 
则 VV?=U， 
由 于 UUA=AU'， 所 以 
diag (ei91, eil2, 1 Ei0n)U, AU' 
=U,AU'diag(ei, ei62, ..., e'97). : 
记 U.4U1= B= (9,1)。 比较 上 式 两 端 方 阵 的 《&，1) 位 镍 上 的 
元 素 得 到 
Ciabyr=eieb,,, l<hk, lI<n 


“由 此 得 到 


A £ 
， 大 » 
1 i oo 
< 
于 十 得 到 
. 六 出 
. i i i , 


| 6 > 忆 


， 。 i i oo ~ 
=U .AUdiav(e 2，e 2, e 2 )》 
他 得 到 ，V4=AV'。 江 毕 ， 


习 题 
1. 设 & 与 分 别 是 n 维 西 空间 TY 的 线性 变换 把 与 伴随 变换 
A* 的 特征 向 量 。 证 明 ， 如 果 它 们 所 属 的 特征 值 不 共 轿 ， 则 它们 
相互 正 交 ， 
2. 证明， 维 西 空间 V 的 线性 变换 及 为 规范 的 必 慨 旦 充分 
条 件 是 ， 公 的 每 个 特征 向 量 也 是 它 的 伴随 变换 4* 的 特征 向 量 ， 
3。 证 明 ，# 维 西 空间 了 的 线性 变换 4 为 规范 的 必要 县 充分 
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条 件 是 ， 有 4 的 每 个 不 变 子 空间 也 是 它 的 伴随 变换 A* 的 不 变 子 : 
空间 ， z 
4. 证 明 ，+ 维 西 空间 V 的 线性 变换 人 4 为 规范 的 必要 且 充 分 
条 件 是 ， 有 的 每 个 不 变 子 空间 的 正 交 补 是 4 的 不 变 子 空间 ， 

5。 设 规范 方 阵 4 与 方 阵 B 可 交换 。 证明， 方 阵 4 与 方 阵 B* 


可 交换 。 
6。 设 规 汇 方 御 4 与 规范 方 阵 B8B 可 交换 , 证 明 AB 是 规范 
方 隆 。 


7。 设 4 与 妃 是 规范 方 阵 。 证 明 方 阵 .4 与 妃 西 相似 的 必要 且 . 
充分 条 件 是 ， 方 阵 .4 与 相似 ，。 

8， 证 有 明 ， 两 两 可 交换 的 并 阶 规范 方 阵 集 合 可 以 同时 本 相似、 
于 对 角形 。 

9。 设 4 阶 规 范 方 了 泗 人 4= B+iC，B*=B, C*=C, 方 阵 A 
的 任意 两 个 特征 值 的 实 部 与 虚 部 分 别 不 相等 ， 旦 x 是 方 阵 4， 且 
与 C 中 某 个 方 阵 的 特征 向 量 。 证 明 ， 存 在 复数 人 ,实数 与， 使- 
得 

xA=?x, xB= Hux, xC=Vx, 
并 w= 人士 12。 

10。 所 有 1 阶 复 方 阵 的 集合 连同 内 积 (4，B) = Tr(4B*) 
构成 的 西 空间 记 为 C”™?， 其 中 4，BEC*”** 设 GEC*x*# 定义 
C"*? 的 线性 变换 Te (4) = GA。 证 明 ，TT 为 西 变换 的 必要 且 充 - 
分 条 件 是 ， G 为 西方 阵 。 

11。 充 丈 是 2 维 西 空间 下 的 子 空间， 则 矿 = 厂 引 矿 上 ， 即 对 
每 个 acF， 存 在 唯一 一 对 向 量 6，7， BtW，YEW!,， 使 得 
= 上 月 TY。 定 义 下 的 线性 变换 人 为: 4(al) =B-7y。 证 明 4 是 西 
变换 ， 

12。 设 各 是 2 维 本 空间 了 的 自 伴 变换 。 证 明 ， 

(1) 对 任意 acEr，fa+i4(oOl=Ja-i4(o)l 

(2) x+i4(a =BtiA(B) 的 必要 有 旦 充分 条 件 是 9= Br 
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(3 ) (1 人 A 与 4+ 1 全都 是 可 这 的 ， 
《4) 变换 
U=d-iA)(T+tiA)-.! 
是 酉 变换 ， 它 称 为 A 的 Cayley 变换 ， 

13。 设 方 阵 S 与 了 分 别 是 实 对 称 与 实 斜 对 称 方 阵 ， 且 
det (7,,.,— 了 TT-iS) 考 0, 证明, (6 tT+iS)(T) 一 了 一 To) 
是 西方 库 ， 四 

14。 设 站 阶 复 方 阵 0 满足 OO = 和， 0 =0. 则 方 阵 O 
称 为 正 交 Hermite 的 。 证 明 ， 正 交 有 ermite 方 阵 O 实 正 交 相 似 
于 如 下 的 准 对 角形 : 

a ib, a, ib, V 
diag(( ~ ib, a, ) 3， ( a, ) 


1 ，…， 1, ~1, -1)， 


个 ?i 一 5 
其 中 ct，a:，… aa,，pDi，b:，…， 7D, 部 是 LL 实数， 日 a’ — bs 
= 1, 1}=1, <，…，3。 


8.3 正定 Hermite 方 阵 与 从 和 阵 的 奇异 值 分 解 


实 对 称 方 阵 的 正定 性 与 半 正 定性 等 概念 都 可 以 推广 ， 

定义 1 设 是 是 n 了 Hermite 方 阵 ， 各 果 对 任意 非 零 复 的 
行 向 量 atC”， 依 次 有 

aHa*>0, aHa*>0, aHa*<0, aHa*<0, .* 

则 方 阵 总 依次 称 为 正定 、 半 正定 、 负 定 与 半 负 定 的 ， 并 且 依 次 
记 为 H>0, H>0, H<0, H<0. / / 

与 正定 实 对 称 方 阵 相仿 ， 可 以 证 明 

定理 1 设 HH 是 n 阶 Hermite 方 阵 ， 则 下 列 命题 等 价 ， 

《 1) 方 阵 玖 是 正定 的 ; 

《2 ) 方 阵 瓦 的 每 个 特征 值 都 是 正 的 ; 
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《3 ) 存在 正定 Hermite 方 阵 囊 ,，， 使 得 末 = 已 3? 
《4) 存在 可 逆 复 方 阵 已 ， 使 得 五 =P*P， 
(5 ) 方 阵 厅 的 每 个 主子 式 都 是 正 的 } 
(6 ) 方 阵 恕 的 闫 序 主子 式 都 是 正 的 ! 
《7 ) 对 每 个 k， 方 阵 肪 的 所 有 阶 主子 式 之 和 都 是 正 的 ，* 
R=1, 2,，.…, 1, / 
关于 半 正 定 Hermite 方 阵 ， 有 
定理 2 设 HH 是 n 阶 Hermite 方 阵 . 则 下 述 合 题 等 价 ， 
《1 ) 方 阵 太 是 半 正 定 的 
( 2 ) 方 阵 恕 的 每 个 特征 值 都 是 非 负 的 ; 
《3 ) 存在 半 正 定 Hermite 方 阵 HH,， rankHi, = rankji, 
使 得 和 H= J 则 i) 
《4 ) 存在 ft 阶 复 方 阵 卫 ,rankP= rankH， 使 得 H = P*P， 
(5 ) 方 阵 互 的 每 个 主子 式 都 是 非 负 的 3 
(6 ) 方 阵 玉 的 所 有 上 阶 主子 式 之 和 都 是 非 负 的 ,k= 1，2， 
… 
定理 5 埃 厢 与 和, 是 % 阶 半 正 定 Hermite 方 阵 , 且 H = 万 ;， 
则 方 阵 如 , 是 唯一 的 。 并 且 与 方 阵 态 可 交换 的 方 隆 4 也 和 方 阵 
太 ， 可 交换 . 
实 矩阵 的 正 交 相 抵 可 以 推广 到 复 矩 阵 。 
定义 2 设 4 与 召 是 mx# 复 矩阵 。 如 果 存 在 mm 脐 与 入 阶 本 
方 阵 UU, 与 U,， 使 得 了 =U,AU,, 则 矩阵 4 与 B 称 为 西 相抵 的 . 
定义 3 设 4 是 mxn 复 和 矩阵， 则 n 阶 半 正定 Hermite 方 阵 
-4 -4 的 非 零 特 征 值 的 算术 平方 根 称 为 矩阵 4 的 大 腕 值 ， / 
矩阵 4 的 奇异 值 总 是 正 数 ， 而 且 它 可 以 定义 为 ?1 阶 半 正 让 
fermitc 方 阵 4A* 的 非 零 特征 值 的 平方 根 ， / 
定理 4 《矩阵 的 奇异 值 分 解 ) 设 Wi， .29 ， 上 ,是 m xn 
复 第 阵 .4 的 所 有 奇异 值 ， >" “>0。 则 算 阵 4 西 相 
“了 如 下 的 标准 形 
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diag (diag (Li1, Hss …，， LL,), 0), 
其 中 0 是 (mm 一 ?) x (n+) 零 息 阵 。 即 存在 纪 阶 与 4 阶 西 方 阵 
LU , 与 U ,， 使 得 
A=Uidiag(diag(W1, Ws, 4)，0)LU，， (8.3,1) 
站 且 和 矩阵 的 奇异 值 是 矩阵 在 本 相抵 下 的 全 系 不 变量 ， 
利用 复 矩 泗 在 西 相抵 下 的 标准 形 ， 容 易 证 明 
定理 5〈 和 矩阵 的 极 分 解 〉 设 4 是 1 阶 复方 泗 。 则 存在 # 阶 半 
正定 Hermite 方 阵 及 , 与 玉 ,， 以 及 西方 了 泗 U， 使 得 4=H,U 
= UH 及,， 其 中 碳 , 与 及 ,由 方 阵 4 唯一 确定 。 : 
利用 十 阵 在 四 相抵 下 的 标准 形 ， 可 以 给 出 第 3 章 中 关于 矩阵 
的 广义 逆 的 存在 性 的 一 个 简捷 证 明 。 重 述 一 下 广义 道 的 定义 。 设 
4 是 1 X32 算 孟 。 则 适合 算 阵 方程 组 
XA=A, 
XAX=X, 
(AX)*=AX, 
\ (XA)*= XA, 
的 14x?1m 算 阵 六 称 为 矩阵 A 的 Moore-Penrose 广义 道 , 记 为 4+。 
定理 6 任意 mxn 和 矩阵 A 的 Moore-Penrose 广义 道 4+ 在 
在 而 且 唯 一 。 
证 及/ 4 …，A, 是 年 阵 4 的 全 部 奇异 值 。 由 定理 
4 ， 和 存在 扣 阶 与 4 阶 丁 方 了 泗 上 UU, 与 U,， 使 得 
A=U,diag (diag(p,, Woy os LH,), 0)U,, 
其 中 0 是 (m7?) x (n+) 零 矩 阵 。 取 
A=Uzdiag(diag (KI, Lz, 7, 71), OU:, 
其 中 0 是 (mn 一 ?7) x (m 一 +) 零 和 矩阵 。 容 易 验 证 ，n xz 和 矩阵 大 是 
矩阵 方程 组 (I 〉 的 解 。 因 此 Moore-Penrose 道 4+ 存在 。 
唯一 性 的 证 明 仍 如 第 3 章 第 7 节 定 理 2 。 证 毕 ， 
定理 6 的 证 明 中 给 出 了 矩阵 4 的 Moore-Penrose 送 4+ 的 
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A=U,diag(D, 0)U,, 
其 中 D= diag(p1， Hss 9 Hi), BR, Has 9 Hr 为 矩阵 


4 的 全 部 奇异 值 ， 则 
A+=U*diag(D-, OUs., 


林 题 
1。 设 nn 阶 复方 阵 4=B+ iC, 其 中 B=3(4+7), C= -二 


。 ( 4- 了) 并且 4 是 半 正 定 Hermlite 方 阵 。 证 明 ，rank.4<rank 刀 ， 
YanL < rankp., 


2。 设 及 是 #t 阶 正定 Hermite 方 阵 , 4 是 nx rm 列 满 秩 和 矩阵， 
求 逆 方 阵 
( 4” 
A 0 | 


3。 设 4 是 4 阶 复方 阵 ，C ”是 4 维 复 的 行 向 量 空 间 。 记 
KK (4) = {XEC :xx4=0}， 它 称 为 方 阵 .4 的 零 空 间 。 设 妃 ， 与 万 ， 
-是 nn 阶 Hermite 方 隆 ， 其 中 末 , 宕 0,，rankH ,=r, 且 K(H,) 
SK ( 且 ,) .证明 , 存 在 %xr 列 满 秩 矩阵 了 与 7 阶 实 对 角 方 阵 吃 ， 
使 得 HH，= PP* 且 有 HH ,= PDP*. 

4。 设 五: 与 有 也, 是 4 阶 正定 再 ermite 方 阵 。 证 明 方 阵 互 ,万 ， 
的 特征 值 都 是 正 的 。 

5。 设 人 , 与 人 。 分 别 是 二 阶 正定 Hermite 方 阵 五 的 最 大 与 最 
小 特征 值 ，c 是 任意 ” 维 非 零 复 的 行 向 量 。 证 明 
(aa*)? 


< 过 } = 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一- -一 < 
1 GE < 


人 
6。 设 A4 与 8B 是 nn 阶 Hermite 方 阵 。 证明， 
Tr(AB)’:<Tr(AB’), 
并 且 等 式 当 且 仅 当 .A4B = BA 时 成 立 ， 
1。 设 A4 与 B 是 %# 阶 Hermite 方 咏 。 证明 ， 
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2Tr(AB)<Tr(A’)+ Tr(B’), 
:并 且 等 式 当 且 仅 当 4= 妃 时 成 立 ， 
8. 证 明 ， 复 方 阵 4 的 每 个 奇异 值 都 是 4 的 特征 值 的 必要 且 
充分 条 件 是 ， 方 阵 4 为 半 正 定 Hermite 方 阵 ， 
93。 妈 .4 是 规范 方 阵 。 证 明 4+4=-44+。 
10。 设 4 是 和 xi 列 满 秩 年 阵 。 证 明 ，4+ =A* 的 必要 且 充 
分 条 件 是 A*A=1 了 (n) 。 


3 8.4 一 些 例子 


例 1 设 互 ,与 互 :, 是 4 阶 Hermite 方 阵 ， 且 万 ;>>0。 证 
有 表 ，Hermite 方 阵 瑟 , + 玉 ,>>0 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 方 阵 HT 
“万 , 的 特征 值 都 大 于 一 1， 
证 因为 五 ,>>0, 所 以 由 上 节 定 理 1， (P*)-1H.P-? 
= (其 中 已 是 某 个 站 阶 可 道 复方 阵 。 显 然 方 阵 (P4) :万 :P-: 
仍 是 Hermite 的 。 因 此 存在 % 阶 西方 阵 品 ， 使 得 
UP HP U=diag(p, Hs *% Ws). 
记 避 = 大"U。 显 然 方 阵 Q 可 道 ， 并 且 
Hi = QQ* 
H,= Qdiag (py, Has -7s AQ 
于 是 ， 
Hi,+H,=Qdiag(llt ps 1+ Hs, 7 1+ 4,)Q*. 
出 于 Hi+H,>0, 所 以 diag(l+p, 1th ,1l+4.)>0. 
因此 1+7>0， 即 1 一 1 71=1，2，…，1， 由 于 
Hi'H;= (Q*) -diag(p1, Hs, *, 上 ,) Q*, 
所 以 A ,上 ，… 上 ,是 方 阵 有 HY 及, 的 特征 值 。 于 是 方 阵 Hi:H， 
的 特征 值 都 大 于 一 1. z : 
反之 焉 方 阵亡 I 万 ,的 特征 值 都 大 于 -1.。 则 由 上 段 证 明 ， 
Ai 1 ，… 人 人 。 都 大 于 -1， 因此 和 : 
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了 


diag (1 + Pi, ll+H,, 2, lt+H,)>0., 
所 以 方 阵 刁 , + 仿 ,>>0. 证 毕 ， 

例 2( 柑 组 (Ky Fan) 与 O. Tausky) 设 刁 , 与 了 ;是 4# 阶 
Hermite 方 阵 ， 互 ,>0， 且 万 如 , 是 Hermite 方 阵 。 证 有明， 
于 ,日 ,>>0 的 必要 且 充 分 条 件 是 ，Hermite 方 阵 互 , 的 特征 倡 都 
征 正 的 。 本 
证 ”因为 瑟 ,>0， 所 以 由 上 节 定 理 1 , 方 阵 五 ,的 特征 值 都 是 -. 
正 的 。 因 此 道 方 阵 态 7! 的 特征 值 也 都 是 正 的 。 于 是 方 阵 HY >0 
由 上 节 定 理 1， (P*)-*HY'P-!=[,,， 其 中 是 荣 个 n 阶 可 
逆 复 方 了 泗 。 显 然 方 了 泗 《P*)-: 采 ,P-! 仍 是 Hermite 的 ， 所 以 存 
在 二 阶 西方 阵 使 得 

U*(P*)-1H,P-IU=diag(/y, HF,, *%, 1.). 


又 U*(P*)-1H7:P-'U=1.,,,. 
记 Q=U*P。 则 方 阵 Q 可 逆 ， 并 且 
万 1 = Ge， 


H,=Q*diag(,, HL,, 7, 1 )Q, 

HH,=Q diag (Fi, /,., *:…, 上 ,)Q. 

由 此 可 知 ， 如 有 果 瑞 ,如 ,>0， 则 方 阵 琉 ! 态 ,的 特征 信人 ,，. 
六 > 都 是 正 的 。 所 以 方 阵 f ,二 0. 反之 坊 方 阵 如 :>>0， 
则 diag( 必 1，…， 必 ) 盖 0。 所 以 方 阵 互 , 瓦 .的 特征 值 &，， 
r,，…， 上 ,都 是 正 的 。 因 此 碳 ,H,>>0. 证 毕 ， 

例 5 (DO. Tausky) 设 1 阶 正 定 Hermite 方 阵 H=A+tiB， 
其 中 4 与 B 是 % 阶 实 方 阵 ， 且 i*= 一 1。 证 明 detA 之 detH。 并- 
且 等 式 当 且 仅 当 B=0 时 成 立 。 

证 容易 验证 , 方 阵 4 与 分别 是 实 对 称 与 实 斜 对 称 的 ,而 且 
因为 互 >0， 所 以 4>0.。 由 第 7 章 第 7 节 定 理 3，(P’)-'AP-' 
= (其 中 也 是 某 个 二 阶 可 道 实 方 阵 。 显 然 方 阵 (P')-'BP-* 
仍 是 实 斜 对 称 的 。 因 此 由 第 7 章 第 6 节 定 理 9， 存 在 ” 阶 实 正 交 
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方 阵 0 ， 使 得 


O (P’)~'BP-'O 


= diag(( ), , (8 0) 0 i 


-bb, 0 n 一 28 个 
革 中 b>b, 宇 … 之 b,， 旦 rankB=2s。 双 

: O’ (P’')- AP*'O=T.,,,. 

记 Q=PO。 显 然 方 阵 Q 可 道 ， 并 且 


4=QQ'， 
=Qdiag((_ 8 全， (Lp 0 ，…， 0 
1 一 2s 个 
-于 是 
H=A+i8B 


~ Qdiag (i6, 了 ) ， (_ i 了 1!, )0'- 
:因此 

detH = (detQ) (detQ) (1-6) (1- 6. (1~ 67). 
:由 于 瑟 >0， 所 以 方 阵 万 的 2 阶 子 式 
det( 天 Wa )=1-67>0, ;=1, 2, :…, Ss 
16;|<1,， 7=1，2，:…，s。 有 所 以 
detH<detQQ’ = detA., 
其 中 等 式 当 且 仅 当 5 =5:=…=D,=0， 即 方 阵 有 =0 时 成 立 。 
证 毕 . 
例 4 (华罗庚) 设 A4 与 B 是 1 阶 复方 阵 , 1 (,, -A*A>0， 
有 上 且 TT,, 一 B*B8>>0。 证 明 ， 
si ( ,,,) 1 > det (Ce AA) det (l, 一 B*B). 
(8.4.1) 


于 


证 因为 ” 
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( [ ,) 0 { ,) B ( /Cs B ) z 
— A* [ ,) A* J (nm) 0 l (2) -A*B 
所 以 
/ve 已 、 
det( )= dei (LL,,) — A*B). 
A* { ,,) 
同 理 
a -4 
det(  “ ) = det(1 oo -Br4d) = dot wr, — A#B). 
— BB* [ ,) 
所 以 
Ten) Bb ) [ ,) 1 
A* TL,,) — Bb* [ L.,, - 
/0 -BB* : B-A ) 
z A*—B* To —A*A 
由 于 7 vc -A*A>0, 所 以 方 阵 Ls,) — A*A 中 这， 因此 四 
(i 一 (B-.A) (fi,) OY 一 已 Br B-4 ) 
0 To A*—B* J, — A*4 
人 ~BB*- (B-A)(T(,, ~ ArA)-i(A*-B*) 0 


.det (1 (,, ~— A*B)|? = det( 


=det( 


0 1,,, pea) 
于 是 : / 
[det (1 (,, ~ A*B)|?= det (I ,,, ~ A*A) 

“det[L(i,, ~ BB*)+ (B-A)(T,,, ~- A*A)-! (BbB*—A*)], 

由 方 阵 的 极 分 解 定理 ， 存 在 西方 阵 U 与 半 王 定 Hermite 方 
隆 如 , 使 得 B=UA。 因 此 由 假设 ,I ,，， -BB=1.,., ~ H’>0, 而 
{0,, — BB*=I,, -UH?U*=U(,,, -H’)U* 由 于 Hermite 
方 阵 的 正定 性 在 西 相合 下 不 变 ， 所 以 i,, -BB*>0, 另 一 方 
面 ， 由 于 了 To ~ A*4>>0， 所 以 (I, -A*4)-'>0. 因此 方 阵 
(B= A)(1,, -A*A)-!1(B-A)*>>0, 于 是 
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det[ (I,, ~- BB*) + (B- A)(T.,, -A*A)-1(B- A)*] 
之 det ([ (,, ~ BB*). 

但 det (IT,, -BB*) = det (1 6,, ~ B*B)。 所 以 

ldet (Tv —- A*B)| :>det(T,, ~ A*A)det(l.,, - B*B).. 
这 就 证 明 华 不 等 式 〈8。4.1) 成 立 ， 

例 5 设 ? 阶 只 ermite 方 阵 甩 的 秩 为 7 。 证 明 
(TrH)? 
“Tr(H’:)* 

证 因为 方 阵 且 是 Hermite 的 所 以 存在 1% 阶 西方 FE U, 
使 得 


r 盖 天 一 -= 


UHUs = diag Ch, ] 29 9 人 ), 

其 中 人 ， 人 A,，，…s^。 是 方 阵 及 的 全 部 特征 值 。 由 于 rankHH =7， 

所 以 方 阵 diag(A:，^ 人 :，…，As) 的 秩 也 为 *Y。 因 此 可 设 人 +x 

=…= 人 三 0， 且 人 ， 人 :，…，A 人 , 全 不 为 零 。 所 以 
CTrH):= (人 二 人 十 十 人 ) 2 

利用 Cauchy 不 等 式 得 到 


(Cr cr : 


i 二 1 


显然 方 阵 昌 ”的 所 有 非 零 特征 值 为 A， 和，…，4^?。 因 此 


Tr(H)’= 77. 
于 是 ， (Tr 昌 )* 志 rTr( 太 ?)。 证 毕 ， 

例 6 (Mitchell) 证 明 方 阵 4 相 似 于 对 角形 的 必要 且 充 分 条 
件 是 ， 存 在 正定 Hermite 方 阵 ， 使 得 方 阵 电 4" 为 规范 方 阵 。 
证 ” 设 方 阵 4 祖 似 于 对 角形 ， 即 存在 可 道 己 方 阵 ， 使 得 

A=Pdiag(ti, $s “9 A DP-!. 
根据 方 阵 的 极 分 解 ， 存 在 正定 Hermite 方 阵 碳 , 与 西方 了 泗 VU， 使 
得 号 = 互 ,U。 因此 
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Hr'AH,=Udiag (hi, A, 7 4.)U™. 
取 末 = 厅 -: ， 显 然 方 阵 刀 是 正定 Hermite 的 ， 而 且 方 阵 万 4 万 -: 
-是 规范 的 。 
反之 ， 因 为 方 阵 万 4 万 是 规范 的 ， 所 以 存在 西方 阵 避 ， 使 
得 
UHAH-IU*~diag(M, 4,，…，, 人 ,). 
记 已 = 已 。 显 然 ， 方 阵 己 可 道 ， 而 且 
PAP™ = diag(%,, A,，… ,人 人,.)。 
即 方 阵 44 相 似 于 对 角形 。 证 毕 . i 
例 7 设 A， 上 ,，…， 上 ,是 nr 阶 复 对 称 方 了 泗 S 的 全 部 琳 
. 异 值 ，/ 1 宇 上 上, 宇 … 宇 上 上 ,>>0。 证 明 ， 相 在 1%* 阶 西方 阵 口 ， 使 得 
USU’=diag(fy, Fa, og Ps, 0， 0),. 
从 一 了 个 
证 由 上 节 定 理 4， 存 在 % 阶 三 方 阵 U, 与 U,， 使 得 
S=Udiag(ty, Fs, 7s FF,, 0, *…, 0)U,. 
z 1 一 + 个 
因为 方 了 泗 S 是 对 称 的 ， 所 以 
UU diag(ty, PFs, 7 1,, 0, :…, 0) 
=diag (Fy, Fes es Li 0, 7 0)(U,U,)’, 
显然 方 阵 1:U， 是 西方 了 泗 。 由 木 章 第 2 节 例 2， 存 在 4 阶 西 方 阵 
了 了 ， 使 得 这, 口 ,= 斑 :， 并 有 旧 
Vdiag(py, Fs, £7 J,, 0, ', 0) 
=diag (Fy, Psy 7, Fs 0, …, 0)7., 
于 是 
YUiSU, V =Vdiagty, fo, os FP,, 0, *%, OUUV! 
=diag(li, fs, oH,, 0, 1%, OV’P.PV!/ 
= diag( fs, pv， HK, 0, …， 0), 
所 U=VUrt。 显然 方 阵 U 是 西方 了 潮 ， 并 且 
USU’=diag(ly, fs, os, 1H,, 0 0), 


» rs 
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证 毕 。 

注 设 4 与 B 是 n 阶 复方 阵 .如果 存 在 4 阶 西方 阵 U， 使 得 
B=UAU'， 则 方 阵 4 与 B 称 为 西 相合 的 。 容 易 验证 ， 方 阵 之 间 
的 西 相合 关系 满足 自 反 性 ， 对 称 性 与 传递 性 。 所 以 方 阵 之 间 的 西 
相合 关系 是 所 有 # 阶 复方 阵 集合 中 元 素 之 间 的 一 种 等 价 关系 。 于- 
是 所 有 n 阶 复方 阵 集合 在 西 相合 等 价 关系 下 分 成 西 相合 等 价 类 . 
例 7 表明 ， 复 对 称 方 阵 西 相合 于 对 角形 ， 而 且 非 零 对 角 元 是 方 阵 
的 奇异 值 。 由 此 不 难 证 明 ， 复 对 称 方 阵 的 奇异 值 是 复 对 称 方 阵 在 . 
卫 相 合 下 的 全 系 不 变量 .。 
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1.。 设 二 阶 Hetrmite 方 阵 末 = (hi;) 之 0。 证 明 
| det Hh 1h, ,hh,,. : 
“2。 佼 44= (gqii;) 是 8 阶 复 方 阵 。 证 有 明 


oil. 


3，、 设 48 阶 昌 ermite 方 阵 厅 >0.。 证 明 
2 .… 7 (r+1) (r+2) … + 
H 


天 


aet4l:< TT( 


= :f= 


detrH<H( ). 


1 
1 2 .2B ,) 四 (ri+2) …， + 
4。 设 所 阶 复方 阵 4 的 每 个 元 素 的 模 都 等 于 1 。 证 明 
ldet AA]: 委 27。 
5。 设 及, 与 岂 : 是 正定 Hermite 方 阵 ， 且 及 ,一 碳 , 是 正定 
的 。 证 明 ， 方 阵 囊 z ~ 丑 Y 是 正定 的 。 
6. 设 4 是 mxn 行 满 秩 复 炬 阵 ，B 为 hxp 复 和 矩阵。 证 明 .， 
det[B*(T,,, — A*(AA*)-!A) Bl1<det B*D. 
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第 九 蔓 ” 双 线 性 函数 


本 章 讨论 线性 空间 上 的 双 线性 函数 ， 以 及 由 此 产生 的 方 阵 在 
-相合 下 的 分 类 问题 。$9.1 首 先 给 出 双 线性 函数 的 概念 ,然后 指出 ， 
在 线性 空间 的 不 同 基 下 ， 同 一 个 双 线性 函数 的 矩阵 表示 是 彼此 相 
合 的 方 阵 。 于 是 ， 在 几何 上 研究 双 线性 函数 ， 就 相当 于 研究 方 阵 
在 相合 下 的 分 类 。 最 有 意义 的 双 线性 函数 是 对 称 双 线 性 函数 。 它 
对 应 于 对 称 方 阵 。$9.2 详 尽 地 讨论 了 对 称 方 阵 在 相合 下 的 分 类 ， 
并 利用 得 到 的 结论 解决 了 二 次 型 的 问题 。$9。3 讨 论 了 和 斜 对 称 双 线 
性 函数 ， 也 即 斜 对 称 方 阵 在 相合 下 的 分 类 。 在 复线 性 空间 上 ， 将 
” 双 线 性 函数 稍 加 推广 ， 便 得 到 共 孝 双 线性 函数 的 概念 。 由 共 轩 双 

线性 函数 在 不 同 基 下 的 矩阵 表示 引出 了 方 阵 在 复 相合 下 的 分 类 问 
题 。8$9.4 讨论 了 具有 重要 意义 的 一 类 特殊 的 共 酸 双 线 性 函数 
Hermite 共 纯 双 线性 函数 ， 也 即 研究 了 Hermite 方 阵 在 复 
相合 下 的 分 类 问题 ， 从 而 解决 了 Hermite 昏 的 相应 问题 . 


SS9.1 双 线 性 函数 


先 给 出 下 面 的 
定义 1 设 信 是 数 域 了 上 + 维 线性 空间 ，f(a,B) 是 定义 在 
上 且 取 值 在 数 域 户 的 二 元 函数 ， 其 中 a,BEV。 如 果 对 任意 向 
量 a,0,,0,B1,B,,BEV, ， 人 人 人 /LEFE， 均 有 
f(Aar + 人 :aspB)= 人 Fa B)+X 人 Fa，B)， (9 1.1) 
fa:8+AB:)=Afap8B)+A Fa 8 ，)， (9.1.2) | 
: 则 fay,B) 称 为 六 上 的 双 线 性 函数 


三 和 


例如 ， 设 上 1(a) 与 L,(o) 是 六 上 线性 函数 。 定 义 f(a,B》 
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= 上 1(0)L,(B)，o, BV 。 容易 验证 ，f (09,B) 是 矿 上 满足 条 件 : 
(9。1.1) 和 条 件 〈9.1.2)》 的 二 元 函数 。 所 以 f(a,B) 是 让 上 的 
双 线 性 昭 数 ， z 

又 例如 ， 设 矿 是 数 域 已 上 所 有 m xs 趋 阵 构成 的 由 X3 维 绕 
人 性 空间。 对 于 给 定 的 4EF， 定 义 矿 上 二 元 函数 六 (入 ，7Y) 为 
f.( 兴 7)=Tr(A7 4T7) 其 中 上 YE。 容易 验证 二 元 函数 
f4《( 革 ,了 Y) 满足 条 件 (9.1.1) 与 条 件 (9.1.2》， 因 此 f4(2X,，Y) 
是 矿 上 双 线 性 函数 。 

衫 据 定 义 1， 容 易 证 明 ， 数 域 王 上 和 维 线性 空间 六 上 双 线 性 
外 数 上 cpB) 具有 如 下 性 质 。 

命题 1 妇 天 cp8) 是 上 双 线 性 函数 ， 则 

f(0,8)=0= f(a,0). z 

命题 2 设 jo， B) 是 矿 上 双 线 性 男 数 ， 则 对 任意 加 量 

A ,0 ss.B,,B,,- BE 以 及 任意 人， 人 pp 有 yy 
… KEF， 有 


i103 D2, 2》 人 CHFCoaiy Bi) )， (9.1.3) 
1 二 1 了 一 工 i=1 了 一 1 

现在 给 出 数 域 了 上 +# 维 线性 空间 六 上 双 线 性 函数 f(a,B) 在 

V 的 基 下 的 方 隆 表 示 。 设 1 5 是 六 的 一 组 基 ,， 河 景 

9 与 B 在 这 组 基 下 的 坐标 分 别 是 X= (x yxX。，…，X。) 与 了 ?= (yi 


yw zx yx :51:» B= 于 ye 。 则 由 式 (9.1 3) 


f 一 攻 


f(a,B)= (人 sy161) 


i=1 


= yf$1 $1). 


i=1 j=1 


志和 不 阶 方 阵 .4 为 


f (6§1,61) f(€,,5,) “" f (51,5.)\ 

A=(f(£, ,£6;))= f (5&,,61) f(€,,6,) 机 | 
f(E.,51) 了 (3Es) … fE, ,SE,) 

则 
jx 有)=x43y 。 (9.1.4) 

方 阵 A 称 为 双 线 性 函数 f(a,B) 在 基 {E136 S.) 下 的 方 隆 。 


容 忽 看 出 ， 下 上 两 个 不 同 的 双 线 性 函数 fay8B) 与 g(e,B) 在 7 
的 基 {51,5,，… ,1 下 的 方 隆 A4=(f(5;,56;)) 与 B= (g(é, ,6;)) 
是 不 同 的 . 

数 域 记 上 + 维 线性 空间 VV 的 所 有 双 线 性 函数 集合 记 为 L(Y， 
,FF)。 设 f,g9tL(V,V,F)， 即 设 f(e,B) 与 g(a,B8) 是 V 上 双 
(f +g)(a,B)=f(o,B)+g(e,B), a,BEV. 
容易 验证 ，(f +9)(a,B) 是 VV 上 双 线 性 函数 ， 即 f + g€L(V ,VYV， 
上)。. 双 线 性 肖 数 (f +g)(e,B) 称 为 双 线 性 函数 f(a,B) 与 g(a,8B) 

的 和 。 设 fEL(V,V,F)，2XEF 玉 定义 

(4f) (a, 8) =A 人 fa 8B)，oy BEV, 
显然 (Xf)(a,B) 是 上 双 线 性 函数 ， 即 AfEL(V,V,F). 双 线 
性 消 数 (4)(a,B) 称 为 双 线 性 函数 f(a,B)〉 与 纯 量 4 的 乘积 ，。 
于 是 在 集合 人 L(V ,VV ,F) 中 引进 了 双 线 性 函数 的 加 法 以 及 纯 量 与 


双 线 性 函数 的 乘法 。 避 以 验证 ， 集 合 L(Y,， 六 涉 )》 在 如 此 的 加 法 ， 


与 乘法 下 构成 一 个 线性 空间 。 

定理 1 数 域 F 上 所 有 1 阶 方 阵 4 构成 的 线性 室 间 记 为 
上 。 则 线性 空间 LCV, 了,F) 与 RF”** 同 构 。 从 而 dimL(V,， 
VF)= (dimr)’, 

证 让 {é€) ,5 2 9 Ss} 是 1 维 线 性 空间 下 的 一 组 基 ， 双 线 性 
如 数 人 L(V,V,F)〉 在 这 组 基 下 的 方 阵 为 4= (f (61,61))。 建立 
得 线 性 空间 L(V,V,F) 到 F”** 的 映射 6 如 下 ; 对 于 任意 
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fEL(V,V,F), 令 o(f)=A. 由 于 不 同 的 双 线 性 函数 1，AE 

LV,V,F) 在 基 {$1,$,，…,$,} 下 的 方 阵 4= (1 人 06)) 与 B 

= (g($1,57)) 是 不 同 的 ,因此 6o(f) 才 6(9)。 这 表明 映射 6 是 单 射 。 
现在 设 4= (a11)EF”"。 定义 六 上 二 元 函数 f(a,B) 为 


fr,8B)=xAy’ = VY aiiXiyi, 
其 中 X= (X19Xs，*… Wk ) 与 y= (yy py) 分 别 是 回 量 “与 
B 在 基 {1，5s，… Sn} 下 的 坐标 。 容 易 验 证 ，f(9,B) 是 六 上 双 
线性 函数 ， 即 JeF ZTE) 由 于 3; 在 基 1 …5 下 的 
浴 标 汶 6E; = 0,0,1,0,…,0)， i 二 1,2,…,n， 因 此 
第 1 荆 个 
GE) =a;,;, li, 7h. 
所 以 A 是 EE 双 线 性 浮 数 (2,B) 在 基 {S195 .29° | 5，} 下 的 方 隆 。 于 
是 c(j) =4。 这 表明 映射 5 是 满 射 。 从 而 5 是 线性 空间 L(V ,VY ， 
4 )》 到 下 ”上 的 双 射 。 
设 :9 V ) 并 且 fc B) 与 g(a, 8) 在 基 {5，， 
,ss。} 下 的 方 阵 分 别 为 4= (ff (58,,57)) 与 B= (g(§;,51))，. 
四 5(9) = 避 。 则 对 于 4,L&F， 
(Mf + 1H9) (E151) = (Hf) (6351) + (L9) (ED 
=Af (S181) 二 AGE) 
其 中 1<i，; 筷 hn。 这 表明 ， 双 线性 函数 Hf+Lg) (a,8) 在 基 
{S152 … 6,} 下 的 方 了 泗 《((%f + 上 Lg9) (51,$;)) 满足 
((Mf + Hg) (S467)) = Af E571) + (gS, 8))) 
=AA+LD, 
of + Hg)= (Mf + Hq) (6,51)) = AATLHB 
= 40(f) + Lo(g). 
这 表明 ， 映 射 c 保 线性 运算 .所 以 映射 6 是 线性 空间 LL( , 辽 ，> 
全 ) 到 PP”***” 上 的 同 构 映射 。 
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由 于 线性 空间 L(V, 了 ,FF) 与 FP” 同 构 ， 而 且 线 性 空间 
FF"”** 是 mn? 维 的 ,所 以 dimLOV,V,F)= (dimV)*”。 定理 1 证 
毕 . / 

现在 考虑 一 个 双 线 性 函数 在 不 同 基 下 的 方 阵 表 示 之 间 的 联 
系 。 为 此 重 述 一 下 方 阵 相合 的 概念 。 设 4 与 B 是 数 域 站 上 # 阶 
方 了 洗 。 如 果 存 在 数 域 望 上 1 阶 可 逆 方 阵 卫 ， 使 得 =P'AP ,其 
中 也“ 是 方 阵 书 的 转 置 ， 则 方 阵 4 与 妃 称 为 相合 的 。 

定理 2 设 数 域 户 上 + 维 线性 空间 上 双 线 性 函数 f(a,B) 
在 了 的 基 {61,5,,… ,1} 与 {719729"……97。} 下 的 方 阵 分 别 是 A 
= (f(51,61)) 与 B= (fy,7,))， 并 是 

(W19729°" = (E15, 5.)P, (9.1.5) 
其 中 已 是 数 域 了 上 + 阶 可 族 方 阵 。 则 
B= P’AP. 
简单 地 说 ， 同 一 个 双 线 性 函数 在 不 同 基 下 的 方 阵 是 相合 的 ， 
证 记忆 = (pi;;)。 则 由 式 (9.1.5) ， 


NE = pp 了 R=1,2,.… ,n。 
1=1 


因此 由 式 (9.1.3) ， 


f (174,71) =f( pisé, Tp, ) 
KR 一 1 l=1 


一 > yb bj,E，)。 


r=1 1=1 
:将 此 式 写 成 矩阵 形式 ， 即 得 到 
f (ni 71) 二 (pis sDa: ,Dai) 
f (61,81) f (E152) … f E16.) pi 
AHEAD fa: ) … f(s,6,) NPs 
f (Eu.551) 了 GE。 人) … f (ES.)) \p,i 
才 64 


其 中 1I 委 ;1，/) 委 4。 于 是 得到 
B= (f(7;,71)) = PP’ (f (6;,51))P=P’AP. 
定理 2 证 毕 ， 

由 于 方 阵 的 秩 是 方 阵 在 相合 下 的 不 变量 ， 即 相合 的 方 阵 其 有 
相同 的 秩 ， 因 此 定理 2 表明 ， 双 线性 函数 1(x, 8) 在 了 的 未 组 基 
下 的 方 阵 的 秩 并 不 依赖 于 基 的 选取 ， 而 是 由 双 线 性 函数 了 (ac,8) 
自身 所 确定 的 。 于 是 双 线 性 函数 f(a,8) 在 某 组 基 下 的 方 阵 的 秩 
便 定 义 为 fxsR) 的 秩 ， 记 为 rangj。 如 果 双 线性 函数 了 asp) 


的 秩 为 %*， 即 fcs8) 在 的 基 下 的 方 阵 是 可 逆 的 ， 则 (a, B) 
称 为 非 退 化 的 。 否 则 双 线性 函数 fa B) 称 为 退化 的 、 


应 当 指 出 ， 在 第 七 章 中 所 讨论 的 1 维 实 线性 空 间 了 的 内 积 
(a,B)》 是 了 上 的 双 线 性 函数 。 利 用 内 积 (a, B66)， 可 以 引进 向量 

的 正 交 性 ， 即 如 有 果 疝 量 4 与 BB 的 内 积 (a,B) =0， 则 向 量 > 与 有 
称 为 正 交 的 。 向 量 关 于 内 积 (c，p8) 的 正 交 性 可 以 推广 到 一 般 双 

定义 2 设 1j(u,B) 是 数 域 刁 上， 维 线性 空间 了 上 线性 函 
数 。 如 果 癌 量 xy,Bk 广 满足 fa,p8) =0， 则 称 向 量 wx 关于 双 线 性 
函数 了 左 正 交 于 向 量 B， 并 称 向 量 有 关于 f 右 正 交 于 半 量 a， 且 
分 别 记 作 cI.B6，B ra. 

一 般 地 说 ， 向 量 关 于 双 线 性 函数 fc, 8) 的 正 交 性 并 不 是 对 
称 的 ， 也 就 是 说 ， 向 量 4 关于 了 左 正 交 于 向 量 8 并 不 意味 着 向 量 
BB 关于 f 也 左 正 交 于 向 量 w。 | 

向 量 关 于 双 线 性 函数 的 正 交 性 可 以 推广 到 子 空间 情形 ， 

定义 3 设 1(a,B) 是 数 域 卫 上 和 维 线性 空间 了 上 双 线 性 函 
数 ， 太 是 了 的 子 空 间 ， 必 广 。 如 果 对 任意 向 量 Bk 玉 , 均 有 cy 有) 
=0 (或 1(6,0) =0)， 则 向 量 a 称 为 关于 了 左 〈 或 右 ) 正 交 于 子 
室 间 歼 ， 记 为 &1 ;到 (或 ol WV)， 

VV 中 所 有 左 正 交 于 子 空间 WV 的 向 量 集合 记 为 丈 z， 即 
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Wi = {akV:f (a,B) =0， 对 任意 BEIV}). 
亲 样 ， 广 中 所 有 右 正 交 于 子 空间 歼 的 向 量 集合 记 为 玉 :x， 即 
I +r={BEV :fa,B) =0， 对 任意 性 矿 ) 
特别 ， 广 ” 与 V+r 分 别称 为 空间 VV 关于 双 线 性 函数 f(x4, B) 的 
左 根基 与 右 根 基 。 
容 包 验证 ， 丈 沁 与 Vr 都 是 VV 的 子 空间 ， 并 且 有 
命题 35 设 V 与 U 是 了 的 子 空间 ， 且 VEU 则 有 
C1) UrieWir, Ut+rEWta; 
(2) ii)trEW, QVtr)ti oy. 

请 读者 根据 定义 自 证 之 ， 

下 面 的 定理 给 出 双 线 性 函数 的 秩 与 左 根基 及 右 根 基 的 联系 。 

定理 5 对 数 域 了 上 + 维 线性 空间 六 的 双 线性 函数 f(a, B) ， 

dimV r=dimV r=dimr - rankf. 

证 设 f(x,B) 在 的 基 {,,5,,…,5,} 下 的 方 阵 为 人 4 
= (f (5;，51))， 向 量 4, BF 在 这 组 基 下 的 坐标 分 别 为 x = (xy 
Ky 则 由 式 (9,.1.4) ， 

f (a,B) =xAy’. 

设 号 六 <， 则 对 任意 BE ，f (a,B) =0 .因此 对 任意 行 向 量 
yEF",， XAy’'=0. 所 以 x4=0.。. 这 表明 ,，V! 中 向 量 a 在 其 
{51,52，… 65s} 下 的 坐标 x 是 齐 次 方程 组 xA =0 的 解 。 齐 次 方程 
组 x4=0 的 解 空间 记 为 达 ,。 建立 左 根 基 Vti 到 玉 s 的 映射 6 如 
下 : 设 改 广 > 在 基 {1,6,，… 5, 下 的 坐标 为 xX, 则 今 o (0) =xX。 
由 于 左 根基 广 … 中 不 同 的 同 量 在 基 {51,5,,…,6,} 下 的 坐标 是 
不 同 的 ， 所 以 6 是 单 射 。 设 xtV,， 则 下 中 存在 向 量 a， 使 得 & 
在 基 {61 29" 9 下 的 坐标 即 为 x。 由 于 x€EW ， 所 以 x4=0. 
因此 对 任意 YF”"”，xAy’ =0， 所 以 对 任意 BEV, f(a,B)=0. 
即 okyV+r。 而 且 o(0) =x。 这 表明 ，c 是 满 射 。 从 而 9 是 左 根 基 
Vi 到 解 空间 矿 . 的 双 射 。 另 外 ， 容 易 验 证 ，o 是 保 线 性 运算 
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的 。 这 就 证 明 ，o 是 左 根基 三" 到 解 空间 矿 , 的 同 构 映射 ， 即 
Vi 与 TW, 同 构 由 于 dimW 4 =n 一 rankA, 所 以 dimV tr = dimV 
~ rankf, 

同 理 可 证 ，dimV tr = dimyV -rankf。 定理 3 证 毕 。 

田 定 理 3 直接 得 到 下 面 的 推论 ， 

推论 ” 数 域 记 上 维 线 性 空间 VV 的 双 线 性 函数 (4,B) 非 惨 
化 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 空 间 V 关于 ff 的 左 根 基 氏 为 零 子 
空间 。 

将 上 述 推论 中 的 左 根 基 V* 改 为 右 根基 VV*r，, 结论 仍 成 立 ， 

设 fo) 是 数 域 了 上 + 维 线 性 空间 VV 的 双 线 性 函数 。 取 定 
向 量 &,tV。 则 了 (eB)》 显 然 是 空间 VV 上 的 一 个 线性 函数 。 这 个 
线性 函数 记 为 工 (co)， 即 〈( 工 (co)) (8B) = 了 f(a。,B). 让 上 线性 也 
数 工 (co) 显然 属于 线性 空间 了 的 对 偶 空间 V*。 建立 线性 空间 
到 它 的 对 偶 空间 VV* 的 映射 态 如 下 ， 设 A 让， 则 令 人 (0) = 工 (a)。 
关于 映射 态 ， 有 

命题 4 ”映射 的 是 线性 空间 了 到 它 的 对 偶 空间 VV* 的 线性 

证 设 人 ER ,QsGeV ， 则 古人 ai +A,.0,)= L(A A, 
+A 人 :xs) 。 因 此 对 任意 PK7 ， 

(LOG TA 人 oa))(B) = 0 +A,0,,B8B). 
基于 了 (x,B) 是 双 线 性 的 ， 所 以 | 
(LAG + a0)) (BB) = 人 Fa 8B) + 人 Fo ,BR) ， 

由 有 8 的 任意 性 得 到 

(LAC + 人 cs))(B) = A (La)) (BB) + A,(L(a,)) (PF) 

: = (AL(a) + ,Loa,)) (BB). 
所 以 
/ Qc FA) = LMG A,0,) = 人 了 (ai)+ 人 了 (os) 

= 人 ,4(ci) 二 人 (ay)， 

外 此 映射 义 是 线性 的 。 证 毕 。 
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命题 5 - 线性 空间 VV 到 对 偶 空 间 V* 的 线性 映射 及 的 核 Ker 有 4 
等 于 室 间 了 关于 双 线 性 函数 /cx,8) 的 左 根基 矿 : 

证 设 cxkKRerA4， 则 4(o =Z(al) =0， 即 志 (x) 是 下 上 的 
零 线性 函数 。 因 此 对 任意 B4 ，(Z(o) (8) = pB) =0。 所 以 
atV z， 即 了 erA4E[ 六 <。 将 上 述 证 明 过 程 反 推 即 得 FS 
Ker 有 AA， 所 以 Ker 丰 =Vti。 证 毕 。 


利用 遇 射 入， 可 以 给 出 双 线性 函数 非 退 化 的 另 一 个 必要 且 充 


分 条 件 ， 
定理 4 数 域 户 上 + 维 线性 空间 V 的 双 线 性 函数 f(a,B8) 非 


退化 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 对 于 了 上 的 任意 线性 函数 g(B)， 总 


存在 回 量 % 六 ， 使 得 9(8) = 了 (ae,B)， 其 中 向 量 B 遍 历 V 中 所 有 
的 | 可 量 ， 


证 必要 性 。 设 双 线 性 函数 f(a,B) 是 非 退 化 的 ， 则 由 定理 
3 的 推论 ， 线 性 空间 下 关于 了 的 左 根基 大:*z =0。 由 命题 5， 线 


性 空间 了 了 到 对 偶 空 间 六 的 映射 和 的 核 KerA =0, 根据 线性 映 
射 的 象 空间 与 核 的 维 数 定理 可 知 ，dim Im4 = dimV， 其 中 ImA 
是 映射 入 的 象 空间 。 由 于 线性 空间 V 与 对 偶 空间 VV* 的 维 数 相 
同 ， 所 以 dim ImA =dimV*， 因此 ImA =V* 这 表明 ， 了 映射 
是 满 射 。 所 以 对 下 上 的 任意 函数 g(6)， 即 gEV*， 必 有 向 量 o€V， 
使 得 4 (oz) = 上 (a) = g。 因 此 对 任意 BEV,，g(B) = (Zoo))(8) 
=f (a,B). 

充分 性 。 设 对 于 了 上 的 任意 线性 函数 g(B)， 总 存在 向 量 
atV ,使 得 g(B)=f(a,B) 。 则 9g(B) = fo,B) = (Zoo)(CB) 
所 以 g= 上 (a) = A (a)。 这 表明 ， 线 性 空间 了 到 对 偶 空间 六 * 的 
映射 A 是 满 射 。 由 线性 映射 的 象 空间 与 核 的 维 数 定理 可 知 ， 
limKerA=0, 即 KerA =0. 由 命题 5，Vtii=0， 由 定理 3 的 
推论 ， 双 线性 函数 f(a,B〉 是 非 退 化 的 。 定理 4 证 毕 . 

与 定理 4 相对 应 的 是 

定理 5 数 域 户 上 + 线 维 性 空间 VV 上 双 线 性 函数 f(a,B)》 非 
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量 
| 


退化 的 必要 县 充分 条 件 是 ， 对 下 上 任意 线性 函数 g9( ， 总 存在 
向 量 BEV， 使 得 g(o) =f (ox,B)， 其 中 a 遍历 V 中 所 有 的 何 量 、 

证 ” 取 定 向 量 BEV， 显 然 f(a,B) 是 了 上 线性 国 数 ， 记 之 
为 〈R(8)) (oa 。 定 义 线性 空间 下 到 对 偶 空 间 扩 ”* 的 卫 射 如 如 下 : 
设 BEV， 则 令 B(B) = 下 (8) 。 和 命题 4 与 个 题 5 相仿 ， 可 以 证 
明 ，B 是 由 线性 空间 了 到 对 偶 空间 VV* 的 线性 映射， 并 县 KerB 
= [gx。 再 仿照 定理 4 的 证 明 ， 即 可 证 明定 理 5 .。 证 毕 ， 

前 面 曾 经 指出 ， 疝 量 关 于 双 线 性 函数 j(c,8) 的 正 交 性 一 般 
是 不 对 称 的 。 这 对 讨论 向 量 关 于 双 线 性 国 数 fc, 8) 的 正 交 性 必 
然 带 来 许多 的 麻 焕 。 自 然 要 问 ， 对 哪些 双 线 性 函数 10,B) ， 问 
量 关 于 (2,B8) 的 正 交 性 是 对 称 的 。 为 了 讨论 这 个 问题 ， 引 进 下 
图 的 定义 ， 

定义 4 设 #x,58) 是 数 域 忆 上 靖 维 线性 空间 丰 上 上 的 双 线 性 
滞 数 。 如 采 对 任意 向 量 a, BEV , 均 有 f (8B ,0 = 了 (0,B), 则 ff (2,8) 
称 为 对 称 的 ; 如 果 对 任意 0,BEV ， 均 有 1(B,0) = -f(r,B)， 
则 f(x,B) 称 为 斜 对 称 或 者 交代 的 。 

定理 6 设 f(a,B) 是 数 域 下 上 7 维 线性 空间 了 上 双 线 性 二 
数 。 则 辕 量 关于 f(x,B》 的 正 交 性 是 对 称 的 必要 旦 充分 条 件 为 ， 
双 线 性 国 数 joy,p) 是 对 称 的 ， 或 者 是 斜 对 称 的 。 

证 ” 设 向 量 关 于 双 线 性 函数 f(a,B》 的 正 交 性 是 对 称 约 。 世 
就 是 说 ， 如 采 回 量 4 关 于 了 左 正 交 于 向 量 B， 则 向 量 B 关 于 所 
左 正 交 于 向 量 a， 即 若 f(a,B)=0， 则 ff(B,o)=0. 任 取向 量 
a,BB,YtV 。 定义 向 量 5=f(a,B)Y -f(r,7)B。 划 

Fa;5) =f (a, BF,Y) -fa,Y)f (a,B) = 0， 
印 L115. 由 正 交 的 对 称 性 ， E110, 即 对 任意 向 量 «,B,YEV, 
f(s,0) =f(6,B)fO ,0) -fa,7)f(B ,0 =0,. (9.1.6) 
在 上 式 中 令 4= 8B8， 则 得 到 
f(a,0) (f (7 ,20) -f(a,7)) = 0. (9.1.7) 
现在 我 们 要 根据 式 (9.1.7) 证 明 ， 要 人 么 对 所 有 的 x, YE ， 均 有 
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O036) = 了 (a,Y7)， 要 人 么 对 所 有 AV， 均 有 f(t,0) =0。 事实 上 ， 
设 车 不 然 ， 则 存在 向 量 ,CEV， 使 得 了 ,6) 才 f(5,")， 同 时 还 
存在 向 量 sS 广 ， 使 得 fce,s) 关 0。 因 此 由 式 (9.1.7) ，f (7,7) 
= 了 (536)=0,， 并 旦 f(e,7)=f(n,e)，f(e,6)=f(6,E)。 出 
于 j (7,6) 关 1(6 ,wy)， 所 以 由 式 (9.1.6) 得 到 ，f (e,7) = 了 (7,E) 
=0, .f(s,6)=f(c,e)=0。 于 是 f(7,E+5)=f(7,6)f(c ,7) 
=f(e+6,w)。 再 出 式 (9.1.7) 得 到 ,J (E+6,E+56)=0. 但 是 ， 
fl(etrt,E +E)=f(e,e) +f(e, Ce +fE ,E+E ,EY 
= (ss) 关 0。 
这 就 广 生 矛盾 。 所 以 要 人 么 对 所 有 的 cy， 0 9c) = 了 (x4,7)， 要 
么 对 所 有 ot&V，f(6,0) = 0。 前 者 表明 ， 双 线性 函数 f(a, B) 是 
对 称 的 。 对 于 后 者 ， 设 &, BEV ， 则 
f(r,arB)=f(a,0) 二 fospB)+FCBo +f(B,B) 
= (0,B)+f (BB, =0. 
因 些 (RB,0) = -cs 8)。 所 以 后 者 表明 ， 双 线性 函数 了 (ay， B) 
二 几 对 息 的 。 这 就 证 明了 必要 性 。 至 于 充分 性 ， 虽 是 显然 的 。 定 
理 6 证 毕 ， 

对 于 对 称 或 入 对 称 双 线 性 函数 了 (a, B)， 疝 量 天 于 fj (0o, 有 ) 
记 正 友信 时 对 称 约 。 因 此 了 了 (a, B)》 的 左 根 基 V*r 即 是 (0c, B) 
站 在 根 大大。 于 是 可 以 定义 f(a,B》 的 要 基 V+ 为 

六 :={fak 广 :Fo 8B) =0， 对 任意 BE 

定理 7 任意 一 个 双 线 性 函数 都 可 以 唯一 地 表 为 一 个 对 称 双 
线性 疗 数 与 一 个 斜 对 称 双 线 性 函数 之 和 ， : 

此 体 地 说 ， 设 f(%,B) 是 数 域 上 + 维 线 性 空间 7 的 双 线 性 
国 数 ， 则 存在 站 上 对 称 双 线 性 蚊 数 9(x%,8)》 与 和 斜 对 称 双 线性 负数 
ha, B),， 使 得 f(a, 8B)=g(a, B)+h(a, B). 而 且 g(a, 6B) 与 
h(a,B) 是 唯一 的 ， 


证 取 g(4,6)= 5 (f Co,B) +FC8,a)，PoyB) = 31 (0, 
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B) -8,o)。 则 g(ox;6) 与 几 (cy6) 显然 是 了 上 的 双 线 性 遂 
数 。 对 任意 oa, PCF ， 


g(B ,0) = 5 (f(B ,0) +f(,B)) = (f (0,B) +f(B,0) 


= g(a, 有)， 


hn(B ,0) = 3 (Bo -f(a,B)) -本 (Co 月 -f(B,0)) 


一 一 六 (xy 有) 。 


这 表 了 天，g0(cB) 与 Po 有 ) 分 别 是 对 各 与 斜 对 称 双 线性 逊 数 ， 
显然 ，f (4,B) =g9(0B) TAR 这 误 证 了 朋 ， 双 线性 因数 
fc, 让》 可 以 表 为 对 称 双 线 性 阻 数 g(a,B) 与 斜 对 称 双 线性 函数 
hc,B) 之 和 。 

芭 g9i(c6) 与 h(a,B) 分 别 是 对 称 与 斜 对 称 双 线性 函数 ， 
并 且 jc B) =g (cp)+R (0,B). MM 

1 (B,0) =g1(B,0) +h,(B,a) = gi(0,B) -h(a,B). 


所 以 g (cy B) -了 (f (0, BY +f(B, 0) = ga, B), h(a, B) 


- » (f(a, B) -1(8,o) =h(u, 6)。 这 就 证 明 ， 将 双 线 性 函数 


了 ,BB)》 表 为 对 称 与 入 对 称 双 线性 函数 之 和 的 表 法 是 唯一 的 。 定 
理 7 证 毕 ， 

数 域 户 上 3 维 线性 空间 VV 的 所 有 对 称 双 线性 明 数 集合 与 所 有 
斜 对 称 双 线性 轩 妆 集合 分 别 记 为 了 也) 与 天 (上 了)。 
容易 验证 ， 它 们 是 线性 空间 上 (，, ,了 ) 的 子 空 间 。 定 理 7 表 
明 ， 线 性 宇 间 上 ,了 ,F) 是 子 空间 SY,V,F) 与 天 (六 三) 
的 耳 和 ， 

对 称 与 斜 对 称 双 线性 昭 数 是 两 类 重 继 的 双 线 性 函数 。 下面 两 
节 将 进行 专门 讨论 ， 
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本 


1. 议 帮 是 2 维 实 的 行 同 量 空间 ， 同 量 &= (xiy xs) wm 
= (yy2)ER?。K” 上 下 列 函 数 是 否 是 双 线 性 函数 ， 
(1) f(a,8)=1; 
(2) fla,B)= (一 Yi) +X,y,; 
《3) f(a,B)= (x+Tyi) 一 (xs 一 y2) 
(4) (as 有 ) =xXiys — X.Y. 
2。 所 有 2 x 3 实 算 了 泗 构 成 的 实 线 性 空间 记 为 RR” 。 设 方 阵 : 


“ 1 2 
4 让 


定义 空间 玉 2*: 上 的 双 线 性 函数 太 ( 和 ， 辫 ) 为 
f(X, Y)= Tr(X’AY), X, YER?Y?. 

《 1) 求 双 线 性 函数 (X,Y) 在 空间 RX 的 基 { EE ,， 
已 ,，， 开 :已 ::， 五 ::) 下 的 方 阵 ， 其 中 瑟 ， 是 第 守 行 第 了 列 交 
叉 位 置 上 的 元 素 汶 1 而 其 他 元 素 为 0 的 2x3 符 阵 ,1 委 ; 雯 2， 
l1< /3, 

(2) 判断 双 线 性 函数 上 和，7) 是 否 是 非 退 化 的 。 

3。 设 C”*” 是 所 有 7? 阶 复 方 阵 构成 的 复线 性 空间 ,VV 是 空间 
C"** 中 所 有 迹 为 零 的 方 阵 构成 的 子 空间 .定义 空间 C”*” 上 双 
线性 函数 1( 鲜 ，Y) 为 

1X, ¥)=nTr(XY) ~ (TrX) (TrY), XX, FEC**?® 
证 明 

(1) f(XX，Y) 是 空间 C*** 上 退化 的 双 线 性 函数 ; 

(2) 取 双 线性 函数 /(X，7) 的 定义 域 为 了 ， 则 下 上 双 线 
性 函数 上 4，Y) 是 非 退 化 的 ; 

(3) 讽 4 是 引 阶 非 零 的 斜 Hermite 方 阵 , 即 4*= -4 
这 里 4* 是 方 绊 4 的 共 轿 转 名 ， 则 了 (4,4) 志 0， 
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4。 设 f(a，E) 是 数 域 上 #4 维 线性 空间 VV 的 双 线 性 函数 
证 明 ， 对 空间 站 的 任意 子 空间 与 VY,， 有 
V+) =ViiN Vs (V+V ,rre=V rN Vin, 
如 果 jc，p8) 非 退 化 ， 则 有 

人 (VNV,) r=Vir+ Ve. 

5。 设 1(4，B)》 是 数 域 上 +4 维 线 性 空间 VV 的 双 线 性 函数 ， 
Wy 是 也 的 子 守 间 ， 将 fe， 忆 》 的 定义 域 限 定 在 WW 上 时 , f(a,B)》 
:是非 退 化 的 。 证 朋 

V = WOHBWiL = WOWta, 

6. 说 1(a，B)》 是 数 域 了 上 + 维 线 性 空间 VV 的 非 退 化 双 线 姓 
负数 ，Ah(a，p8) 是 和 上 双 线 性 函数 。 证 明 

(1 ) 存在 了 的 唯一 线性 变换 人 入,， 使 得 对 任意 w，PB6EF， 
h(a, B)=/(A,(a), B); 

(2) 双 线 性 函数 h(a，B) 非 退 化 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 
线性 变换 入、 可 道 ， 

( 3) 存在 VV 的 唯一 可 北 线性 变换 B， 使 得 对 任意 a,BEV， 
1(B, % =f1B(a), B). 
7。 设 fc， pB) 是 了 上 非 退 化 双人 线性 函数 ， 和 是 下 的 线性 变 
换 ， 证 明 ， 存 在 扯 的 唯一 线性 变换 及 *， 使 得 对 任意 ww，BEF， 
f(A(a，8)=a，A*(B))， 

8. 芭 1(a,B) 是 V 上 双 线 性 函数 。 证 明 , 存在 了 的 基 {fa)，， 
0 ，…0,} 与 {B1,，B,.，…，B,}， 使 得 

(f(a;, Bi))=diag (l,l1,...,1, 0,..….,0), 
7 个 97 个 

其 中 Mh 

9.。 设 f(a，B) 是 7 上 双 线 性 函数 ， 对 于 给 定 的 出 量 8， 
TY ,定义 V 到 自身 的 映射 8B@7Y 如 下 ， 设 ok 大, 则 今 (B@Y) (a) 
=f(a，B)Y.。 显然 B@Y 是 了 的 线性 变 换 。 求 线性 变换 EGRY 如 
迹 Er(B@Y)， 


10。 设 j(a，B) 是 了 上 双 线 性 函数 。 证 有 明 ，j (a，B) 可 以 . 
分 解 为 山 个 线性 函数 的 乘积 的 必要 且 充 分 条 件 是 ，/ (ac， 有 8) 的 
秩 为 1 


§ 9.2 对 称 双 线性 函 多 与 二 次 型 


设 V 是 数 域 P 上 + 维 线性 空间 ， Sy, VF，F) 是 VV 上 所 有 
对 称 双 线性 芳 数 储 合 。 

定理 1 集合 5S(V,， 这 ， 广 ) 与 数 域 玉 上 所 有 ?人 阶 对 称 方 阵 
集合 9 (n, F) 过 同行 在 一 个 一 一 对应 ， 

证 设 {1，5 了 2，…，5$。} 是 六 的 一 组 基 ，f (4,B)ES (VK,， 
请 ) 在 这 组 基干 的 方 阵 为 9? =《f (5;1,6))) = (8s1;)。 由 于 f(a，8) 
SF, FF, FF), BMS; S50) = 15,, §;)， li,， /<n。 所 
以 =， 即 方 阵 9 是 对 称 的 。 因 此 SE€S (n，F)， 

建立 集合 SU， 了 ， FF) 到 Sn， 忆 ) 的 照射 如下， 对 于 
1 (cx，P)Eo(T 了 ,PF), 今 o(])=S， 共 中 S 是 双 线 人 性 函数 
f(a，B》 在 蒜 信 ,，5.，…，<, 下 的 方 阵 。 由 于 不 同 的 双 线 性 亢 
数 人 在 站 一 组 基 下 的 方 阵 是 不 同 的 ,所 以 是 单 射 。 设 649 (0 ) ， 
定义 站 上 二 元 函数 1o pB) 为 fa， p)=xoy ， 其 中 
X= (Xi Xp Xa) 本 yy= (7 0 9) 外 别 是 了 由 疝 量 

与 上 BB 在 基 {51，5s。，…，3S。} 下 攻 闭 标 ， 由 上 节 定 理工 的 证 胃 ， 
ya ， 昌 ) 是 耻 上 双 线 性 国 效 。 由 于 上 矿 8， 和 
_xSy 2 fo, B), a, PEV, 所 以 J 4，B) 十 对 称 的 , 即 (a, 有) 
K9 (7 六) 。 显 然 方 阵 S 是 双 线 性 函数 fo，B) 在 尖 
{ 92 a 下 的 方 隆 。 因 此 出 吴 电 6 的 定义 ，o( 有 ) = 
以 co 是 满 射 从 而 9 是 双 射 。 二 

定理 2 忆 f(a，B)ES(V ,TV,， , 则 存在 了 的 一 组 其 


Ee £ 由 
{51,. 2, 四 5 ,), 人 得 f (%, B) 三 这 组 其 下 的 方 隆 是 如 下 的 . 
XE 人 多 天 5 / 


diag (ql, ad,., **…, 4d,,， 0，…，0)， 4 2 1， 
一 7? 
其 中 a1，4s，"…，4a,EF 全 不 为 零 ， 而 += rankf。 换 名 话说， 
f(a，B) 在 这 组 基 下 的 表达 式 为 
(CC，P)=aGXiyiTGX2y 二 十 CIX yy 
其 由 Y= (xi XXX) 与 y= (yy ，…，ya) 分 别 是 了 
中 辣 量 4 与 有 下 这 组 基 下 的 华 标 。 

证 ”对 空间 的 维 数 1 用 归纳 法 当 = 工 时 定理 显然 成 立 。 
假设 定型 对 mn 一 1 维 线 性 空间 成 立 。 现 在 证 明定 理 对 # 维 空间 也 
和 成立 。 如 末 对 称 双 线 性 函数 是 零 国 数 ， 即 对 任意 xc，BEF f(a, 
B) = 0， 则 起 理 显然 上 成立 。 因 此 可 廊 了 (9，P) 是 非 稚 的 . 于 在 
存在 0。，BR6oEV ,使 得 f(a。，B,) 才 0。 由 于 (a6。+ Pao 二 月。) 
-os--Po oo-Ry=41ac， Bo) 关 0， 因 此 存在 SS 六 使 
得 /全 ,，51) 才 0。 记 a@1=f 了 1，51)。 了 中 由 向 量 51 生成 的 子 

守则 记 为 W、 由 于 了 (a，B)ES(V,， VV，F)， 所 以 回 量 关于 的 
正 交 性 是 对 称 的 。 因 此 可 以 不 区 分 “ 左 正 交 ? 3 i 交 ”， 出 
了 “ 正 交 ” .和 隆 至 间 丈 关于 ja,B) 的 正 交 二 至 空间 记 为 W.， 
W+= {Br: fla, B)=0, 对 任意 of W}. 和 了 

现在 证 明 ， 玉 = 全 全 下 + 为 此 先 证 明 W 从 W+=0。 事 ;上 

和 时 aEW 介 邢 !:， 则 aEW， 是 内 旺 生成 的 了 : 间 ， 所 以 
a= ns MEF, 由 于 aEW NW 所 以 本 

(oo =A1GE §1) = 0 
但 /人 1 6 ) 天 0， 所 以 2 =0. 因此 a=0., BW N + .其 
次 证 明 信 =WW++ 斑 +， 设 oaEF， 取 B= a 一 X5,， 其 中 % 是 闪光 
数 。 令 (1,，B) = 0, : 则 得 到 

f (&,, 0) — A ES, #§,)=0 


由 于 了 (51) 闫 0 所 以 = 二 中 ,于 是 B=a- pe 


FSS) (S151) 
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《 环 -。 关 此 


= 6, + (0- -有 全 6 )E + Wi. 
这 就 证 有 明 ,，Y SW 玉 +V:!， 显然 W + Wi+iEV,， 所 以 V=WO@BW+, 

由 于 dimiy =1, dimF = 8% 所 以 dimWV* =n 一 1。 将 双 线 性 昭 
数 fFa，8) 的 定义 域 限制 在 子 空 间 矿 :上 ， 则 fa， 有 6) 是 mn-1 
维 空间 形 - 上 对 称 双 线性 函数 。 由 归纳 假设 ， 存 在 矿 - 的 一 组 基 
巧 :5 ，…，“。}， 使 得 矿 - 上 双 线 性 函数 f(a，8B) 在 这 组 基 
下 的 方 阵 是 如 下 的 对 角形 ， 

diag (gs, as, *…, Gs， 0, .…， 0). 
名 一 S 个 
其 由 a,，…，a, 全 不 为 零 。 因 为 =W@W!, 所 以 {£61，€,， 
…， 6,} 是 的 基 ， 而 且 f(a，B) 在 这 组 基 下 的 方 阵 为 
diag (gi, Qs, “> ad，0，…，0)，. 
n 一 s 个 

由 (aq，B》 的 秩 的 定义 可 知 ，s = rankf。 定 理 2 证 毕 . 

应 当 指 出 ， 在 定理 2 中， 由 于 对 称 双 线 性 函数 f(a，8B) 在 
基 {6,，, €,, ”多 £.} 下 的 方 阵 为 对 角 方 阵 (9。2.1) ,所 以 当 1<? 
] 志 4 时 ，f (1;，§1) = 0， 也 即 基 疝 量 司 ， 关于 f(a,B) 是 
正 交 的 。 一 般 地 说 ， 如 果 了 的 基 {as，as:，…，a 中 任意 两 个 
问 量 ww 与 oi 关于 f(a，B) 是 正 交 的 ， 则 这 组 基 称 为 了 的 关于 
j (a，B) 的 正 交 基 。 定理 2 表明 ,对 于 对 称 双 线 性 函数 f(a,E)， 
V 中 存在 关于 f(a，B6) 的 正 交 基 {,，#,，…，6,) ,使 得 f(a， 
B) 在 这 组 正 交 基 下 的 方 阵 是 对 角形 (9.2.1) ,而 且 V 中 由 基 向 量 
+ 6 ,+29 """y 6， 生成 的 子 空间 即 是 f(a， B) 的 根基 7. 
定理 2 可 以 写成 矩阵 形式 如 下 。 

定理 5 一流 S69 1n， 丰 )。 则 存在 数 域 上 阶 可 遂 方 际 记 ， 
使 得 


d10 


P’SP=diag(gi, qs, :> a,, 0，… 和 0)， 
其 中 a1，a;，…，4a, 是 数 域 下 中 非 零 的 数 ， 而 7 是 对 称 方 阵 ? 
的 秩 。 简 单 地 说 ， 数 域 玉 上 阶 对 称 方 阵 相合 于 对 角形 ， 

证 设 1Q9,，Q,，…，Q,} 是 数 域 户 上 + 维 线性 空间 六 的 一 
组 基 ， 和 向量，BEY 在 这 组 基 下 的 坐标 分 别 是 x= (Xi1，X，，…*， 
Xs) 与 y= (1，Y2，…，Y a)。 定 义 六 上 二 元 隙 数 fa，B) 如 
下 : 

fla, B)=xSy’, a, BEV. 
由 定理 1 的 证 明 ，f(a，B)ES(Y,， VV,，F)。 由 定理 2,， 存在 TV 
的 关于 f(a，B) 的 正 交 基 {全 ,，5,，…s,5,}， 使 得 f(“，B) 在 这 
组 基 下 的 方 阵 为 对 角 方 阵 (9.2.1) 。 由 上 节 定 理 2, 方 阵 S 与 
对 角 方 阵 (9.2.1》 是 相合 的 。 定 理 3 证 毕 ， 
现在 转 到 地 维 实 线性 空间 了 上 对 称 双 线性 函数 ， 即 下 = 天 的 


定理 4 设 f 帮 coc，R)ESCGF， 六 ，R) 。 则 存在 下 的 基 人 {,， 
5,,… E41， 使 得 f(x，E) 在 这 组 基干 的 方 阵 是 如 下 的 对 角形 ， 
diag(T，，-T，0,，，，)， (9.2.2) 
其 中 0w-，。 是 4~p-g 阶 零 方 阵 , 而 p+g=r 是 f(a，B) 的 
秩 。 换 名 话说，f (4，F) 在 这 组 基 下 的 表达 式 为 
fo, BP)Y=X,Yi +X,VY, + +X,y, 
TAXAp+triVpti "XtoVp+o, 
其 中 X= (Xi，Xs，…，Xa) 与 y= (4 ，Y，…，》,) 分 别 是 了 
让 现 量 wx 与 有 在 这 组 基 下 的 坐标 。 
证 ”由 定理 2 ， 存 在 了 的 基 {ao，as，…，cj， 使 得 f (6， 
8) 在 这 组 基 下 的 方 阵 为 对 角形 (9,2,1) 。 适 当 调 整 基 向 量 c,， 
5 0 多 序 ， 可 以 假定 ac， ，…，a 部 是 正 的 ， 历 
apti， Gp+2， … any 部 是 负 的 ， 其 中 四 Ha=7r=rankF。 记 
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1 . 
— Cy i = | ， li ”“ pb, 


E ,= 一 - 
n Ma; 


= -7 二 一 0jy 1=p+1, p+2, *…, p+g, 
V -a 


Ei=ass R=p+g, pt+qtli, .…, #, 


显然 1，5，…， 5 是 了 的 一 组 基 ， 并 且 fa，R8) 在 这 组 基 
下 的 方 阵 即 为 对 角 方 阵 (9.2.2) 。 定 理 4 证 毕 ， 

现在 考察 定理 4 中 对 角形 diag( pn ， 一 了 os-p-y)) 
和 对 角 元 十 1 与 ~1 的 个 数 了 与 4 的 几何 意义 。 为 此 引进 

定义 1 设 j(a，PB) 是 所 维 实 线性 空间 入 上 对 称 双 线性 国 
数 。 如 采 对 任意 非 零 同 量 发 广 ， 均 有 Je，o >>0， 则 f(a， 
称 为 正定 的 ; 如 果 对 任意 向 量 a 让 ， 均 有 (2,0) 宇 0, 则 f (a, 
称 为 半 正 定 的 ，。 

可 以 类 似 定义 负 定 与 举人 负 定 对 称 双 线 柱 六 数 ， 

ee 二 同时 
Foti 87+2y + 与 基 疝 最 6， yi， 生成 
拉杆 空间 依 钦 记 为 了 + 六 与 V1， 显然，dimY+=p， dimy 
=g， 并 且 族 =V+@V-"BV+， 其 中 pr 是 fasB) 的 根基 ， 对 于 
问 最 wxw=ai5l+as5 +…+dGiE 显然 Fauya) =a?+a?+… 0 
之 0， 并 上 且 等 式 当 量 仅 当 4=0 时 成 立 。 也 就 是 说 ,将 f(o， 
限定 在 V+ 上 ， 则 f(a，B〉 是 实 线 人 性 空间 六 + 上 下 定 对 称 疫 线性 
中 数 。 同 理 ， 将 f(a，RB》 限 定 存 VF" 上， 出 f(a，B) 是 实 线 件 
守 闻 大” 上 负 定 对 称 双 线性 图 数 。 于 是 有 

定理 5 设 j(x，B) 是 n 维 实 线 性 空 同上 对 称 双 线 性 洛 
效 ， 则 空间 了 可 以 分 解 为 子 空间 V+,，V” 与 V+ 的 直 和 ,， 即 VV 
= 上 + 人 BV "@VF?， 使 得 J(a，) 在 V+ 与 VV 上风 限制 分 别 是 正定 
汀 人员 让 的 ， 有 而 半 是 Ac， 月 ) 的 根基 ， Pi 以 分 解 
河 隆 宕 间 扩 让 与 六 的 直 和 和 ， 即 六 = 斑 全 广 仿 广 ， 使 得 
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f(a，B) 在 Vi 与 V7 上 的 限制 分 别 是 正定 与 负 定 的 ， 则 dimF 
=dimV+, dimVi=dimy. 

证 ”定理 的 前 半 结 论 是 定理 4 的 另 一 种 叙述 方式 .下 面 证 明 
后 半 结 论 。 

设 V4N (7 约请) 。 由 于 二 于 ， 所 以 Ja， 四 关 0. 由 于 
cEV-@V+， 所 以 a= BR+Y， 基 中 BEV-，YEV+。 国 紫 f(a, 0) = 
f(B，B)+f(B, 7Y)+f(Y，B)+f(Y,7)。 因为 YEV+， 所 以 ， 
f(B，y) =jGY，B) =JY，7) =0。 因 此 Ja，o =f(B，8B). 
由 于 EE€V"， 所 以 了 (a,，0) = 大 868，p8) 和 0。 于 是 六 c，o) = 0。 由 
于 f(a，B) 在 上 的 限制 是 正定 的 ， 因 此 ax=0. 即 广 in 
《V-BV+) =0。 这 表明 ,VY 了 i+ (VB@BVY*)=Vi®@B(Y“@r*)cr. 
所 以 ,dim + dim(V-@V <dimY。 由 于 V=V+@V-@V:， 
Fpidim(V -DBV!) = dimY -dimV+, 于 是 dimV+-dimyYt+<<0, 
芭 dimVi+<dimV+。 考察 V+ 站 (VI@BY+:)， 即 可 得 到 dimV?+ 
二 dimV+， 因 此 dimV+= dimyV+。 同 理 可 证 ，dimV7= dimV-， 
定理 5 证 毕 ， 

定理 5 说 明 ， 对 于 4# 维 实 线 性 空间 VV 上 上 对称 双 线性 函数 
f (as) ,空间 可 以 分 解 为 三 个 部 分 P+， 与 让 ,使 得 f(a, B) 
在 V+ 与 "上 的 限制 分 别 是 正定 与 猴 定 的 ，ii0Y 是 f(x，B) 的 
根基 ， 并 且 子 空间 V1， 与 上 的 维 数 与 分 解 的 方式 无 天 ， 它 
们 是 由 f(x，B8) 自身 所 决定 的 。 因 此 p=dimV+ 与 gq=dimV "分 
的 符号 差 , 记 为 (有 )， 显然 ，rankf=p+ga, 5(f) =2p- rankf. 
于 是 定理 5 称 为 关于 对 称 双 线 性 函数 的 惯性 定理 ， 

定理 4 和 定理 5 可 以 用 来 解决 实 对 称 方 阵 在 相合 下 分 类 的 问 
题 。 设 ko (n，R)， 且 {oy，0,，…，0,} 是 2 维 实 线性 空间 了 
的 一 组 基 。 令 J(a，6) =xSy’, 其 中 x 与 y 分 别 是 向 量 4 与 8B 二 
这 组 基 下 的 坐标 。 则 f(a，£) 是 了 上 对 称 双 线 性 函数 。 由 定理 
4 ， 存 在 了 的 基 {5,，£,，…，5,}， 使 得 f(x，B》〉 在 这 组 基 下 
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的 方 阵 为 对 角形 diag (f oo，-T，0o)。 由 于 对 称 ' 双 
线性 阻 数 (4，B) 在 不 同 基 下 的 方 阵 是 相合 的 ， 所 以 方 阵 S 相 
合 于 对 角形 diagG oo ，-， 和，0 sw)。 如 果 方 阵 S$ 还 相 
合 于 对 角形 diag(T ,,, ) 9 一 0 -por))， 则 年 在 :下 的 
基 {7 ，7:，…，27,， 使 得 fa，B) 在 这 组 基 下 的 方 阵 即 为 
diag(Coo -7 0 -ooy)。 由 定理 5)b =b 6 三 9 
也 就 奸 说 , 方 隆 S 所 相合 的 对 角形 diag (J -1 30 yy)》 
的 对 角 元 中 十 上 的 个 数 妨 与 =- 工 的 个 数 9 是 由 方 阵 S 自 身 所 决定 
有。 它们 如 就 分 型 称 为 方 隆 S 的 正 、 负 价 性 指数 .而 正 、… 负 惯性 
拍 交 了 与 4 之 靶 称 为 方 泗 S 的 符 生 蕉 , 记 为 6(9). :显然 加 +9 
= rankSd ,5(5) = 2p— rankS ,由 了 于- diag (T ,,, ,一 0) ,0.0.75 0) 
是 由 方 隆 5 日 身 所 决定 的 ,所 以 它 称 为 方 阵 5S 在 相合 下 的 标准 形 。 

这 方 阵 D1，S &9 (n，R) 相合 ,， 即 存 在 7 阶 可 道 实 方 阵 P 。 
使 得 > ,= 了 了 SJP。 则 取 % 级 关 线 性 全 宇 间 了 的 一 组 基 {ct ，c,， 
人 a，B)=X91y ,其 中 与 了 分 别 是 向 量 wx 与 B 
证 这 组 基 下 的 从 标 。 亚 然 /2， 六 ) 是 空间 和 二 对 称 双 线性 函数 。 
二 

(7 ，75， 7)= (5 

则 175，72，…，7) 是 站 的 基 ， 并 且 ACo， p) 在 这 久 组 基 下 的 方 
蜂 到 为 2,。 由 上 一 段 的 说 明 ， 方 阵 >， 与 9 ,的 正 、 负 惯性 指数 
也 就 是 fe, B) 的 正 、 仙 人 馈 性 手数 。 因 此 方 阵 3 与 3 的 未 ; 负 价 
性 手数 相同 ， 从 而 它们 的 符号 差 相 同 。 由 于 相合 的 方 阵 一 定 是 相 
抵 的 ， 所 以 方 阵 S， 与 8， 的 秩 相同 。 这 表明 ， 实 对 称 方 阵 的 秩 
和 符号 差 是 实 对 称 方 阵 在 相合 下 的 不 变量 。 反 之 ， 设 实 对 称 方 阵 
D1 与 3, 的 秩 与 符号 差 相 同 , 则 由 p+q= rankS 与 p-g=6(S)， 
即 知 方 阵 >: 与 3 ,的 正 、 负 惯性 指数 相同 ， 分 别 记 为 了 与 &. 
由 寺 段 说 明 , 方 阵 51 与 9, 都 相合 于 对 角形 diag(L.,,,， 
一 0)， 于 相合 关系 注 是 对称 性 汪 传 递 人 ”Br 
方 阵 31 与。 相合。 这 表明 ， 实 对 称 方 阵 的 秩 与 符号 差 .是 实 对 
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称 方 阵 在 相合 下 的 全 系 不 变量 。 综 合 上 述 ， 即 得 
定理 6 设 靖 阶 实 对 称 方 阵 SS 的 正 、 负 人 惯性 指数 分 人 与 
9， 则 方 阵 9 相合 于 如 下 的 标准 形 ; 
diag(T ps — {os O070), (9.2.2) 
并 且 实 对 称 方 阵 的 秩 与 符号 差 是 实 对 称 方 阵 在 相合 下 的 全 系 不 变 
量 。 
由 于 了 上 uclid 空间 是 赋 于 -个 给 定 的 内 积 的 实 线性 空 ， 所 - 
外 可 导论 Euclid 空间 上 对 称 双 线性 阴 数 ， 
定义 2 1n 维 ee 二 对 称 双 线性 图 数 /0 YEY 
的 标准 二 甩 时 全 2650 下 的 方 阵 S 的 特征 信 称 为 了 (x，B 
站 和 半生 4 人 ”i : z 
定理 2 可 以 看 由， 六 上 对 称 双 线 性 函数 (4，B》 在 
的 不 同 标准 正 交 基 站 的 方 了 姓 吓 相合 的 。 由 了 的 一 组 标准 正 交 
基 汉 多-- 组 标准 正 交 基 有 的 过 渡 和 矩阵 是 正 交 方 隆 ， 所 以 (4，B) 
在 六 币 不 同 标准 正 交 基 下 的 方 阵 是 正 交 相似 的 。 而 正 交 相似 的 方 
众 具 有 相同 的 特征 值 。 所 以 ，f (4，8) 的 特征 值 的 定义 与 标准 正 
交 莫 1， SS，…，E) 的 选取 无 关 。 也 就 是 说 对 称 双 线性 函 
妆 (4，) 的 特征 全 是 有 确切 定义 的 ， | 
定理 7 设 上 人 Euclid 尘 间 了 的 对 称 双 
性 国 数 扩 os 的 全 部 非 二 行 种 值 ， 人 1 守信, 之 … 记 7,， 
= renkf。 则 ey 鸣 标 准 正 交 基 ts ，,… ,人 S,} ,使 得 J (a, 8) 
在 这 组 其 下 的 方 阵 为 如 下 的 对 角形 : 
diag(7 1 2 ，0，.…，0)， (9.2 .3) 
- ， 1 一 了 个 
换 铝 话说，f (4，B)》 在 这 组 藉 下 的 表达 式 为 
fle, BY=A XV TA XV XY, 9.2,4) 
共有 由 X= (XX) 分别 是 向 
量 * 与 B 在 这 组 基 下 的 坐标 ， 
证 设 忆 cx co) 是 了 的 标准 正 交 基 ， 且 ex,8) 
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一 X98 ,其 中 名 与 分别 是 向 量 & 与 BB 在 这 组 基 下 的 坐标 ,而 S 是 
n 阶 实 对 称 方 阵 。 由 第 7 章 第 6 节 定 理 3 ， 存 在 站 阶 实 正 区 方 阵 
OO， 使 得 
S =O’diag (ln,, As, 7 A 0, …, 0)0O, 
.9 
站 一 于 
其 中 和， ，…，》， 是 方 阵 $ (也 有 即 了 (a，B)) 的 特征 值 . 令 
z (€,, 6 ,, …， £.) = (0, 0 …; 2)O7 ， 

出 {5，,，51，…，5,} 是 了 的 标准 正 交 基 。 设 向 量 w 与 8 在 这 组 
基 下 的 坐标 分 别 为 X= (Xi xX:，…Xs) 与 y= (yy ，…，2)。 
则 #=xO"，7=y92。 因 此 

fla, B)=XSY’ =xOSOvy’ 

= diagx(A 人 ， 人 人， 和， 人 0 7 0)y’ 
= 人 XiyI 十 人 , 3 十 十 人 区。 

定理 7 证 毕 ， 

对 于 复线 性 空间 下 上 对 称 双 线性 国 数 ， 由 定理 2 得 到 

定理 8 设 f(a，B)ESCO ,VV，C)， 则 存在 nn 维 复 线 往 空 
所 了 的 一 组 基 {1,，5。，…，5,}， 使 得 f(x，B》 在 这 组 基 下 的 
方 阵 为 如 下 的 对 角形 ， 

diag(I .,,, 0.,,.,,), (9.2.5) 
其 中 ”= rankf 。 换 句 话 说 ， 
fa， 月 ) =Xiyi TTX, ys 十 十 区 

其 由 = (Xi，X，…， YXs) 与 y= (y:，ya，…，3y) 分 别 是 向 
量 0 与 上 ?在 这 组 基 下 的 坐标 ， 

证 由 定理 2， 存在 矿 的 基 {0;，0;,…,0,}, 使 得 f(a,B6) 
在 这 组 基 下 的 方 阵 为 对 角形 (9.2.1) 。 于 是 当 1 反 ij 入 2 时 ， 


Ja 0)=0， 当 1<i<r 时 ,f(a;，0;)=ai, 而 当 r+1<i< 
1 
1 时 ,f(x;,0;) = 0, 今 Si oo 1 < < 和/， 一 人 9 rr 1 < 


#1 显然 {6€,， & ,， "yg s,} 是 VV 的 县。 位 声 验证 ， 当 1 和 i 
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关 j 志 Rn 时 ，f (1，5)) =0， 尖 111i<r 时 ， ($i;，5;)=1， 而 妆 
7 二 1 壹 if 之 nn 时， 了 (EE,，5,) =0。 所 以 f(a，B) 在 基 {5 1,，5:， 
.，$,} 下 的 方 阵 即 为 (9.2.5) 。 定 理 8 证 毕 
定理 8 的 算 隆 形式 及 
定理 9 设 SES(n,，C)。 则 存在 # 阶 可 道 复 方 阵 P， 使 得 
P'SP=diag(l(,), 0)， 

其 由 =rankS， 基 2 阶 复 对 称 方 隆 5 相合 于 对 角形 (39.2.5) 。 
而 且 复 对 称 方 阵 的 秩 是 复 对 称 方 阵 在 相合 下 的 全 系 不 变量 ， 

证 设 {0,0,,…,0,} 是 4% 维 复 线性 空间 矿 的 一 组 基 , 定 义 V 
上 对 称 双 线 性 函数 有 (和 B) 为 f(a，B)=x5Sy’,， 其 中 x 与) 分 
别 是 矿 中 向 量 & 与 B 在 这 组 基 下 的 坐标 。 于 是 $S 即 是 f(a,B) 在 
这 组 基 下 的 方 阵 。 由 定理 7， 存在 广 的 基 {5,,5,，…,S,}， 使 得 
f (ge,B) 在 这 组 基 下 的 方 阵 为 对 角形 (9.2.5) 。 由 于 一 个 双 线 性 
黄 数 在 不 同 基 下 的 方 阵 是 相合 的 ， 所 以 方 隆 S$S 相合 于 对 角 
形 《〈9。.<.5) 、 

设 1 阶 复 对 称 方 际 5 与 口 * 相合 ， 即 存在 阶 可 逆 复 方 阵 
站， 使 伯 | P， 因 此 方 阵 51 与 9 。 相抵， 所 以 方 阵 =” 
与 :所 秩 相等 ， 也 就 是 说 ， 复 对 称 方 阵 的 秩 是 复 对 称 方 阵 在 由 
从 下 的 不 变量 。 2 设 1 阶 复 对 称 方 隆 31 与 2 ,的 秩 相 等 ， 
且 为 7 ，* 则 由 上 段 证 明 ，, 方 阵 ”: 与 :都 相合 于 对 角形 (9.2.5) 。 
由 于 - 方 阵 的 相合 关系 满足 对 称 性 与 传递 性 ， 所 以 方 阵 5, 与 3 : 相 
合 。 这 就 证 明 ， 复 对 称 方 阵 的 秩 是 复 对 称 方 阵 在 相合 下 的 全 系 不 
变量 。 定 理 9 证 毕 。 

证 可 9 完全 解决 了 复 对 称 方 阵 在 相合 下 的 标准 形 问 题 。 定 理 
9 中 对 期 形 〈9.2.5) 称 为 复 对 称 方 阵 在 相合 下 的 标准 形 ， 

与 对 称 必 线性 函数 密切 关联 的 是 所 谓 二 次 型 。 

定义 3 设 1(a,B) 是 数 域 上 + 维 线 性 空间 人 太 上 对 称 双 线 
性 转 数 。 则 Q (0 = 了 (a,a) 称 为 空间 广 上 的 一 次 型 ， 

显然 二 次 型 Q(a) 是 空间 矿 上 一 元 陋 数 。 出 定理 1 的 证 明 ， 
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= (ai 门 是 数 域 玉 上 上 2 阶 对 称 方 阵 ， 并 县 f(t,B)=xSy ， 其 中 
X 河 y 分 各 定 癌 量 4 与 有 全 这 组 基 下 的 坐标 。 因 此 
QW =YSX = >》 ajXix) 


1 


一 DaiiX?t+2 2 Qi ii (9 。< .6) 
:二 1 1 二 < 所 
方 阵 . S$ 六 为 二 这 Qda 在 这 站 组 苇 下 的 方 了 ,= (a;) 
是 数 域 户 于 #2 阶 对 称 方 际 。 仿 f(a， yess 。 fayE) 十 空 
间 玉 上 对 称 双 线 性 阴 数 。 并 且 Q(a) =xSx' 是 斑 上 二 次 理 ， 


有 关 对 称 双 线性 函数 fc,8) 的 术语 都 可 以 移 到 二 次 型 
Q(a) 。 例 如 , 数 域 上 1 维 线 性 空间 广 上 对 称 双 线性 函数 (a, 8) 
的 秩 称 为 由 fe 上 ) 决定 的 二 次 型 Q(a) 的 秩 .。 % 维 实 线性 
空间 斑 上 对 称 双 线性 函数 f(a,3) 的 正 、 仙 人 局 性 指数 与 符号 其 
别称 为 由 jc) 决定 的 二 次 型 Q(c) 的 正 、 负 惯性 指数 与 答 
硅 。 如 及 维 实 线性 空间 上 对 称 双 线性 池 数 fla,8) 是 正定 

(或 者 半 正 定 ， 负 定 与 半 负 定 ) 的 ， 则 由 jc,8) 决定 的 二 次 型 
:QQ (a) 称 为 正定 〈 或 者 半 正 定 、 负 定 与 半 负 定 ) 的 ， 

由 于 二 次 型 Q(c) 是 由 对 称 双 线性 函数 f(e,8) 所 决定 的 ， 
所 以 有 天 对 称 双 线性 通 数 f(a，8) 的 结论 都 可 以 移 到 二 次 
型 Q (a). 

定理 10 议 Q(a) 是 数 域 记 上 4 维 线性 空间 上 二 .次 型， 
则 存在 六 的 闲 {E1,5,，… ,6,}， 便 得 


Q(a) =aix3+asx2 二 十 GX2， (9.2.7) 

其 中 X= (Xi,X,,…,X,) 是 向 量 4 在 这 组 基 下 的 坐标， 而 4a， 
Qs aEF ~ 和 -多 型 QW (a) 的 秩 。 

定理 1] 设 Q(a) :是 站 维 实 线性 空间 矿 上 二 次 型 ， 则 存在 
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AS 
人 
和 了 
7 了 


VV 的 基 {1 ,$s。，,…5 J， 个 得 

Qa) = x +XIt Tt XI XL XX (9.268) 
其 中 X= (Xi ,xX,,…,X。) 是 向 量 x 在 这 组 基 下 的 坐标 ， 而 了 心 与 9 
分 别 是 二 次 型 Q(c) 的 正 、 员 惯性 指数 ， 

定理 12 设 Q(a) 是 nn 维 Euclid 空间 广 上 二 次 型 ， 则 生 在 
的 标 准 正 交 基 {， ,56，，…,,}， 使 得 

Q(a) = 人 x+AX3 二 十 人 ,2X2 (9.2.9) 

其 中 x= (Xi1,X,，…sXs) 是 向 量 & 在 这 组 基 下 的 坐标 ， 洒 和 ^， 
Ap 是 二 次 型 Q(a) 的 全 部 非 零 特 征 值 ， 也 即 决 定 二 次 型 
Q( 的 对 称 双 线 性 函数 J(a,B) 的 侈 部 非 零 特征 值 ， 大 7， 
> 

启 当 失 出 ， 如 上 典 ?#2 维 实 线性 空间 上 二 次 型 Q(a) 是 正定 
的 ， 并 旦 它 在 天 的 基 二 :3 下 的 方 阵 为 9$， 即 Q(a) 
= XSxX/， 其 中 = (Xx,,X,，…,X,。) 是 向 量 4 在 这 组 基 下 的 坐标 . 
显然 xXER*。 由 于 Q(a)》 是 正定 的 ， 所 以 对 任意 非 零 a ，Q(a) 
>0， 即 对 任意 非 零 XR”，xSx’ 0。 因 此 方 阵 $ 是 正定 的 .及 
之 也 然 。 这 表明 ， 二 次 型 Q(a) 为 正定 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 它 
的 方 阵 $ 是 正定 的 。 于 是 可 以 利用 第 7 童 第 7 节 中 关于 正定 对 称 
方 阵 的 结论 来 判定 二 次 型 Q(a) 的 正定 性 . 当然 也 可 以 用 定理 
11 来 判定 。 由 定理 11 直接 得 到 ， 二 次 型 Q(a) 半 正 定 的 必 要 且 
充分 条 件 是 ， 它 的 秩 等 于 符号 差 。 而 Q(c) 正定 的 必要 且 充 分 条 
件 是 ， 它 的 秩 等 于 符号 着 ， 守 且 秩 为 和 。 

定理 15 设 Q(a) 是 4 维 复 线性 宏 间 矿 上 二 次 型 ， 则 和 在 
矿 的 基 4 ,8G，… 5。}， 使 得 

Q (a) = 和 十 X2 十 二 7 (9.2.10) 

其 中 X= (Xi,Xs,，…,X，,) 是 向 量 ¢ 在 这 组 基 下 的 坐标， 而 7 是 二 
次 型 Q (a》 的 秩 。 

最 后 介绍 二 钛 型 化 简 方 法 。 

(一 ) #1 维 Euclid 室 间 的 二 次 型 的 化 简 。 设 维 Euclid 空 
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梧 玉 的 二 了 次 型 Q(c) 在 矿 的 标准 正 交 基 {ayay，…，as 下 的 表达 
式 为 
GQ(a) =X9X7 = ya, 1 2 9 aiiXxiXj, 
:1 I 
其 中 x= (%1,X,,…,X,) 是 同 量 4 在 基 {a, ,a,,…,0,} 下 的 坐标 ， 
而 ”= (aij) 是 二 次 型 Q(a) 在 这 组 基 下 的 方 阵 。 问题 是 寻求 V 
的 一 组 标准 正 交 菇 {51,5,，… ,S$。}， 合 得 
Qla) = 人 ytE 十 人 yy 二 :十 yy 
其 中 y= (yy ys) 是 向 量 % 在 基 人 1,5,，…,$S,} 下 的 坐 
标 ， 和 而 人 A 人，…s 人 ,是 Ql(a) 的 全 部 非 零 特征 值 ， ,守之 … 
和 ^; 。 这 就 是 所 谓 化 二 次 型 Q (oa) 为 主轴 形式 问题 . 

化 二 次 型 Q(a) 为 主轴 形式 的 步骤 如 下 。 

。 利 用 对 称 方 阵 $ 的 特征 多 项 式 P 了 (XA) = det (X74, 一 人 S), 求 
出 方 阵 $ 的 全 部 不 同 特征 信义 ,7…， 人 汪汪 … 之 A,， 以 
及 它们 的 代数 重 数 el ye，…，e，; 

“。 对 每 个 4 ， 确 定 属于 必 的 特征 子 空间 ， 也 即 确定 齐 次 方 
程 组 xx -9)=0 的 解 空 间 x 是 站 维 实 的 行 向 
量 . | 六 ; 是 e; 维 的 ，i =1,2,…,t; 

。 解 空间 广 ;;, 是 s 维 实 的 行 向 量 空间 RF 的 子 空间 ， 而 R* 
在 标 六 内 殿下 成 站 kuclid 空间 ， 正解 宝 间 ,的 标准 正 
记 为 [1 25 4} i=1,2,.,t; 

。 酝 解 空 间 了 ,了 了 1,… 广 ,的 标准 正 交 基 合 并 ， 即 得 RR， 
村 


nr 
7 
划 〇 是 #3 界 实 正 交 方 阵 ， 并 恒 . 
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二) 


生育 


0O3O0'=diag( 人 人 人 
5。 设 (EE, ,EE.) = (gi 02s "0 O , MW {ED ,Es ss 
< 是 六 的 标准 正 交 基 ， 而 且 Q@ (a) 在 这 组 基 下 具有 主 轴 形 式 。 
Qa) = hyIITA y+ + A yz z 
(二 ) #7 维 实 线性 空间 的 二 次 型 的 化 简 . 设 1 维 实 线性 空间 
的 二 次 型 Q(a) 在 VV 的 基 {41,4,,…,Q。} 下 的 表达 式 为 


扫 


Qla) =X9X' = 》 aXi+2 》 ayiXiXj, (9.2,11) 


i =1 1 si < 
其 中 x= (xX1,X,,"…,X，) 是 同 量 4 在 这 组 基 下 的 坐标 而 5 
= (a;;) 是 Ql) 在 这 组 基 下 的 方 阵 。 问 题 是 寻求 了 的 一 组 
基 451,5;，… ,5s}， 使 得 Q(a) 在 这 组 基 下 的 表达 式 为 

QOD =y1+T yp YP+ti~ Yta— yp+eos (9.2.12) 
其 中 y= (yi yz， ys) 是 疝 量 4 在 这 组 基 下 的 坐标 ,而 了 与 8 
分 别 是 Q@(%) 的 正 、 负 惯性 指数 。 这 就 是 所 谓 化 二 次 型 为 标准 形 
辐 题 。 

如 时 Q (2) 是 零 嚼 数 ， 则 无 需 化 简 。 因 此 设 Q(o) 入 0， 也 即 
方 阵 ”= (ai7) 夫 0， 

1。 芭 表达 式 《9,2,11) 中 含有 平方 项 a11X?, 即 ai1 夫 0， 册 
式 《9.2.11) 可 以 改写 为 


Q (0) atta Eom): 2 Gi iYiXj, 


,7 了 王 2 2 jn 


oo ou std De : : (Be 
j=2G11 ;=2011 


好 2 
-| ats,) 十 2, GjNiXj, (9.2.13) 


2 了 ,了 入 灶 
记 
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op -| 》， | 2 。 


.2&1 7 各 灶 jw2 "11 
今 
上 (+ 于 2， 
7=2 U11 
yi 一 Xi 1 =2,3,.… ,7. 
计 仿 
| 1 0 0 
| 0 
CIil 
(yy Ya) 一 (XXX 
| QR1s 0 1 
Cl 


， (9.<.14) 


“MV la | 0 2 ， 
| 
| 
/ 


则 式 〈9.2.13) 化 为 

Q(o = tyt+ Q(B), (9.2.15) 
其 中 的 系数 的 正 负 号 与 a11 相同 。 由 〈9.2.14) 可 以 看 出 , 由 
《9.2.11) 化 为 (9.2.15) 所 作 的 变换 是 坐标 变换 。 相 应 的 基 变 换 是 


1 一 Ga .,. -| 
011 Gil | 


(5 5 = 《20 0 9 0) 0 | 机 0 
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| 

| | 

0 0 ... 1]; 
而 式 (9.2.15) 是 Qla) 在 基 {3 2,，…5。} 下 的 表达 式 。 式 
(9.2.15) 中 的 Q (8) 为 


2 


Q.(8) =( 2 guiyi91) -an (Dy, ) 9 


2 安定 乓 7 F 一 2 11 
它 是 7 中 向 量 5,,5,，… 5 生成 的 43- 1 维 实 线性 空间 的 二 次 型 。 
2。 讽 表达 式 〈9.2.11) 中 不 含 平方 项 cxi， 但 合 某 个 平 
方 项 aixi， 2 和 1 和 ?3， 则 令 
1 二 Xi 
三光 1 
yi=Xiy 1 关 11，2 委 1 和 安 4。 
导 今 
(yy 79ya) = (Xi Xs XN) Pi, (9.2.16) 
其 中 ;是 对 换 n 队 单位 方 阵 1 oo 的 第 1 行 与 第 i 行 所 得 到 的 补 
等 置换 方 阵 . 式 (9.2。16) 给 出 的 变换 是 坐标 变换 ,相应 的 基 变 换 是 
(= (oo 0 PP,,. 
容易 看 出 ，Q(o 在 基 {61,5,，,…,s,} 下 的 表达 式 含 有 平方 项 
aiiyi。 于 是 就 化 为 “1.”。 
3。 议 表达 式 《93.2.11)〉 中 不 含 平方 项 ， 即 gj 1 ,a,,,… ,a,。 
全 为 零 ， 且 a ,了 竹 0。 将 式 (9.2.11) 改写 为 | 


Q (0) = Za XX, +2( 5 (Gil ijX! tas1%x2)x1 ) 


了 二 3 
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+2 2, Qi jXiXi。 
3 和 < 扫 归 


今 

f 1 

| yi 一 十 一 2 

2 

1 1 

| yz 一 ”1 人 2 》 

| ys = xX 1 = 34， >» 
即今 


(y19 ys) 


71 .1 z 
3 ;7 0 0 
| 
1 1 
7 7 0 0 
和 (X) 329 ,0)| |. 
'0 0 1 0 | 
| 


与 坐标 变换 (9.2.。18) 相应 的 基 变 换 是 
(E15; 3” ” 5 5) 


1 1 0 0 
= 《21 CQ2 , 0) 0 0 1 0 
| 0 0 0 1 


Q (0) 在 基 {， 5 2 9 ,下 的 表达 式 为 
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(9.2.17) 


(9.2.18) 


QO (0) =20::yi 一 2a:y3+2》 (Gj+tasi) yy 


j=3 


+29 (aij~asi)y yi;+2 2》, GIFryiyri。 
二 3 


3 < Lin 
于 是 化 为 "1。”。 
4。 议 表达 式 《9.2。11) 中 不 沼 平 方 项 , 即 a11544:，… a。 全 
为 零 ， 且 as = 0， 但 基 个 ai 六 0，;i 关 )。 令 
CI 
即 作 基 变 换 
(E150) = (100) P,P,, 
也 即 对 换 基 al ,4,,…,4,j} 中 向 量 & 与 0; 以 及 向 量 0, 与 0 的 位 
置 ， 得 了 的 一 组 新 基 ， 并 记 新 基 为 {1,5,,…,,}。 则 Q(o) 在 基 
人 29 90} 下 的 表达 式 不 含 平方 项 ， 但 乘积 项 yiy: 的 系数 为 
2ii 关 0， 于 是 化 为 "3.”。 

这 表明 ， 式 (9,2.11) 可 以 经 过 基 变 换 , 使 得 Q(o) 在 新 基 下 
的 过 达 式 为 〈9.2 .15) 。 然 后 再 对 n ~ 1 维 实 线性 空间 上 的 二 次 型 
心 : (8) 重 复 上 面 的 过 程 ， 即 可 将 式 (9。2。11) 化 为 式 (9,2.12)， 

上 述 化 二 次 型 Q(a) 为 标准 形 的 方法 实质 上 是 配方 法 。 这 种 
方法 也 可 以 用 和 气 阵 形式 表述 。 

设 二 次 型 Q(o 在 基 {al ,0,,…,9,} 下 的 方 阵 S = (a， i) 头 0。 
如 采 方 阵 2 的 对 角 元 a1 1 = 0， 而 ec 1 天 0，2 志 in， 则 
Qi 党 
下 (9.2 .19) 
米 洲 / 
其 中 ,是 对 换 n 阶 单位 方 阵 1 6w) 的 第 1 行 与 第 i 行 所 得 到 的 初 
等 置换 方 阵 。 对 方 阵 5 前 乘 与 后 乘 同 一 个 初等 置换 方 阵 ， 也 即 对 
调 方 阵 5 的 第 i 行 与 第 j 行 ,然后 对 调 第 i 列 与 第 7 列 , 称 为 对 方 
阵 5 施行 一 次 同步 器 换 。 式 (9,2,19) 表 明 ， 当 a1; = 0, 旦 co,, 过 0 
对， 方 阵 3 可 以 经 过 同步 置换 ， 使 得 到 的 方 阵 S ,的 西北 角 元 素 不 
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S,=PiiSP,;=( 


为 零 ， 而 且 方 阵 S ,是 对 称 的 。 显 然 方 阵 $ 与 S :相合 ， 如 果 方 阵 S 
的 对 角 元 全 为 零 ， 则 因 方 阵 S 关 0， 故 有 某 个 元 素 o,y 坟 0,i 冯 7 
于 是 


S,=P,(Pi:SP, i)P ,= “、 | 
米 0 


即 对 称 方 阵 S 可 以 经 同步 置换 化 为 对 称 方 阵 ”:， 面 方 阵 
S ,的 第 工行 与 第 2 列 交叉 位 置 上 的 元 素 不 为 零 。 所 以 当 方 阵 ” 的 
对 角 元 为 零 时 ， 可 以 设 方 阵 $ 的 元 素 cl : 夫 0。 取 站 阶 可 逆 实 方 阵 
(为 

1 


P-diag( ，) Te-o) 


则 
0， 0 


( ) * 


S,=P'SP=|. 0 2a,， 
举 沪 ， 
对 称 方 隆 S 相 合 于 S ,， 而 且 ”> ,的 西北 角 元 素 不 为 零 。 


上 面 的 讨论 表明 ， 如果 对 称 方 阵 $ = (411) 到 9， 则 不 护 疼 
a11 汉 0。 于 是 仿照 式 〈9.2.14) 的 基 变 换 形 式 ， 


\ 0 1 0 a1 G12 … Gin “1 LCs j,, in 、 
Gil Ci 
Q 
i 1 wii 0 Qi， 人 y 2 人 Ca 0 1 sib 0 
(人 1 1 
| : 
— lil* i 1 GailI0 0 1 | 


1 1 11 
一 | (9.2,.20) ， 
Gd,.0 GO 
0  G， 一 一 2 1 
(ly Gil / 


将 上 式 写成 分 块 矩 阵 形式 。 设 
G11 B 
S= 多 
\ 5 
其 中 9 : :是 4- 工 阶 子 方 阵 ，8 是 1X (n 一 孔子 矩阵 。 则 
0 a ™B 1 J 


(bp 1 Ne 5 儿 4 -nb 


G1 1) 0 


0 sage) ee 


顺带 指出 ， 式 〈9.2.21) 是 式 〈9.2.20) 的 分 块 矩 隆 形 式 。 式 
(9.2.20) 源 于 〈1.) 中 对 式 〈9.2.11) 的 二 次 型 Q(a) 进行 配 
方 。 而 式 〈9.2.21) 是 第 3 章 中 提 到 的 :Schur 公 式 的 特殊 情形 。 
因此 可 以 说 3chur 公式 是 配方 法 的 一 种 推广 。 

由 于 


1 0 VY @g,, 0 1 0 
Vv lal V aa :| 
-nlnl 
0 Tn-1) 0 2 2， aiiB B 0 了 ,1) 
a n 
人 
儿 
0 zz 一 ait 有 


其 中 3,,-a718B’B 是 nn--1 阶 实 对 称 方 阵 ， 上 且 a = 十 1。 十 
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是 只 要 对 9:: -aiip'pB 重复 上 面 的 做 法 , 即 可 求 得 p 阶 可 送 实 方 ， 
阵 %， 使 得 方 阵 相合 于 对 角形 diag(0 05:，…6. 0 0)， 其 中 
0 ,= 土 1，1T 委 1 委 r， 且 ”=Ttanko 。 再 作 适 当 的 同步 置换 ， 即 可 
将 方 阵 S 化 为 相合 下 的 标准 形 ， 

由 于 正 交 相似 的 方 阵 一 定 是 相合 的 ， 因 此 也 可 以 将 实 对 称 方 
也:S 按 (一 ) 方法 侈 作为 正 交 相 人 下 的 标准 形 ， 然 后 再 化 为 相 


合 下 的 标准 形 。 
(三 ) ”1 维 复线 性 空间 信 上 一 次 型 的 化 位， 方法 大 体 同 
(一 》》，、， 这 里 不 切 介 绍 ，。 2 


例 1 妇 3 给 Euclid 空 间 V 的 二 次 埋 Q( 在 /的 标准 正 实 基 
fcsyos} 下 的 表达 式 为 
Q (a) = x Xx, + XX,, 
其 中 %= (X11,X,，X;) 是 中 向 量 & 在 基 {ai ,0 ,0,} 下 的 坐标 。 将 
二 次 型 Q(Q) 化 为 主轴 形式 ， 
解 、 将 二 次 型 Q(o) 在 基 {a yasycs} 下 的 表达 式 写 成 矩阵 形 


| Q(o) =xSx’, 
其 中 
‘0 1 0 


风 方 隆 S 的 特征 多 项 式 PX) =det(27 0) -5S)=4:- 3 所 以 
方 阵 5 的 特征 信 为 V2 2 ,— 2 0， 
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下 的 从 标记 为 Y= ( (Xi ,x s%) , 则 x 满足 电 方 各 xz( 2 7 (3) 一 S ) 二 
入 程 组 


的 的 
— iy +YV2x,- 1x,=0, 

”2 2 

| 一 V_ 2, +V2x, = 0 

2 2 


解 得 > =x，，X, = MV 2x,。 由 于 $$, 是 单位 向 量 ， 所 以 x? +x32 


同 理 可 以 求 得 分 别 量 于 方 际 S 的 特征 值 - 2 与 0 的 单位 时 


入 向 量 与 人 在 其 {es ,Gs504} 下 的 坐标 为 G ,二 ) 与 


导 于 电 本 方 旗 = 的 不 同 特征 算 的 特征 向 量 是 正 交 揭 ， 所 以 
| 1 V2 2 1 \ 
”2 


是 正 交 方 隆 。 而 且 
O'SO=diag(¥V2., -2,0), 
(S15.595,) = (cycyycay)O 。 
设 向 量 4 在 基 {5 ,5,5， } 下 的 坐标 为 y= CO 则 x: 
= ?9 。 因 此 
GQ(oa) =Xox' < yOSO)Yy!’ = ydiag( 2 ， -42 2 ,0 )y 


上 式 即 是 二 次 型 Q(%) 在 基 {5，,5,,5，} 下 的 表达 式 ， 而 且 是 主轴 
例 2 把 4 维 实 线性 空间 上 的 二 次 型 
Q (0) = Xi 十 XI 十 X3 一 2X3 一 2XIX， 十 2X1X， 
— 2X.X, + 2X,X, — 4X,X, (9 ,2.22): 
化 为 标准 形 ， 
蟹 ” 将 二 次 型 Q (a) 配方 ， 
Q (0) =Xxit2xX.(—X,+X,—X,)+X,+X3 
— 2X4+2X,X, — 4X,X, 
一 Lx? 二 2x， (一 X%， 十 Xi 一 %) 十 (一 % 十 X 一 Xi ) |: 
一 (一 X%， 十 X, 一 X) +Xi+X? 
— 2X7+2X,%, — 4X,X, 
= (Xi —X,+X, 一 %) — 3xX? + 4x,xX, 
— 6X,.X, + 2X,X,., 
作怪 标 变 换 


{41 =X1—X, +X, —X,, 


la =Xiy 1=2,3,4. 


G(o) = 4 + dy, — ud, + 2u, Us, 
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-再 配方 ， 
Q (0) = | us 1,) 2 十 2(324， 一 下) 下， | 


+ 3 天 十 24U,4, + 二 地 ， 


= Ui -(V 3u, -ja 二 V 3u,) 


+(V 了 ua + -75) 


令 
1 
| -一 1 
ys V 3 ts 
] 
| 一 1 ~- 
/ YN 3 ty 3 
ys, =, 
出 
Q(o = yi+ y;— y3.。 (9.2 .23) 


一 一 
| vV =wV 3X,+ Xs, 


V3 


| 
ys 3 Tt I. 


ye 一 ae 
例 5 泄 3 给 实 线性 空间 上 的 二 次 型 
Ol0) =xX,X%,+X,X, 
化 为 标 众 形 ， 
解 ” 把 二 次 型 9(0) 写成 三 陵 展 2， 
598 


1 
10 本 


x 
Q (2) = (XXX ) 二 QO 1 关于 二 (9.2.24% 
和 


HX= (XxX ), 旧 


2 L 
\' 1 
0 2 0 / 
tu 
(1 -1 0 
Q=| 1 1 0 
\o0 0 1 
刚 | 
1 0 
Q'SQ=| 0 -1 3 1, 
1 1 
2 0 
1 


< 
CD 
ee 


则 
| RQ’'SQR=diag(1,—-1,0). 
i P= (QR ,， 则 

S=P’diag(l,—1,0)P 


大 此 | : 
Q(c) =xP’diag(l, -1,0)Px’. 


作 坐 标 变换 y=xP’,， 即 .。 


1 
V1 大 
1 1 
了 2 二 一 7 ~ os， 
3 二 -3 。 


则 二 次 型 Q (0) 化 为 标准 形 Q(o) = ydiag(1, 一 1;0)7y7= 多 =- yi 
例 4 设 2 与 3 一 aa 是 n 阶 可 遂 实 对 称 方 阵 ， 其 中 避 是 ?1 
维 实 的 行 向 量 。 证 明 对 称 方 阵 S 的 符号 差 6(S) 满足 
/ (6(S 一 co 十 2， 当 za94c DT 时 ， 
6(S) | 
6(S5 一 2 ci， 当 ao9” ia <1 时 ， 


证 考虑 n+1 阶 实 对 称 方 阵 


1 pi 
=, 
还 为 | 
1 0 1 oe ,1 -a 1 0 
( 了 ， A Ss 从 , 1 )-(, 、 ,小 
1 一 co 1 rw 1 0 1l—-aS-io/ 


: ( I ,,,) 儿 ， A SS-1lpr 7 ， 
序 以 2+1l 阶 实 对 称 方 阵 


1 0 1l—-aS-ia’ 0、 
5 Sa) 3 Sn 1 ) 
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合 ， 央 此 它们 的 符 与 差 相 同 。 显 然 c 人 (=I+oo 一 co)。 
当 aS ia >>1， 即 1-ca39-la'<0 时 ，6(9,)=69(9)--1 因此 ， 
1+6( -oa =9S) -1 HS)=6(S—ac) +2, eS-!a’ 
<1;, 妈 1-co7-x' >>0 时 ,86(9;)=6(S)+1， 因 此 1+5(09 一 a/0) 
=6(5)+1， 即 6(3)=6(S -ao)。 证 毕 。 


本 题 
1。 已 知 有 理 数 域 @ 上 3 阶 对 称 方 阵 。 为 
- 2 3 5 
S =- 3 1 | 
5 -1 4 


求 Q 上 3 阶 可 逆 方 阵 PP， 使 得 P'SP 是 对 角形 ， 
2。 求 有 理 数 域 Q 上 2 阶 可 道 方 阵 了 ， 使 得 
P’'diag (5,5)P = diag(l,1). 
3。 求 下 列 实 对 称 方 阵 在 相合 (通过 实 方 了 泗 ) 下 的 标准 形 。-; 


由 
2 5 8 0 了， 
(1)|15 3 1 ; (2) ( 
8 1 0 Li,,) 0 ,,,) 
1 1 1 1、 
: ‘0. ftw 0 
《3) 1 2 “ 2 (4) 11, 00 0 
LT 2 3 | | 
] 。 0 1 
“1 2 3 4/ 
“0 0 0 1 
0 0 1 0 
(5 .oo ; 
0 1 1::. 0 0 
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ps 

ko | 一 
©O 

O 

一 

一 


to | 性 
> 
-> 
性 
心 
性: 


《6 ) 。 


0 0 0 a 0 工 ， 
2 Xn 


4。 把 下 列 实 线性 空间 上 上 二 次 型 化 为 标准 形 。 
(1 ) 2xi+ 3X;+ 10xX.X,+16x.X, 十 2XX 
《2) Xi+2Xi+2X3+ 4X 十 XIX + XX,, 


2 一 1 
(3) DXIXp+1 
7 一 


(4) 2 XXj? 


ili} 


(5) 9 (~-1)itix,xj; 


1 


(6) 2 [i~7|xixi。 


1 和 了 必 7 魏 开 


5。 证 明 ， 如 果 二 次 型 Q(c) =0 的 必要 且 充 分 条 件 为 a=0， 
则 Q (a) 或 者 是 正定 的 ， 或 者 是 负 定 的 。 


6. 设 二 次 型 Q(xa)=xo5x ， 其 中 方 阵 ” 的 顺序 子 式 


s(1 2 0， j=1,2,…,n。 证明， 二 次 型 Q(a) 可 以 化 为 
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0 
EGR 


7。 求 下 列 复 对 称 方 阵 在 相合 《通过 复方 阵 ) 下 的 标准 形 ， 
其 中 = 一 . 


/1 1+ 2+4 … DY 
i 1 
(1) |2+i 0 1 .: 0 , 
| 
本 0 0 1 7 
120 00， 
| 2 ， 
|， . | 
| 了 了 ... 
和 
0 1... 0 0 | 
(2) | 2 ; 
| 了 
0 0 0 1 7 | 
| : 
0 0 0 一 工 | 
nxn 
天 一 工 
C3) xia 和 
j=1 


(4) SY) (k++il)x,x,. 


1 le 


8. 设 j(c,F) 是 ?4 维 实 线性 空间 了 上 双 线 性 函数 ， 并 且 对 
下 计生 因 fj (0,0) >0。 证 明 ， 存在 了 的 一 组 基 {€156 2 3 
53)}， 使 得 fw B) 在 这 组 基 下 的 方 阵 是 如 下 的 准 对 角形 ， 
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ee 


n 一 2s 个 


1 


其 中 gl 守 a, 宇 … 之 a, 之 0， 
9。 定 义 所 有 上 阶 实 方 阵 构 成 的 实 线 性 空间 RY” 上 对 称 双 
线性 还 数 J(XX,Y) 为 : | 
fCXY)= TrXY’, X,YVYER”Y*. 
到 了 (X,Y 了 ) 的 正 、 负 人 惯性 指数 。， z 
10。 设 Q(oD) = 二 EA 是 n 维 实 线 性 空间 了 六 的 正 


了 过 了 ， 1 所 


一 次 型 。 证 明 
QP) 2 (= a )xix 


是 关于 自 变量 %， 9 的 正定 二 炊 型 ， 

11。 设 fla,E6) 是 1 维 实 的 行 向 量 集合 连同 标准 内 积 构成 的 
上 uclid 空间 KR” 上 双 线 性 函数 ，O((m,R) 是 Euclid 究 间 玉 ”的 
所 有 正 交 变换 集合 。 如果 对 任意 人 AE0(n,R), 均 有 f(A (o)， 
4(6))=Fc56)， 则 Facy,8) 称 为 在 O(n,R) 下 是 不 变 的 。 求 
wile O(n,) 下 不 变 的 双 线 性 函数 f(a,B)， 

。 将 上 一 习题 中 实数 域 R 改 为 复数 域 C, 即 求 n 维 复 的 行 
疝 最 C” 上 所 有 在 O(n,C》 下 不 变 的 双 线 性 函数 (a, 6)， 
这 里 O(n,C) 是 所 有 4 阶 复 正 交 方 了 泗 的 集合 。 

13. 设 C? 是 所 有 2 维 复 的 行 疝 量 4a= (xx:) 构成 的 复线 
性 空间 ，Q(o =% -2 是 的 二 次 型 。 设 线性 变换 和 ,CC? 
法 足 nk 
QC(A (0)) = Q (0, oC,, 

则 妥 称 为 保 二 次 型 Qla) 的 。 证 明 | 
” (1) 设 A4 在 C? 的 基 {e1;es} 下 的 方 阵 为 4= (aiy)， 
其 中 21 = (1,0)，e,= (0,1)， 则 gs,,= 土 911，4as1= 十 43;,， 


afi—a? = 1]; 
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(2 》 如果 detLA=1， 则 存在 非 零 复数 c， 使 每 


c+i c- 工 
jl C C 
c 一 二 cto 
c C 
如 果 det 4 = -1， 则 存在 非 零 复数 c， 使 得 
ct+i ec-l) 
| “Te c 
A= ~ | | 
| 1 1 


的 实 线 性 空间 广 ， 而 内 积 (ac 8) 是 六 上 正定 对 称 双 线性 函数 
Euclid 空 间 概 念 之 推广 即 是 伪 Euclid 空间 。 其 定义 如 下 ， 7 维 : 
实 线性 空间 六 上 非 退 化 对 称 双 线 性 函数 〈c, 8) 称 为 太 的 -- 个 内 
积 。 实 线性 空间 V 连同 取 定 的 一 个 内 积 (a, 8) 称 为 盆 Euclid 空 
同 ， 内 积 (a,B) 的 正 惯 性 指数 p 称 为 伪 EEuclid 空间 VV 的 指 
数 。 如 果 乒 的 基 451,5,,…s5S。} 满足 

(5 5)) = Bi0 1 去，7 < 二 1 
其 中 当 ]1 委 ! 委 5 了 时 ，ei=1 当 b+1 委 1 和 4 时 ,ee = 一 1 则 113，， 
5 5 称 为 名 Euclid 空间 让 的 一 组 标准 正 交 基 。 如 果 线 住 
变换 态 ,V 一 VV 满足 

(A(a),A(B)) = (a,B), oa, BEV, 
则 及 称 为 伪 正 交 变 换 。 证 明 | 


(1) 伪 正 交 变 换 是 可 道 的 ， 并 且 它 的 道 变 换 仍 是 仿 正 交 
变换 
《2 ) 伪 正 交 变 换 的 乘积 仍 是 伪 正 交 变 换 。 
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S 9.3 斜 对 称 双 线性 函数 


本 节 讨 论 数 域 .上 + 维 线性 空间 了 的 斜 对 称 双 线性 函数 . 
易 证 明 ,， 对 于 斜 对 称 双 线 性 函数 ， 下 述 命题 成 立 。 
命题 1 数 域 上 维 线性 空间 VV 的 双 线 性 函数 (0, 上 EE) 为 
针对 称 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 对 任意 网 量 性 上 ， (0,9) = 0。 
命题 2 数 域 上 + 维 线 性 空间 VV 的 双 线 性 函数 (a,B) 为 
侨 对 称 的 必要 且 充 人 分 条 省 是 ， fc,E) 在 VF 的 基 下 的 方 阵 是 壬 对 
- 称 的 。 
命题 5 设 f(0,E) 是 数 域 下 上 ， 维 线性 空间 信 的 斜 对称 双 
线性 通 数 ， 则 扩 中 向 量 关 于 fa,8) 的 正 交 性 是 对 称 的 。 
命 是 4 数 域 民 上 维 线 性 空间 让 的 所 有 斜 对 称 双 线性 函 
数 集合 记 为 (VV ,了 ,FF)， 数 域 了 上 所 有 # 阶 斜 对 称 方 阵 集合 记 
为 KK (n,F)。 则 集合 KO,，V, 了 ) 与 天 (ny， 下 ) 之 间 存 在 一 一 
命题 3 是 本 章 第 工 闻 定理 6 的 直接 结论 ， 人 他 几 个 命题 的 证 
明 留 给 读者 作 练 习 。 
定理 1 设 / (a,6) 是 数 域 上 + 维 线性 空 : 间 洲 的 立 对 称 双 
线性 函数 ， 则 存在 六 的 基 好 jj， 使 得 Fa 8) 在 这 组 
Ht 
ins( 0 0) 0) 
”nn-2s 个 
其 中 rankf = 2s。 所 名 话说 ， 
P= VV) tt Ky Xs 
z : | | (9.3.2) 
:其 中 X= (Xp35Xa) Y= 72 分 别 是 ”中 同 量 
与 B 在 这 组 攻 下 的 是 标 。 
证 对 空间 的 维 数 n ,用 归纳 法 ， n=l 时 结论 显 然 成 
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。 假 设 结论 对 维 数 小 于 1 的 空间 成 立 。 下面 证 明 结 论 对 1% 维 容 
闻 六 成立 / 
如 果 了 (x,B) 是 零 函 数 ， 即 对 任意 2,BEV ,f(a,B) =0， 则 
oe 然 成 立 . 因 此 可 设 存在 向 量 7,CEV， 使 得 1 (07,5) =b 冯 0. 
ae,=7，5:=0 6。 且 
1 (5 5) = 了 (56)=0， 且 (GO ) = 工 
如 果 人 存在 数 glya:cF， 使 得 as +as5z=0 则 了 和 
GEi+a:E)=afE 6 )=10， 
因此 ac:,=0。 同 理 可 证 ca: = 0 于 是 向 量 $1,$, 线性 无 关 ， 所 以 
V 中 由 向 量 $ 与 5 生成 的 子 空 间 玉 是 2 维 的 。 子 空间 开关 于 
f(a,B) 的 正 交 子 空间 记 为 VV *。 我 们 将 证 明 ,， = WV@W?。 
素 实 上 上， 设 AtVN 矿 "。 由 于 ck1VW ,而 子 空间 玉 是 稀 昌 4, 与 
5; 生成 的 ， 所 以 ww=ais +a:5 ad。 另 一 方面 ,由 于 
ct-~， 所 以 
f(s51, %) =e,f(8,, §,) =0, 
fa) =aif (S551) = Gf (S15) =0, 
因此 ai=a:=0， 即 xc=0。 所 以 丈 几 丈 :=0。 于 是 
W+iWi=WEOW!. 
其 次 ， 设 民族。 考虑 向 量 8 = 一 人 i 其 中 人 人,， 人 人 
征 和 储 定 负数 。 令 
f (S15B) =f C8100) 1 1 ) =0, 
1 (5,,B) =f (E50 + hf ED) =0。 
则 得 到 ，4: = 一 了 (S$,,0)， 六 ,= 了 (S, ,2)。 于 是 
a=[ -f(s.,005 +f(6 06. + [C2+f (S085, -3S, ,9s,], 
其 中 一 5,06 tf 0 SE atf (d,s,—f(,,0é, 
CW: BatW +W*, 因此 VYV=W+rWt=WOW!, 
”把 和 斜 对 称 双 线性 函数 1(a,B》 限 定 在 :上 ， 则 f(a,B) 是 
n 一 2 维 线性 空间 厅 + 上 的 斜 对 称 双 线 性 函数 。 由 归纳 假设 ， 存 在 
Wt+ 的 基 {， 二 9 使 得 ff(2， B) 在 这 组 其 下 的 方 阵 是 如 
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下 的 淮 对 和 角形， 
0 1 ; 0 1 
diag((_ 人 小 0，…，0 ). 
一 -~ 一- 1 


出 于 V = WOW, 所 43， 号 2 ,S99 是 六 的 起 1 ,并且 f (2,. 
8) 在 这 基 下 的 方 阵 为 


os， 
?9 .- 如一 2 一 2f 个 
t+l 


显然 2(t +1) = rankf。 定 理 1 证 年 ， 

定理 1 的 矩阵 形式 在 以 下 定理 中 给 出 ， 

定理 2 ” 设 玉 是 数 域 忆 上 后 阶 斜 对 称 方 阵 。 则 存在 数 域 忆 上 
7 阶 可 逆 方 阵 尸 ， 使 得 
P'KP=diag( 人 | L ) 0 ,…,0 )， 

-1 0 -1 0 7 1 一 28 个 

z ss 个 
其 中 2s = rankK. 换 句 话说 , 数 域 严 上 n 阶 余 对 称 方 阵 相 合 ( 通 
过 数 域 矿 上 方 阵 ) 于 标准 形 (9.3 3.) ， 而 且 斜 对 称 方 阵 的 秩 是 
斜 对 称 方 阵 在 相合 下 的 全 系 不 变 

证 . 设 {Q1，0， “0 是 数 城 忆 上 4 维 线性 全 了 的 一 组 
基 ， 定 义 了 上 二 元 函数 f(e， 有 8) 为 fa，B) =xKy' 其 中 区 
与 ! 分 别 是 素 中 向 量 x 与 8 在 这 组 基 下 的 坐标 。 出 于 方 阵 玉 是 斜 
对 称 的 ， 所 以 jx，8) 是 耻 上 和 斜 对 称 双 线 性 函数 。 由 定理 1 存在 
V 的 基 {5,，。，…，$,}， 使 得 f(a，B》 在 这 组 基 下 的 方 阵 
为 准 对 角形 (9.3.1) 。 由 于 同一 个 双 线 性 函数 在 不 同 的 基 下 的 
访 阵 是 相合 的 ， 所 以 方 阵 天 相合 于 淮 对 角 方 隆 (9.3.1) 。 显然 
2s=rankkK., 


”“” 设 斜 对 称 方 阵 开 ,与 乓 ,相合 ， 则 方 阵 开 ,与 所 。 显然 相抵 ， 
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所 以 rankK ,= rank 开 ,。 即 斜 对 称 方 阵 的 秩 是 斜 对 称 方 阵 在 相 
合 下 的 不 变量 。 反 之 ， 设 斜 对 称 方 阵 玉 ,与 久 , 的 秩 相 等 ， 且 其 
秩 都 是 2s, 则 它们 都 相合 于 准 对 角形 (9,3.1) 。 由 于 方 阵 的 相合 
关系 具有 对 称 性 与 等 递 性 ， 所 以 方 阵 K, 与 ,相合 。 因 此 斜 对 
: 称 方 阵 的 秩 是 斜 对 称 方 阵 在 相合 下 的 全 系 不 变量 。 定 理 2 证 毕 
定理 2 完全 解决 了 斜 对 称 方 阵 在 相合 下 的 标准 形 问题 。 
习 题 

]。 设 4 阶 斜 对 称 方 阵 玉 为 
0 2 一 | 3 
2 0 4 
“| 1 -4 0 1 。 

一 3 2 一 1 0 


求 4 阶 有 理 系 数 可 遂 方 了 泗 P 了 PP， 使 得 
1 .0 1 


0 
PKP=di | 
iag(( )) (_ ) 
2。 设 VV 是 数 域 政 上 1 维 线 性 空间 ，L 上 L( 六) 站) 是 了 上 所 有 
双 线 性 函数 构成 的 数 域 玉 上 线性 空间。 对 任意 上 (VY, 了, 下 )， 
记 (PU) (0,8B)=3f(0,B) 一 51(B,%). 显然 PDELU, 
二 ,ff)， 定义 空间 上 L(V,V,F》 的 变换 P 忆 如 下 ， 对 于 feLQ， Vv， 
Jd4')， 邻 五 在 P 下 的 象 为 P(f)。 证 明 
(1) P 是 L(V,V,F) 的 线性 变换 ， 并且 P*=P 
( 2) 尸 的 秩 为 二 
(3) 设 B 是 的 线性 变 换 ， 对 任意 帮 LO7， V ,F), 记 
BO)) (a, B) =f (Ba) ,BB)). 显然 ， BELCOY ,YF). 
定义 空间 L(V,V,F) 的 变换 上 如 下 ; 对 于 fEL(V,V,F), 邻 f 
:在 入 下 的 象 为 各 (f)。 则 入 是 L(Y, 放 ,F)》 的 线性 变换 ， 而 且 和 P 
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可 交换 。 

3。 设 了 是 数 域 斑 上 2# 维 线性 空间 ，Z 上 (oz) 与 上 ,(a) 是 六 
上 线性 函数 。 证 明 ，/ (a,B) = (2D 上 L;(B) 一 上 L1(B)L,(%) 是 六 
上 和 斜 对 称 双 线性 函数 ， 而 且 当 且 仅 当 了 ， 工 :Er 线性 相关 时 
f (as 有 8) 为 零 国 数 。 

4。 设 f(a,B)》 是 数 域 玉 上 上 和 二 维 线性 空间 了 的 斜 对 称 双 线性 : 
图 数 。 证 明 ，rankf =2 的 必要 且 充 分 条 件 是 ， 他 在 线性 无 关 的 
攻 ,， 工 ,EV*， 使 得 

f(a,B)= Lm L,(B) -LB)L, (om. 

5。 设 人 是 3 维 实 的 行 向 量 空间 ，f (a,B》 是 KK 上 斜 对 称 

双 线 性 冰 数 。 证 明 ， 存 在 上 , ,上 ,&(R*)*， 使 得 
f(a,B)= LL (0L,(B) ~L(B)L, (0)., 

6。 设 VV 是 数 域 户 上 + 维 线 性 空间 ，f (a,B) 与 g(a,B) 是 了 
上 虐 科 对 称 双 线性 函数 。 证 明 ，rankf = rankg 的 必要 且 充 分 条 件 
是 ， 存 在 六 的 线性 变换 及 使 得 对 任意 a ,BEV,， 均 有 f(A (0)， 
A(B)) = g(a,B). : 

1 。 对 几何。 所 谓 了 上 uciiad 空间 是 赋 以 一 个 2 $ 定 的 内 积 (a, 
B ) 的 实 线性 空间 ， 而 内 积 (xc， 有 8) 是 正定 对 称 双 线性 函数 ， 
筷 当 然 是 非 退 化 的 。 如 果 将 内 积 取 成 非 退 化 斜 对 称 双 线 性 函数 ， 
则 引出 所 谓 半 空间 。 其 定义 如 下 。 设 f(c,B) 是 数 域 已 上 二 维 线 
性 空间 了 的 非 退 化 斜 对 称 双 线性 哨 数 ， 则 了 (a，B) 称 为 了 的 
一 个 尝 内 积 。 线 性 空间 了 连同 一 个 取 定 的 辛 内 积 Fcy,B) 称 为 辛 

空间 。 显 然 对 空间 了 应 是 偶数 维 的 。 设 dimV =n=2k。 如 果 注 
容 后 站 的 问 量 组 {21， 02 nes Bi B,, "sy Bi 适合 

1 cixi) =0, 1(B;,B;)=0,f (a;,Bi) =6,1, 1 <1,7 hk, 
其 中 6,; 是 Kronecker 符号 则 {a 0 …,， 0 Bi:，B,， 
…，" 有 号 称 为 的 一 组 辛 基 。 如 果 线 性 变换 人 :一 了 适合 J(A(a 、 
4(8)) =f (x,B)， 则 自称 为 六 变换 。 如 果 及 ;>V 是 六 空间 矿 
的 线性 变换 ， 则 由 
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fA,B) =f AB)), opBEV 

所 定义 的 变换 入,V->V 称 为 候 的 辛 伴随 变换 。 如 果 妥 = 有 太 ( 或 者 
4= -4)， 虽 线性 变换 全称 为 六 自 伴 (或 者 辛 斜 自 伴 ) 的 ， 
证 明 : | 

(1 ) 每 一 个 六 空间 亚都 具有 学 基 ; 

《2) 设 h(a;B) 与 g(4,B) 是 亚 的 辛 内 积 ， 则 存在 可 首 
线性 变换 不, 一 了 ， 使 得 对 任意 4 ，BEV，g(0,B)=h(A(W, 
A(R)); ~ 

(3 ) 对 每 个 线性 变换 入 ,VY->V， 均 有 (4) = 4， 并 且 部 
可 以 唯一 地 分 解 为 一 个 广 目 伴 变 换 与 一 个 斑 斜 自 伴 变 换 的 和 ; 

(4) 辛 空间 亚 的 辛 斜 自 伴 变换 及 在 亚 的 辛 基 下 的 方 阵 4 有 具 
有 如 下 形式 ; : 


其 中 M，N， 五 与 工 都 是 数 域 玉 上 上 下 阶 方 阵 ， 并 且 N* = N， 
天 “= 天 ，= -和 M*， 这 里 B* 表示 方 阵 了 的 共 轿 转 置 ， 


$ 9.4” 共 罗 双 线性 函数 与 Hermite 型 


本 和 节 将 推广 双 线 性 函数 的 概念 。 
定义 1 设 f(a,B) 是 n 维 复线 性 空间 矿 上 二 元 函数 。 如 果 
-对 任意 向 量 4 ou, 0, B, Bl, B,, 《三 ， 以 及 任意 复 数 人 ,， 
以,， 上 1， 上 .tC， 均 有 
f (Mi0) t+ 0, 及) 一 和 了 (aa ,及 T 人 :Ca ,PB), (9.4.1) 
JiAa, rb + FF,B,) Kaj 0, ,) + Raf (0, B,), (9.4.2) 
其 中 表示 复数 4 的 共 印 复数 ， 凤 二 苑 函数 了 (4,B》 称 为 共 思 双 
容易 看 出 ，/ 上 共 元 汉 各 性 画 数 2,6) 具有 如 下 性 质 . 
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命题 1 设 f(0,8) 是 上 大 辆 双 线 性 图 数 ， 则 对 任意 2、 


f Co, 0) =0= 100， 8) . 
命题 2 设 f(x,8) 是 让 上 共 轿 双 线 性 函数 , 则 寻 任 意 xi， 
i, 9 Up, Bl, B,, 四 BEV, A1， 人 ,， “sp Fi1, 六 2 
…， t,t, 


p 呈 p 好 四 
f(s 于 六 8 > pratt (0,B,). (9.4.3) 


k=1i=l1 
现在 给 出 让 上 共 思 双 线性 吸 数 了 (ae,B)》 在 信 的 基 {S51, 5 >» 29 
‘9° 下 的 方 阵 表示 。 设 疝 量 wx, BF 在 天 的 基 {siy5。，， 9° 5 下 
的 笃 标 分 别 是 X= (xx …X) 与 y= (yy ，… ys 即 


j= Tt, B= ys 则 由 式 (9.4.3) ， 


Fp 二 1 


f(a,B)=1 (Bus En 小 2, XTsf (5 yi) 。 


R=1 i 1 
(9.4.4) 

记 1 阶 方 洗 各 = (ff (i551)) ,xs。 则 上 式 化 为 
ee ， (9.4.5) 
其 中 是 y= (yy 和 ys) 的 共 斩 转 置 。 方 阵 4 称 为 共 罗 双 线 、 
性 函数 (a,B》 在 其 {1 ES。， 了 而 式 (9.4.4) 称 为 
f(a,B) 在 基 {6,,5。，…，,S,} 下 的 表达 式 。 显 然 ; 不 同 的 半 绒 双 线 . 
性 函数 在 基 { 人 ,= :，… 5, 下 的 方 阵 是 不 同 的 , 反之 , 设 A 是 1 
阶 复 方 阵 ， 则 令 fc 8) =xAy*， 其 中 x 与 y 分 别 是 向 量 a，B 
在 基 {S1,5，，… Sa} 下 的 坐标 。 容 易 验 证 ，f (a,B)=xAy* 是 广 
上 共 圈 双 线 性 沪 数 。 这 表明 ， 如果 在 玉 中 取 定 一 组 基 ， 并 建 谋 V 

上 所 有 共 蜀 双 线 性 函数 的 集合 到 所 有 1 阶 复 方 阵 集 合 的 映射 6 

共 蜀 双 线 性 怨 数 在 映射 5 下 的 象 为 它 在 这 组 基 下 的 方 阵 ， 则 人 缺 射 
6 是 双 射 。 所以，V 放 上 所 有 共 罗 双 线 性 最 数 集合 与 所 有 ?1 阶 复方 - 
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: 阵 集合 之 间 存 在 一 一 对 应 ， 

为 了 给 出 大 上 共 连 双 线 性 函数 fx, 8) 在 不 同 基 下 的 方 阵 表 
示 之 间 的 关系 ， 先 引进 下 面 的 定义 。 

定义 2 设 A4 与 BB 是 1 阶 复方 阵 。 如 果 存 在 4 阶 可 道 复方 阵 
卫 ， 使 得 = P*4P， 其 中 P* 是 方 阵 卫 的 共 孝 转 置 。 则 方 阵 A 与 
B8 称 为 复 相 合 的 ， 

容易 验证 ， 复 方 阵 间 的 复 相 合 关 系 满足 目 反 性 ， 对 称 性 与 传 
- 递 性 。 因 此 复 相 合 关 系 是 所 有 站 阶 复方 阵 集 合 C 一 "中 方 阵 间 的 
一 -种 等 价 关 系 。 集 合 C”” 便 按照 复 相合 等 价 关系 划分 为 复 相 合 

定理 1 届 % 维 复线 性 空间 族 上 共 玉 双 线性 函数 1(a,B》 在 
的 基 {1，52，… 十 与 {1，72，……，7 sj} 下 的 方 阵 分 别 为 
A= (f (E61)) xs 与 B= (fID))。s 并 且 

(W197 39 30a) = (615 ,5.)B, 
其 中 B 是 nn 阶 可 道 复 方 阵 了 的 共 罗 。 则 8B8=P*AP. 也 就 是 说 ， 
.同一 个 共 圈 双 线 性 函数 在 不 同 基 下 的 方 阵 是 复 相合 的 。 

证 与 第 1 节 定 理 2 的 证 明 相仿 。 了 略 。 

由 于 复 相 合 的 方 阵 是 相抵 的 ， 因 此 它们 的 秩 相 等 。 所 以 根据 
定理 1， 共 圈 双 线性 函数 f(a,B)〉 在 VV 的 基 下 的 方 阵 的 秩 定 义 为 
f(a,B) 的 秩 。 记 为 rankf。 特 别 ， 如 果 rankf=dimVF， 划 
了 (cp8B) 称 为 非 退 化 的 。 

在 共 蜀 双 线 性 防 数 中 ， 重 要 的 是 Hermite 共 罗 双 线性 函数 。 
其 定义 如 下 。 

定义 5 设 帮 cp8) 是 V 上 共 轿 双 线 性 函数 。 如 果 对 任意 冶 
量 a ,BEV， 有 f(B ,a) =f(o,B)， 则 f(a,B)〉 称 为 Hermite 的 。 

”定理 2 设 V 上 共 圈 双 线 性 函数 f(a,B) 在 了 的 基 {5, ,5,， 

…56,} 下 的 方 阵 为 A= (f (6,,51))。x。。 则 f(a,B) 为 Hermite 的 
必要 且 充 分 条 件 是 ， 方 阵 4 为 Hermite 方 阵 ， 即 方 阵 4 满足 
A*=-4, z 
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证 由 于 Foxyp8) 是 Hermite 的 ， 所 以 对 任意 k,l!，1<h， 
1 过 2 有 (S151) = 了 (Si,51)。 也 即 A*=A。 因此 方 隆 4 是 : 
Hermite 方 阵 . 

及 之 ,人 设 4 是 Hermite 方 阵 。 由 于 A 是 f(a,B) 在 基 {6,， 
6,，…5。} 下 的 方 了 泗 ， 所 以 f(a,B) =xAy*， 其 中 x 与 3》 分别 是 
向 量 4 与 在 基 {$; ,5,,…s$,} 下 的 坐标 。 于 是 

fla, B)= (xAYy*)=xAy = (YI = yA*x*, 
由 于 4 是 Hermite 方 隆 ， 所 以 A4*=A。 因 此 
fla, B)= yAx*=f(B,0, a,EEV., 


Hl f(a,B) 是 Hermite 方 阵 。 定理 2 证 毕 ， 
由 定理 2 可 以 得 到 ，V 上 所 有 HHermite 共 轿 双 线 性 函数 集合 - 
与 所 有 Hermite 方 阵 集 合 之 间 存 在 一 一 对 应 ， 
利用 Hermite 方 阵 在 西 相似 下 的 标准 形 ， 可 以 证 明 
定理 5 设 肌 是 nn 阶 Hermite 方 阵 。 则 存在 1 阶 可 道 复方 阵 
局， 使 得 
DP*HP=diag(l (Gs—1 0) 0 (+.0)), (9 .4.6) 
其 中 0(..o-o) 是 ?~p~-g 阶 零 方 了 泗 ， 并 且 p+g=r。 简 单 地 说 ， 
Hermite 方 阵 妃 复 相合 于 对 角形 (9.4.6) 。 
证 设 A1,^，，…,A, 是 Hermite 方 阵 昌 的 全 部 非 零 特征 
值 ，^, 宇 ^, 宇 … 之 A^*,。 则 存在 % 阶 西方 阵 U， 使 得 
U*FHU = diag (A ,7, ,sh,, 0 ,7 ,0) , 


fi—r 
可 设 和 宇 A 之 之 A 之 0>his 庆 Ap+ts 宇 宕 ht P+g=r。 记 : 
. 1 1 1 1 1 
Q=dia a 一 一 村 加 一 -一 -一 一 是 。 一 。 
(Fi Va Vdors VApre 
1 ,... ,1)., 
一 -一 一 - 
Nn—r 


则 方 阵 可 逆 ， 并 且 
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QUQ=dag(L yy， -709))。 

记 卫 =UQ。 显 然 方 阵 己 可 道 , 并 且 式 (9。4.6) 成 也 。 定 理 3 证 毕 。 

由 定理 3 的 证 明 可 以 看 出 ， 式 (9。4.6) 中 与 8 分 别 是 Her- 
-mite 方 阵 万 的 正 特 征 值 与 负 特 征 值 的 个 数 。 由 定理 3 立即 得 到 
定理 4 设 Fa,5) 是 1 维 复线 性 空间 VY 上 Hermite 共 轿 双 
线性 函数 。 则 存在 的 基 {61,6,，…,6,。}， 使 得 fle,B) 在 这 组 
基 下 的 方 阵 为 对 角形 (9.4.6) : 

diag (J (Pp) 3 — ,0,) ;0 (4-7-9))。 
: 换 名 话说， 了 (0,8) 在 这 组 基 下 的 表达 式 为 
fla,P)=X yr tt XT +t +N,y, 
XptiyYpt1 7 "XptogYptygy 

其 中 X= (XXXn) 与 y= (yy19929 959s) 分 别 是 何 量 a 
与 如 在 这 组 基 下 的 坐标 。 

证 明 路 , 

现在 分 析 定 理 4 中式 (9.4.6〉 的 非 负 整数 了 与 8 的 意义 ， 

定义 4 设 j 太 cap) 是 1 维 复线 性 空间 VY 上 Hermite :二 蜀 
双 线 性 函数 。 如果 对 任意 非 零 向 量 a 了 ，f (s,Q) >>0， 则 (cy P) 
称 为 正定 的 ;如果 对 任意 商量 VV ，f(a,W) 宇 0， 则 了 (eB) 称 
为 半 正 定 的 。 

可 以 类 似 地 定义 负 定 或 半 负 定 的 Hermite 共 轿 双 线 性 函数 ， 

对 于 ?4 线 复 线性 空间 了 上 Hermite 下 现 汉 线性 国 数 
(ne, B),， 上 
= {atV。 f(a,B) =0， 对 任意 BEV}. 
容易 验证 ， A s 邮 ， 它 称 为 f(a, BB》 的 根基 ， 

定理 4 说 明 ， 对 于 了 上 Hermite 共 轿 双 线 性 函数 f (0,8)， 
V 中 存在 一 组 基 {61,5,… ,5,}， 使 得 对 任意 与 1，1l 志 1 
Hh，f (6;,51) =0。 具 有 这 一 性 质 的 基 {， ,5,,…5,} 称 为 关于 
了 (ob) 的 正 交 基 。 于 是 定理 4 断言 ， 关 于 f(x,B6)〉 的 正 交 基 是 
和 在 的 。 其 次 ， 了 中 由 基 疝 量 后 ,6,，,… ,6 生成 的 子 空 间 记 为 
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V+, 由 基 向 量 上 ，,E…E,+。 生成 的 子 空间 记 为 V7, 而 由 基 
向 量 人 ,160+1550+o+2，… 96, 生成 的 子 空间 记 为 万。 则 =V+@ 
V-@W， 并 且 对 任意 非 零 向 量 ofV+， 均 有 f(t,0)>>0, 取 (6 
B) 限定 在 V+ 上 是 正定 的 ， 同 样 ，f(e,B) 在 "上 的 限制 是 负 
定 的 。 最后， 容易 证 明 ， 砂 是 关于 f(g,B) 的 根基 +。 于 是 有 

定理 5 设 f(u,B) 是 n 维 复线 性 空间 VF 上 Hermite 共 思 C 
双 线 性 函数 。 则 可 以 分 解 子 空间 V+,V- 与 V+ 的 直 和 ， 使 得 
f(a,B8) 在 V+ 上 的 限制 是 正定 的 ， 在 VY" 上 的 限制 是 负 定 的 ， 
而 VV: 是 关于 ja, 8) 的 根基 。 如 果 太 还 可 以 分 解 为 子 空间 斑 +， 
了 II 与 广 :的 直 和 ， 使 得 fos8) 在 Vi 与 Yi 上 的 限制 分 别 是 正 
定 与 负 定 的 ， 则 dimVi=dimV+, dimV7=dimVY. 

证 前 一 结论 是 定理 4 的 另 一 种 说 法 。 后 一 结论 的 证 明 与 本 
章 第 二 节 定 理 5 相仿 。 略 ， 

定理 5 说 明 ， 对 于 7 维 复 线性 空间 了 上 Hermite 共 罗 双 线性 
滑 数 f (cy 5) ， 可 以 将 它 的 定义 域 了 分 成 三 个 部 分 ， 太 + ， 矿 -， 
V+!， 而 且 子 空间 V+,V" 与 这!* 的 维 数 与 分 解 的 方式 无 关 ， 是 由 
了 (a,B) 自身 所 确定 的 。 因 此 ，V?+ 与 的 维 数 分 别称 为 f(a， 
性 指数 之 差 称 为 1(a,B)》 的 符号 差 ， 记 为 50). 

由 定理 4， 如 果 Hermite 共 辊 双 线 性 函数 f(a4,6》 证 上 的 基 
{1552… 下 的 方 阵 为 对 角形 (9.4.6)， 则 fle,B) 的 正 、 负 
惯性 指数 即 是 对 角 元 中 + 1 的 个 数 户 与 -1 的 个 数 4 。 

现在 考虑 1 阶 Hermite 方 阵 在 复 相合 下 的 标准 形 。 设 及 是 1 
阶 Hermite 方 阵 ，{ ui ,0,，…,0,} 是 1 维 复线 性 空间 7 的 一 组 
基 。 令 

fc,B)=xH y*, z z 
其 中 x 与 》 分 别 是 了 中 向 量 4 与 B 在 这 组 基 下 的 坐标 。 定理 2 表 
明 ，f (oa,8) 是 了 上 Hermite 共 圈 双 线 性 函数 .由 定理 3， 方 阵 
于 复 相合 于 对 角形 diag(l ,,) ,—1 (9) 90 00-s-g) )。 如 末 方 阵 如 
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复 相合 于 另 一 个 对 角形 diag (Tp) 5 一 6) 90 404-p-90))3 则 由 起 
理 5,p=pi99=91。 因 此 对 角 方 阵 diag (90) 5 一 了 0) 506509)》 
的 对 角 元 中 +1 的 个 数 p 与 -1 的 个 数 4 是 由 方 阵 态 自身 决定 
的 。 于 是 对 角形 (9.4.6) 称 为 Hermite 方 阵 瑟 在 复 相合 下 的 标 
准 形 ， 而 与 4 分 别称 为 方 阵 太 的 正 、 负 惯性 指数 ， 正 、 负 惯性 
指数 之 差 称 为 方 阵 电 的 符 号 差 ， 记 为 6( 末 )。 显然 ，p+q=7， 
0 (HH)=2p—r. : 

定理 6 + 也 Hermite 方 阵 英 复 相合 于 如 下 的 标准 形 ， 

diag( 0p)» — 70) .00.0-.4)), (9.4.6) 

其 中 与 4 分 别 是 方 阵 肪 的 正 、 负 惯性 指数 。 而且 Hermite 方 阵 
全 的 秩 与 符号 差 是 Hermite 方 阵 在 复 相合 下 的 全 系 不 变量 ， 

证 只 和 坷 证 明 后 一 结论 . 设 Hermite 方 阵 瓦 ,与 妃 , 复 相 
合 ， 即 设 瑟 := 三 五 ,其 中 己 是 2 阶 可 逆 方 阵 。 显 然 方 阵 如 , 与 
凡 : 相 抵 ， 所 以 方 阵 豆 :与 豆 ， 的 秩 相等 。 下 面 证 明 ， 方 阵 瓦 ,与 
末 :的 符号 差 相 等 。 事 实 上 ， 设 1 5 是 2 维 复 线性 空间 
的 一 组 基 。 和 定义 了 上 二 元 国 数 cpB) 为 1f(4,8)=xH,y*, 
其 中 Y 与 了 ?分别 是 网 量 & 与 有 在 这 组 基 下 的 坐标 。 由 定理 2， 
f(c,B)〉 是 Hermite 共 轿 双 线 性 函数 。 设 

(W19729° 7,) = (£1,6,.,° 5.) 5. 
由 于 方 阵 呈 可 道 ， 所 以 47197s，… 7} 是 了 的 一 组 基 . 向 量 a 在 
基 (4747,，,…,7,} 下 的 坐标 记 为 %， 则 对 =xP*。 因 此 f(a,B) 
=X 甩 ,yy*=%HH,y*, 其 中 六 与 分 别 是 向 量 c 与 B 在 基 {7, ,7:， 
… 7, 下 的 化 标 。 所 以 方 阵 互 ,是 Hermite 共 红 双 线 性 函数 六 (ao， 
B) 在 其 {7,,7,，,…,7,} 下 的 方 阵 。 也 就 是 说 ， 复 相合 的 Hermite 
方 阵 决 定 同一 个 共 轿 双 线 性 函数 。 由 定理 4 与 定理 5， 存 在 下 的 
基 {toie:*…sc 使 得 f(x,B) 在 这 组 基 下 的 方 阵 即 为 
diag (1 ny -7 04(,_-o-s))， 其 中 与 4 分 别 是 f(x,B) 的 正 、 
负 惯 性 指数 。 由 于 一 个 共 罗 双 线性 函数 在 林 同 基 下 的 方 阵 是 复 要 
合 的 ， 所 以 方 阵 已 ,与 五 :都 复 相 合 于 对 角形 diag(T -了 ， 
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0 .。,，_，)。 这 表明 ， 方 阵 万 ,与 媚 : 的 正 、 负 惯性 指数 都 是 情 己 
4 。 由 于 方 阵 及 ;与 互 ; 的 秩 相 等 。 因 此 它们 的 符号 差 也 相等 。 所 
以 Hermite 方 阵 的 秩 与 符号 差 是 Hermite 方 阵 在 复 相合 下 的 不 
变量 ， 

反之 ， 设 Hermite 方 阵 瓦 ,与 如 :的 秩 和 符号 差分 别 相等 ， 则 
它们 的 正 、 负 惯性 指数 分 别 相 等 ， 且 设 它们 的 正 、 负 惯性 指数 分 
别 是 了 与 9 。 于 是 由 定理 前 一 结论 ， 方 阵 瓦 ,与 互 ,都 复 相合 于 对 
角形 diag (7 (p) 9 I (7) ,0 (ns—-p—p) ) .由 于 复 相 合 关 系 满足 对 称 性 
与 传递 性 ， 所 以 方 阵 五 ,与 万 , 复 相合 。 这 就 证 明 ，Hermite 方 阵 
的 秩 与 符号 差 是 Hermite 方 阵 在 复 相 合 下 的 全 系 不 变量 。 定 理 6 
证 毕 。 

最 后 讨论 Hermite 型 。 

定义 5 设 1j(x,B) 是 2 维 复线 性 空间 了 上 Hermite 共 梳 双 
线性 函数 。 则 五 (o = (aa) 称 为 了 上 Hermite 型 ,其 中 kV， 
如 果 f(o,B) 是 正定 (或 者 半 正 定 、 负 定 与 半 负 定 ) 的 ， 则 
Hermite 型 H(c) 称 为 正定 (或 者 半 正 定 、 负 定 与 半 负 定 ) 的 。 

设 Hermite 共 圈 双 线 性 函数 f(a,B) 在 VV 的 基 {6€,,6,，…， 
专 ,} 下 的 方 阵 为 日 = Ch, 1) RX 其 中 h, 二 了 (和 ,6 1) » 1 <R < 
即 f(a,B) =x 万 y#， 其 中 x 与 了 分 别 是 向 量 x 与 B 在 这 组 基 下 
的 坐标 。 则 

H(o)=f(a,0) =xHx*= 之 hoixix,. 
lk, I&n 

上 式 称 为 Hermite 型 厅 (a) 在 这 组 基 下 的 表达 式 ， 方 阵 态 称 为 
已 (ou) 在 这 组 基 下 的 方 阵 。 而 f(a,B): 的 秩 、 正 、 负 惯性 指数 与 
符号 差 即 称 为 这 (a) 的 秩 、 正 、 负 惯性 指数 与 符号 差 。 

由 定理 4 立即 得 到 : 

定理 7 设 甩 (x) 是 #* 维 复线 性 空间 VF 上 Hermite 型 。 则 存 
在 VV 的 基 {$， ,S29 6.}, 使 得 


H (a) 二 XIX1 十 十 区 一 Xp+IXPtyL 一 “Xp+rpXp+py 
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其 中 发 与 凡 分别 是 员 ermite 型 瓦 (o) 的 正 、 负 惯性 指数 ， 而 
X= (XXXxs) 是 向 量 “在 这 组 基 下 的 坐标 ， / 
证 明 略 ， 
与 二 次 型 相仿 可 以 证 明 
定理 8 172 维 复线 性 空间 了 上 Bermite 型 如 (o 为 正 定 
《或 半 正 定 ) 的 必要 与 充分 条 件 是 ，Herimmite 型 H(0D) 在 的 基 
下 的 方 阵 为 正定 (或 闪 正 定 ) Hermite 方 阵 ， 
-证 明 略 。 
利用 Hermite 方 阵 在 西 相似 下 的 标准 形 ， 可 以 证 明 
定理 9 设 到 (xa 是 呈 维 西 空间 了 上 Hermite 型 。 则 存在 
中 的 标准 正 交 基 {15 5:，…Ej， 使 得 
H(a) = A XX tA XX tr 二 人 ,XT 
其 中 了 是 如 (o) 的 秩 ， 而 xY= (x1,X,，…,X,) 是 向 量 0 在 这 组 基 
下 的 坐标 。 
习 题 
。 把 证 列 Hermite 型 H (9) 化 为 标准 形 ， 
np 一 1 


(1) H(W = DD (Xi1+1 十 X1+1 元 7 和 


7 =1 


(2) 日 (0) = >》，， |k--il|x,x,， 其 中 17?= 一 


lak, i 


2。 求 下 列 Hermite 型 (a) 的 秩 与 符号 差 。 


(1) H (% = ay 2 (eR 


7=1 1 
2) H()= |x,-xl’. 
1 和 mm 太 天 上 所 打 


3。 设 4 维 复 线性 空间 了 上 Hermite 型 为 
H(W)= WV (akl+k+l)x,z,, 


1, 1 
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其 中 a 是 常数 。 证 明 ， 瓦 (oa) 的 秩 与 符号 差 和 复数 a 无 关 ， 
4。 设 ”与 s 分 别 是 ” 维 复线 性 空 闻 了 上 Hermite 型 H (0) 
的 秩 与 符号 差 。 证 明 ， 存 在 六 的 子 空间 玉 ， 使 得 dimWy 


= 亏 (r -~ s)， 并 且 对 任意 非 零 向 量 只 矿 。 均 有 H (a) <0， 
5。 把 下 列 Hermite 方 阵 在 复 相合 下 化 为 标准 形 。 


/ 1 1+i 2+i (nm—1) ti 
1 一; 1 0 0 | 
(1) | 2-; 0 1 0 ， 
\(n-l1)-i 0 0 . 1 
ff : 
| 1 -0 0 0 "| 
i 
2 1 3 0 0 0 
Li oo 
: 0 -了 1 0 0 0 
(2) | 
i i 
0 0 0 人 1 pa 
0 00... 0 -1 
人 和 从 
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